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Das Verhalten des Betons bei mehraxialer Beanspruchung 

Konstitutive Gleichungen für die praktische Anwendung 

Festigkeit des Betons bei mehraxialer Beanspruchung 

l. l Definition der Festigkeit 

Die Ausdr"ücke dieses Abschnittes beschreiben den maximalen Spannungszu­
stand, dem der Werkstoff Beton bei mehraxialer Beanspruchung widerstehen 

kann. In diesem Kontext wird Beto~ als homogenes isotropes Kont inuum und 

als jungfr~uliches Material ohne vorhergehende Lastgeschichte betrachtet. 

Der Spannungszustand wird in Vektorform in Ab~ängigkeit von seinen Haupt­

spannungskomponenten beschrieben: 

+ 
{erl ' er3} a = erz' 

und 
+ erl erz er3 
er = {~ ~; TCT} 

c c c 

(er l < 0 Druckspannung), 

wobei fc = einaxiale Druckfestigkeit entsprechend der folgenden Defini­

tion. 

Festigkeit wird im allgemeinen definiert als der maximale Wert von jJj, 

mit dem Werkstoff beanspruchbar ist.*) 

+ + 

= f ä = f max 

*) In der Literatur werden andere Definitionen der Grenzfestigkeit im 

Falle von kleinen deviatorischen Spannungskomponenten verwendet. 
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Es wird weiter angenommen, daß die Belastung monoton steigt 

01 02 : 03 = const. 

+ 
d 101 

dt = const. 

und oaß Versuchsk~rper, lagerungsbedingungen una VersuchsdurchfUhrung im 

Falle von ein- und mehraxialer Belastung gleich sind. 

Alle n0glichen maximalen Spannungskombinationen, die einem Bruchspan-
_.., 

nungszustand entsprechen, bilden die Bruchfläche f(~) = 0, die in Ab-

~ängigkeit von den bezogenen Spannungen 0i/lfcl formuliert wird. 

Im Sonderfall der einaxialen Belastung 

gilt für die Festigkeit 

+ + 

f = f = {0,0,-1} c 

1.2 Grundlagen zur Beschreibung einer Bruchfl~che 

Die folgenden Merkmale einer Bruchfl~che fUr den Werkstoff Beton (Bild 1) 

basieren auf theoretischen Betrachtungen und rationalen Uberlegungen: 

- Die Bruchfl~che ist durch Invarianten des Spannungstensors bzw. durch 

Terme, die diese enthalten, zu beschreiben. 

Die Bruchkurve in der Deviatorebene (Polfigur) eines isotropen Mate­

rials ohne Lastgeschichte ist dreifach symmetrisch in Bezug zur Äqui­

sektix 01 = 02 = 03 (Bild 2). 

- Plastizi~ätstheorie und neuere Erkenntnisse der Bruchmechanik (z.B. 

Dougill [l]) fordern, daß die Polfigur konvex sein muß (Bild 2). 
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Bild 1: Bruchfläche 
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Q ~ Oreiaxiale 
Zugfestigkeit ~ f3t 

cos a = 1/f3 



Bild 2: Polf. 1gur 
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cos a. 1 
= {3 
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~ei einem Material mit unterschiedlicher einax ialer Druck- und Zugfe­

stigkeit muß zwischen einer dreiaxialen Druck- und einer dre iaxialen 
Zugkurve unterschieden werden. Diese Meridiane liegen in der Rendulic­

Ebene (Bild 3), die durch eine Hauptspannungsachse und dem Halb~inkel 

zwischen den beiden anderen Achsen beschrieben wird. Sie be sti mmen bi s 

zu einem gewissen Grade den Ver lauf der Polfi gur. 

Der Druckmeridian a3 < a2 = 0 1 (B ild 3) beinhaltet die fol­

genden signifi kanten Festigkeiten : 

fc (einaxiale Druckfestigkeit) 

fzt (zweiaxiale Zugfestigkeit; a 1 = a2, a3 = 0) 

f 3t (dreiaxiale Zugfestigkeit; a 1 = a2 = a3). 

Uer Zugmeridian a3 > a2 = a1 enthält die folgenden signifi­

kanten Festigkeiten: 

f 3t (dreiaxiale Zugfestigkeit; a 1 = a2 = a3 ) 

f ~ (einaxiale Zugfestigkeit) 
l, 

f 2c (zweiaxiale Druckfestigkeit; a1 = 0, 0 2 = a3 ) . 

Im Druckbereich a 1 < 0, a2 < 0, a3 < 0 ~achsen die Ent-

fernungen in der Rendulic-Ebene zwischen der Äquisektri x und dem Druc k 

bzw. dem Zugmerid ian unter der Bedingung, daß die Komponenten des hydro­
statischen Spannungstensors (1 10) (s. Kapitel 1.3) vorn ßetrcge her 

nicht zu groß werden, mit deren Zunahme. Oie Polfigur wird gleichzeitig 
vb"lliger. 
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, ,2 

( ff Oz = fi 01 ] 

3 

ßi1d 3: Rendulic-Ebene 

(Der Maßstab f"ür 1,2 ist [2 a2 = /2 o1) 
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1.3 Experimentelle Ergebnisse 

Die Aussagen, die in diesem Bericht getroffen werden, basieren auf einer 

Vielzahl experimenteller Untersuchungen, so z.B.: GERSTLE et al. [2], 

SCHICKERT/WINKLER [3], BALMER [4], RICHART/BRAN OTZAEG/BROWN [5], KUPFE R 

[6], KUPFER/HILSDORF/RLiSCH [7], LAUNAY/GACHON [8], CHINN/ ZI MMERMANN [9] , 
MILLS/ZIMMERMANN [10], WEIGLER/BECKER [ll], PALANISWAMY [12], TASUJI/ 

SLATE/NILSON [13], NEWMAN/NEWMAN [ 14], KOTSOVOS [15] u.v. m. 

In diesen Experimenten wurden die folgenden Versuchsk"örper verwendet: 

Würfel mit Abmessungen von bis zu 100 x 100 x 100 mm 
Prismen mit Abmessungen von bis zu 250 x 250 x 100 mm 

Zylinder mit Abmessungen von bis zu 150 x 300 mm. 

In den meisten Versuchen wurde 110 monotrin gesteigert, wobei die Be­

lastungsgeschwindigkeit 

entsprach. 

+ 
d 1cr1 N -dt < 0,2 -,....2 -­mm sec 

Andere Spannungspfase wurden nur in wenigen Versuchen erforscht. Umfas­
senae Uberblicke über die durchgeführten experimentellen Arbe i ten wurden 

von DEI POLI [16] und EIBL/IVANYI [17] erstellt. 

Eine auf internationaler Ebene durchgeführte Vergleichsstudie [2, 3] hat 

gezeigt, daß es m"öglich ist, prismatische Versuchsk"örper mit drei senk­

recht aufeinanderstehenden Spannungen zu beaufschlagen, ohne daß Zwängu n­

gen in Folge einer Querdehnungsbehinderung der Probe durch die PrUfma­

schine auftreten. Dieses hatte vorher die Versuchsergebnisse deutlich be­
einflußt. Somit k~nnen nun Spannungswerte in einem ausreic henden Grad von 

Genauigkeit besti mmt werden. 

Experimentelle Untersuchungen haben gezeigt, daß die Bruchfestigkeit des 

Betons bei mehraxialer Beanpruchung durch die Mikrorißbildung bestimmt 
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wird. Diese Mikrorisse verlaufen hauptsächlic h senkrecht zur Richtung de r 

kleinsten Hauptdruck- bzw. gr"ößten Hauptzugspannung . 

Versagen eines Prüfkörpers, wie er in Abschnitt l. l definiert ist, bedeu­
tet nicht, daß dieser im folgenden keine andere Spannungs komb ination auf­

nehmen kann, d.h. Risse, die durch eine zweiaxiale Beanspruchung (Bild 4) 

verursacht werden, haben praktisch keinen Einfluß auf die einaxiale Bruc h­
festigkeit des Betons bei der nachfolgenden Belastung: 

Das verfügbare experimente l le Datenmaterial f"ührt zu den folgenden Aussa­

gen hinsichtlich der Beschreibung einer Bruchfläche: 

- Die Menge des experimente l len Datenmaterials reicht aus, um die drei­

axiale Zug- und die dreiaxiale Druckkurve unter der Bedingung, daß die 

hydrostatischen Spannungskomponenten (I 1cr) nicht zu groß we rden, 

ausreichend genau zu beschreiben. FUr sehr große hydrostatische Span­

nungskomponenten, als Grenzwert diene 15 f cl, sind derzeit keine Ver­
suchsergebnisse verfügbar. 

Die rlUllkurve der zweiaxialen Festigkeiten ist sowohl im Druck- Zugbe­

reich 

als auch im Druck- Druckbereich 

konvex und beinhaltet die signifikanten Festigkeitswerte (Bi ld 4) 

Sie entspricht dem Schnitt der Bruchfl~che mit einer Koordinaten­

ebene. 
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- Oie zweiaxiale Druckfestigkeit 

entspricht ungefähr dem 1,1-fachen Wert der einaxialen Druckfe­

stigkeit. 

Eine E0h~hung der zweiaxialen Zugfestigkeit verglichen mit der ein­
axialen kann anhand der Versuche nicht exakt belegt werden (z.B. 

[13]). Die zwei axiale Zugfestigkeit entspricht aber zumindestens 

der einaxialen. 

l .4 Bruchf l~chen 

Zur Beschreibung der Bruchfl~chen von Beton wurden verschiedene Vor­

schl~ge gemacht. Diese wurden z.B. in den Arbeiten von EIBl/IVANYI 
[17], CEOOLN/CRUTZEN/DEI POLI [18] und CHEN et al. [19] zusammenge­

faßt. · 

Von oesonderem Interesse sind die folgenden Formulierungen fUr die 

dreiaxiale Festigkeit des Werkstoffs Beton: 

CHEN/CHEN [20], öRE.SLER/PISTER [21], FILONENKO/BOROOIC [22], REIMANi~ 
[23], NEWMAN [24], HANNANT/FREDERICK [25], LAUNAY/GACHON/POITEVIN 

[26], CEOOLIN/CRUTZEN/DEI POLI [18], ICK [27], WASTIELS [28], [29], 

KOTS~VOS [30], CHEN/SALEEB [~l], CHEN [32]. 

-+ 

Jede analytische Formulierung von Bruchfl~chen f(a) = 0, die den 

Kriterien der Abschnitte 1.2 und 1.3 genUgt, ist fUr die praktische 

Berechnung geeignet. Die Brauchbarkeit einer bei dreiaxialer Bean­

spruchung allgemein gUltigen Formulierung kann leicht nachgewiesen 

werden, indem die rechnerisch ermittelte HUllkurve der zweiaxialen 

Festigkeiten mit entsprechenden Versychsergebnissen verglichen wird. 
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Von den zur Verfügung stehenden Ans·atzen zur Beschreibung von Bruch­

flächen, die die Kriterien der vorstehenden Abschnitte erfUllen, 

sollen diejenigen von OTTOSEN [33] und WILLAM/WARNKE [34] als fUr 

die praktische Anwendung besonders geeignet vorgeschlagen werden. 

Sie zeichnen sich durch ihre Einfachheit und ihre leichte Anwendbar­

keit aus [35]. 

Dieses sollte jedoch nicht als eine generelle Wichtung der verfUgba­
ren Methoden verstanden werden. Bei besonderen Problemstellungen 

k~nnen sich andere Bruchfl~chen als gleich nUtzlich erweisen. 
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Konstitutive Gleichungen für Beton 

2.1 Allgemeines 

Bei einer Reihe von Konstruktionen besteht in der Baupraxis das Be­

dürfnis nach einer möglichst realistischen Erfassung des Beanspru­

chungs- und Verformungszustandes unter Einbeziehung des gerissenen 

Zustandes. Bei einer solchen nichtlinearen Analyse - i.a. mit Hilfe 
numerischer Methoden - kommt naturgem'äß dem Stoffgesetz be-s ondere 

Bedeutung zu. 

Expe_rimentel le Ergebnisse aus jüngster Zeit haben es nun erm'ögl icht, 
für den Baustoff Beton auch Beziehungen zwischen einem aufgebrach­

ten, mehraxialen Spannungszustand und dem daraus resultierenden Ver­

zerrungszustand zu formulieren. Derzeit liegt eine Reihe von erster1 

Ans.ätzen vor, aus der auszuw·ahlen jedoch spezielle Kenntnisse erfor­

dert. 

Von der Vielzahl m~glicher Formulierungen - siehe den Bericht zum 

Erkenntisstand [19] - sollen deshalb für den anwendungsorientierten 
Benutzer einige wenige, besonders geeignete empfohlen werden, die 

von dem Ansatz ausgehen, daß Beton ein homogenes Kontinuum ist. Sie 

erlauben eine realistische Erfassung 

- einer einmaligen monoton zunehmenden Belastung eines Normalbetons 

ohne vorhergehende Lastgeschichte, 

mäßiger Belastungsgeschwindigkeiten (€ = 10- 2 - l0- 5/min) 

hydrostatischer Spannungen bis zum Betrage von 1 a t 1 < 5 1 f 1 oc c 
(s. Kapitel l) 

- einer steigenden Beanspruchung bis zum Bruch sowie nJherung sweise auch 

des Bereichs abfallender Last bei weiterer Steigerung der Verzerrun g. 
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Zyklische Belastung sowie LangzeiteinflUsse oder ~inflUsse aus Tem­

µeratur und hohen Belastungsgeschwindigkeiten werden ausgeschlossen. 

Derzeit ist die Begrenzung auf monoton steigende Belastung erforder-
1 ich, da das experimentell gewonnene Datenmaterial fUr andere Bela­

stungspfade nicht ausreicht. 

Obwohl durchgehende Mikrorisse im Beton eine bestimmte Richtung auf­

weisen, wird dennoch zur Vereinfachung der Formulierung von konsti­

tutiven Gleichungen die fortschreitende S~h~digung sowohl bis zum 
Bruch als auch im Bereich abfallender Last als isotrop angenommen. 

Die Beschreibung der Bruahfl~che bzw. der dreiaxialen Festigkeit des 

Betons ging, wie in Kapitel l erläutert, ebenfalls vereinfachend vom 

Ansatz der Isotropie aus. Grundvoraussetzung der Isotropie ist je­

doch, daß in Abhängigkeit vom jeweiligen Grad der Nichtlinearität 

des Materials, der fUr jedes Spannungs- bzw. Dehnungsinkrement 

unterschiedlich ist, spannungs- oder dehnungsabhängige Anisotropien 

entstehen können. Ausgeschlossen werden lediglich materialbedingte 

Anisotropien, die unabhängig von der Belastung sind, so z.B. Beweh­

rungselemente. 

Der Kontinuumsmechanik stehen somit zwei Möglichkeiten offen, das 

nichtlineare Werkstoffverhalten des Betons bei dem oben definierten 

Ansatz der Isotropie zu beschreiben: 

- Elastizitätstheorie 

- Elasto - Plastizit~tstheorie. 

Die in diesem Abschnitt erläuterten Stoffgesetze beschränken sich 
auf den Bereich der Elastizit~tstheorie. 
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FUr den linear elastischen Fall gilt die konst i tutive Bez i ehu ng 

er .. = f . . (skl) ' 
1 J 1 J 

die in die folgenden beiden, voneinander unab~ängigen , linearen An­

teile aufgespalten werden kann. Der eine beinhaltet die Abhängigkeit 
iwischen aen uktaeder-Normalspannungen und -Dehnungen 

a . = 3 K s = E oct oct (1-2 v) soct ( 2 . 2. 1 ) 

der andere aiejenige zwischen den Oktaeder-Schubspannungen und -Deh­

nungen. 

E 
Toct = G Yoct = 2 (l+v) Yoct (2.2.2) 

(-wegen Toct' Yoct' aoct' soct siehe Anhang A). Die Materialparameter, 
der Schubmodul G sowie der Kompressionsmodul K sind konstante Größen. 

Zur Beschreibung des nichtlinearen Spannungs-Dehnungsverhaltens kön­

nen uie Gleichungen (2.2.1) und (2.2.2) wie folgt erweitert werden: 

( 2.2.3) 

G Toct = s Yoct (2.2.4) 

wobei die Sekantenmoduli Ks und Gs nun Funktion des ausgezeich­

neten Spannungs- bzw. üehnungszustandes sind: 

Ks = Ks (s . . , a . . ) 
lJ lJ 

Gs = Gs (s. „ a . . ) . 
1 J 1 J 

(2 .2.5) 

( 2 . 2. 6) 
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In diesem Falle sind die Beziehungen zwischen 

(2.2.7) 

·die bislang voneinander unabh.ängig waren, nun 1'/egen (2.2.5) und 

(2.2.6) voneinander abhängig. Auf der Basis von (2.2. l) und (2.2.2) 
bzw. (2.2.3) und 2.2.4) sind auch Stoffgesetze in Abh~ngigkeit von 

der Änaerungsrate der Spannungsn (rate-type constitutive laws) for­
muliert worden, sie lauten in ihrer hypoelastischen Form - als 

Gegenpart zu (2.2.3) und (2.2.4) 

. 
a .. = 

l J 

where in general 

() : _s!iJ_ 
dt (2 .2. 8) 

(2.2.9) 

Algebraische Formulierungen ähnlich zu (2.2.3) und (2.2 .4) werden 

traditionsge~äß bei der Beschreibung der nichtlinearen Elastizit~t 

verwendet. Hierbei ist die Antwort des Systems bei wegunabhängigem 

Verhalten unabh~ngig von einer Lastgeschichte. Im Gegensatz dazu 

werden Stoffgesetze, die in Abhängigkeit von der Änderungsrate der 

Spannungen formuliert sind, traditionsgem·ar3 dann verwendet 1 wenn die 

Antwort des Systems von aer Entwicklung des Materialverhaltens Uber 

den gesamten Lastpfad ab~ängig ist. 

Von aer Berechnung her erfordern finite Stoffgesetze die L~sung 

eines ntchtlinearen Gleichungssytems. Wegen des begrenzten Konver­

genzverhaltens von Iterationsverfahren wird die totale Formulierung 

in l-lnalogie zu den differentiellen Stoffgesetzen Ublicherweise in 

eine inkrementelle UbergefUhrt. Ein mögliches Abdriften, verursacht 

durch die 1-1nwendung finiter Lastelemente, kann praktisch dadurch 

eliminiert werden, daß auf Grundlage der totalen Spannungs-Dehnungs­

beziehung zus·atzl iche Restkr"äfte ermittelt werden, mit deren Hilfe 
das Gleichungssystem iterativ auf die wahre Lösung hingefUhrt wird. 
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Im begensatz dazu geben die Mode ll e, die von der tangenti alen Ande­

rungsrate der Spannungen abh~ngen, ausschließl ich Auskunft über das 

lokale, infinitesimale, linear elastische Verhalten in der Nähe des 

aktuellen ßeanspruchungszustandes . Die wahre Belastungsgeschichte 

muß aurch ein rein inkrementelles Vorgehen nac hvollzogen werden. 

Dieser Schritt-fUr-Schritt-Algorithmus beinhal tet somit unweigerlich 

einen gewissen Rundungsfehler, dessen Größe vom Vorgehen bei der nu­

merischen Integration abh~ngt. Ferner stellt sich ein Abweichen von 
der wahren Lösung in Abhängigkeit von der Größe des Lasti nkrements 

und der Genauigkeit des Rechenalgorithmus e i n. Dies kann nic ht durch 

di·e Ermitt lung von Restkräften korrigiert werden. 

2.3 Experimentelle Ergebnisse 

Zur Bestimmung des Zusammenhangs zwischen Spannungsund Verzerrungs-

zustand beim Werkstoff Beton unter den in Abschnitt 2. l genannten 
einschr"änkenden Bedingungen l iegt eine Reihe von exper imentellen Re­

sultaten vor, die u.a. in [16] und [17] zusammengefaßt sind. Ein i ge 
besonders wichtige neuere Versuchsresultate sind z.B. über [36] zu­

gänglich gemacht. Zu unterscheiden ist dabei zwischen 

- oiaxialen Versuchen an prismatischen Prüfk~rpern und 

- triaxialen Versuchen an würfelförmigen oder zylindrischen Ver­
suchsk~rpern, wobei je nach Art der Einrichtung alle drei Haupt­

spannungen unabhäng)g voneinander oder jeweils eine Hauptspannung 

unab~ängig von den beiden anderen, die in einem konstanten Ver­

hä l tnis stehen, variiert wurden. 

Versucht man in der hier gebotenen Kürze den dabei gewonnenen Stand 
experimenteller Erkenntnisse zusammenzufassen, so ist fo l gendes aus­

zufiihren: 

Die experimentel l en ~rgebnisse zeigen für Betone Jhnlicher Zusam­

mensetz ung bei verschiedenen Prüfeinri cht ungen noch beac htliche 

Abweichungen voneinander. 
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- Vergleichsversuche [33] haben deutlich gezeigt, daß der Vermeidung 

von Querdehnungsbehinderungen an den Übergangsflächen Prüfkörper/ 
PrUfeinrichtung signifikante Bedeutung zukommt. Bei der Beurtei­

lung experimenteller Ergebnisse müssen diese besonders beachtet 
werden. 

- Grund~atzlich ergeben sich fUr den Bereich mit Uberwiegender Druck­

beanspruchung bei triaxialen Versuchen ähnliche Ergebnisse wie für 

den einaxialen uruckversuch. 

- Bei monotoner Laststeigerung und konstantem Hauptspannungsverh~lt­
ni s ist zunächst ein we.itgehend linearer, reversibler Zusammenhang 
zwischen Okteader-Schubspa~nung (~ J 20) und deviatorischen 

Dehnungen(~ J 2€) bzw. hydrostatischer Spannung(~ I 10) und volume­

trischer Dehnung(~ 11€) zu beobachten. Zu diesen addieren sich 

offensichtlich bei steigender Beanspruchung irreversible Dehnungs­

anteile beider Arten. 

Es gilt als gesichert, daß bei Überschreiten einer bestimmten Be­

anspruchung - diese wird durch die Hüllkurve der Nichtlinearität 
beschrieben - irreversible Sch~digungen auftreten. Diese sind vom 

hydrostatischen Spaonungszustand und von J 30 abhängig (Bild 5). 

w·ahrend der Übergang vom linearem zu deutlich nichtlinearem Ver­

halten im Falle der zweiaxialen Beansp.ruchung klar zu erkennen ist, 

vollzieht sich dieser bei dreiaxialer Beanspruchung wesentlich 

langsamer. 

Die mit steigender hydrostatischer Spannung zunehmenae Volumenver­
minderung schlägt bei hohen Okteader-Schubspannungen im Bruchbe­

reich in eine Volumenvergr~ßerung (Dilatanz) um. 

- Experimente lassen den Schluß zu, daß eine Kopplung zwischen hydro­
statischen Dehnungen und deviatorischen Spannungen besteht. Obwohl 

die Invariante J 30 die Bruchfläche stark beeinflußt, kann auf­

grund der bislang vorliegenden experimentellen Ergebnisse der Ein­

fluß von J 30 auf die Spannungs-Dehnungsbeziehungen nicht quan­

tifiziert werden. 
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- Das Verformungsvermögen bei dreiaxialer Druckbeanspruchung ist bei 

weitem gr~ßer als bei einaxialer. 

- Die vorhandenen Kenntnisse reichen nicht aus, um den abfallenden 
Ast, - die Spannungs-Dehnungsbeziehung nach Überschreiten der 

Grenzfestigkeit - exakt beschreiben zu können. 
Die beiden folgenden Aussagen k~nnen dennoch getroffen werden: 

Mit der Zunahme der hydrostatischen Spannungskomponente fUr den 

Zustand des Versagens wird der Spannungs-Dehnungsverlauf im 

Bereich des abfallenden Astes flacher. 

Für den Fall, daß die Querdruckspannungen (z.B. ia11, la21) 

größer als ein Drittel der vom Betrage her größten Hauptdruckspan­
nung sind, konnte kein Spannungsabfall la31 in Abh·angigkeit 

von der Dehnung 1 E31 beobachtet werden. Das Auftreten eines 
solchen Verhaltens ist zudem ~ußerst unwahrscheinlich. 

- Nach Uberschreiten der Bruchfläche stellt sich eine bedeutende 

Ver·anderung des Materialverhaltens ein. Bei einer nachfolgenden 

unabhängigen Belastung muß dieses berUcksichtigt werden. 

- Bislang wurden vor allem Spannungspfade geprüft, bei denen das 

Verhältnis der Hauptspannungen während der ganzen Untersuchung un­

ve~ändert blieb. Erste Versuche, bei denen zun~chst ein hydrosta­

tischer Spannungszustand und nachfolgend ein Hauptspannungsvektor 
in der Oktaeder-Ebene mit steigendem Betrag bis zum Bruch aufge­

bracht wurde, zeigten demgegenUber keine signifikanten Unterschie­
de. Lediglich die Dilatanz beim Bruch scheint im letztgenannten 

Fall kleiner zu sein. 

Dies legt die Vermutung nahe, daß bei einer Steigerung der Bean­

spruchung unter einem konstantem Spannungsverhältnis mehr innere 

Sc~ädigung akkumuliert wird, als bei einer hydrostatischen Vor­

spannung mit nachfolgend deviatorischer Belastung bis zum Bruch. 

- Wenngleich experimentell wenig ~bgesichert, muß derzeit angenommen 

werden, daß bei vollständiger Entlastung unter konstantem Span-
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nungsverhältnis eine weitgehend lineare Dehnungsabnahme bis zu 

einem Endpunkt erfolgt, der durch die ak kumu li erten irreversiblen 

Schädigungsanteile während des Belastungsvorgangs bestimmt wird. 

- Spezielle mehraxiale Versuche fUr den Bereich mit Uberwiegender 

Zugbeanspruchung liegen nur in sehr begrenzter Anzahl vor. Es wird 

allgemein angenommen, daß hierfUr die im Druckbereich unter gerin­

gen ßeanspruch~ngen zu beobachtende Linearität zwischen crij una 
Eij bis zum Versagen erhalten bleibt. 

2.4 Empfohlene konstitutive Gleichungen 

In ~ezugnahme auf Kapitel 2.1 und wegen ihrer Einfachheit sind vier 

Stoffgesetze im Hinblick a~f i hre Anwendbarkeit fUr die Praxis näher 

untersucht worden. 

Die Mode 11 e von 

CEDOLIN, L. [35 ] (l) 
GERSTLE, K.H./ASCHL, H. [36] (2) 

KOTSOVOS, M.D. [35] (3) 

OTTOSEN, N.S. [37] (4) 

wurden anhand von zuverl"ässi gen Versuchsergebnissen 'überprUft. Al le 

konnten diese innerhalb der gegebenen Grenzen in angemessener Weise 
reproduzieren. 

Moaell (4) wird hier wegen seiner phys i kalischen Vollst~ndig keit 

näher vorgestellt. Wegen der Modelle (l) und (3) sei auf die Veröf­
fentlichung L35] sowie wegen (2) auf [57] hingewiesen. Dieses bedeu­

tet in keinster Weise eine Abwertung der zuletzt genannten Stoffge­

setze, denn im Einzelfa l l kann ihre Anwendung sogar einfacher und 

adäquater sein. 

W~hrend das explizite Modell (l) numerische Vorteile im Falle einer 

zweiaxialen Beanspruchung aufweist, zeichnet sich Modell (3) sowohl 

durch die hervorragende Ubereinstimmung mit den Versuchsergebnissen 
als auch durch die Einfachheit der verwendeten Formulierungen aus. 

Ein a l lgemein gU l tiger Vergle ich zwischen den Modellen (1), (3 ) und 
(4) und den Versuchsergebnissen wurde in [35] durchgeführt. 
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2.5 Stoffgesetz für Kurzzeitbelastung von Beton, vorgeschlagen von 

N.S . OTTOSEN [37] 

Dieses finite Stoffgesetz basiert auf dem Ansatz der nichtlinearen 

Elastizität, wobei die Sekantenwerte des Elastiz i tätsmoduls Es und 

der Querdehnungszahl vs von der aktuellen Belastung abhängen. 

pas Vorgehen bei diesem Stoffgesetz wird zweckdienlicherweise in 
vier Abschnitte unterteilt: 

l .) Kalibrierung, 
2.) Maß der Nichtlinearität, 

3.) Sekantenwert des Elastizit~tsmoduls und 

4.) Sekantenwert der ~uerdehnungszahl. 

Kalibrierung 

Das Stoffgesetz wird durch die folgenden Daten, die im einaxialen 

Versuch gewonnen werden, kalibriert: 

D 

- Ursprungselastizit~tsmodul 

- Ursprungsquerdehnungszahl 

- Einaxiale Druck- bzw. Zugfestigkeit (siehe Kapitel l). 

Diese Festigkeitswerte dienen ebenfalls der Kalibrie­

rung des zu verwendenden Bruchkriteriums, Einzelheiten 

folgen später. 

- Dehnung bei einer Belastung entsprechend der einaxialen 

Druckfestigkeit 

- Parameter zur Beschreibung des abfallenden Astes, 
Einzelheiten folgen später. 

üas Stoffgesetz muß durch ein Bruchkriterium vervollst~ndigt werden, 

wobei jedes realistische verwendet werden kann, das den Bedingungen, 

wie sie in Kapitel l aefiniert werden, entspricht. 

Zusätzlich muß ein Kriterium ausgewählt weraen, das eine Aussage 

Uber die Art des Bruches zul~ßt, d.h. das duktiles und sprtides Ver­

sagen voneinander abgrenzt. Unter der Voraussetzung einer stetigen 
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Bruchfläche wird hier angenommen, daß ei n Riß dann entsteht, wenn 

sowohl das Bruchkriterium verletzt wird als auc h 

( 2. 4.1 ) 

erfüllt wird. Der infrage kommende Spannungszustand wird durc h die 
· Hauptspannungen a 1, a2 und a3 beschrieben, wobei • 

al 2. az 2. a3. 

Im folgenden werden Einze lheiten des Stoffgesetzes nur insowe it ge­

geben, wie sie zur praktischen Anwen dung notwendig sind. Die für 

eine Berechnung erforderlichen Schritte werden nacheinander aufge­

fü"hrt. 

Maß der Nicht linearit~t 6 

Um die Höhe der aktuellen Belastung bestimmen zu k~nnen, wird das 

Maß der Nichtlinearität herangezogen. Allgemein stellt dieses Maß 

eine Beziehung zwischen der momentanen Belastung und dem Versagens­

zustand dar, der durch das Bruchkriterium definiert wird. 

FUr den Fall, daß keine Zugspannungen auftreten, wird das Maß der 

Nichtlinearität durch 

( 2 .3 . 2 a) 

definiert. Hierbei ist 

die gr~ßte momentan vorh andene Druckspannung 

der entsprechende Wert für den Versagenszustand bei un­

ver·ändertem a1 und a2 • IJ . h. der Spannungszustand 

(a1, a2 , a3 f) erfüllt das Bruchkriterium. 
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Falls der Spannungszustand Zugspannungen einschließt, d. h. wenn zu­

mindest cr 1 > 0 gilt, wird das Maß der Nichtlinearit~t durch 

0 ' 
- 3 s - --,-

03 f 
( 2 .4 . 2 b) 

de,,finiert, wobei 

der 0 3 1 entsprechende Wert für den Versagenszustand 

bei unver·andertem 0 1 1 bzw. 0 2 '. D. h. der Span­

nungszustand (011 , 021 , 03f•) erfüllt das 
Bruchkriterium. 

Bei Spannungszust~nden, die keine Zugspannungen aufweisen, ent­

spricht O ::::._ S < l einer Belastung, die innerhalb, S = l einer 

solchen auf und S < l einer, die außerhalb der Bruchfl~che liegt. 

Schließt der Spannungszustand Zugspannungen ein, so gilt selbst im 

Zustand des Versagens S < l. 

Sekantenwert des Elastizit~tsmoduls Es 

a) - Bestimmung des Sekantenwertes des Elastizitätsmoduls für den 

VersagenszustandEf 

K wird wie folgt definiert 

wobei 

/ J2 ! 0 

\ ~ f 

K = 
! J20 \ 
( 1TT ) f 
\ c 1 

l 

f3 
(2.4.3) 

- Wert dieser Invarianten fUr den Zustand des 

Versagens, d.h. fljr (01'02,a3f) and (a1,az,a3f)' 
während (a1,a2,a3) der momentanen Belastung entspricht. 
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Be i ejnachsiger Belastung gilt K = 0. 

FUrK>Ogilt 

l) K 
(2.4.4a) 

wobei Ec dem Sekantenwert des Elastizit~tsmoduls bei einaxialem 

Druckbruch entspricht, d.h. Ec = lfcl/~c und ferner A mit 

A = EJEc (A > 4/3 muß erflil lt sein) (2.4.5) 

festgelegt wird. 

f'u r K < 0 g i lt 

(2.4.4b) 

b) - Wahl des Parameters D zur Beschreibung des abfallenden Astes 

Wenn der abfallende Ast flir die einaxiale Spannungs-Dehnungslinie 

bekannt ist, l~ßt sich der Parameter D einfach ermitteln. Andern­

falls muß D unter Beachtung der Tatsache gewählt werden, daß sich 

die Duktilit~t des Werkstoffverhaltens proportional zur Größe des 

Parameters D verhält. Die Wahl muß die folgenden Bedingungen erfül­

len: 

(l - A/2) 2 < D .::_ l + A (A-2) A < 2 

(2.4.6) 

0 < D < l f Ur A > 2 

Typische Werte fUr D liegen zwischen 0 und 0,2. 

c) - Bestimmung des Sekantenwertes des Elastizitätsmoduls E s 

- l E ( l E Ef) ts=-z o S Z o (2.4.7) 

± 
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rlierbei ist das positive Vorzeichen fUr den steigenden und das nega­

tive Vorzeichen für aen fallenden Ast der Spannungs-Dehnungs l inie 
anzuwenoen. Wegen fehlender Versuchsergebnisse wird das Verhal ten 

aes Betons nach dem Bruch im Druck-Zugbereich oe i dem Auftreten von 

kleinen Zugspannungen (Das Maß der Nichtlinearirät fUr den Bruchzu­

stand ist hierbei Bf < 1.) , wobei weder ein reiner Druckbruc h 

auftritt noch ein Riß entsteht, wie es im Bild 6 dargestellt ist, 

simuliert. Dabei erhält man den abfallenden Ast durch eine Para llel­
verschiebung des Teil ~ MN der Ori ginal kurve nach Uberschreit ung des 

Bruchzustandes. Folglich kann der Sekantenwert Es durch 

( 2 .4. 8) 

bestimmt werden. EMN wird mit Hilfe von (2.4. 7) unter Verwendung 

des negativen Vorzeichens und des aktuellen Wertes von ß erhalten. 
· Oie Konstanten EA und EM lassen sich ebenfalls über (2.4.7) er­

mitteln und zwar, in dem einmal das positive und einmal das negative 
Vorzeichen bei Ansatz von ß für den Versagenszustand (d.h. ß = ßf) 
eingesetzt wird. 

1,0 

ßf 

0,6 

ß 

0,2 

N 

8ila 6: Verhalten aes Betons nach dem Bruch im Druck-Z ug bereich fUr 
einen Spannungszustand, der weder zu einem Druckbruch noch 

zu einer Ri ßbil dung fUhrt 
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Sekantenwert der Querdehnungszahl vs 

FUr Beanspruchungen bis einschließlich des Versagenszustandes kann 

der Sekantenwert der Querdehnungszahl vs unabh"ängi.g yon der Art 

des Betons wie folgt definiert werden : 

(2.4 . 9a) 

(2.4.9b) 

mit 

ßa = 0.8 and vf = 0.36 

Obwohl wenig Uber den Anstieg von vs nach dem Uberschreiten der 

Bruchfläche bekannt ist, kann dieser Uber das folgende Verfahren an ­

gen~hert werden. FUr zwei aufeinanderfolgende bekannte Werte von Es 

(i, i+l bezeichnet zwei aufeinanderfolgende Spannungszustände) und 

dem ebenfalls bekannten wert von vs,i gilt die folgende Bezie-

hung zwischen den entsprechenden Kompressionsmoduli, wobei der An­
satz getroffen wird, daß sie . konstant seien . 

K = K = 
s ' i s' i+ l 

E . 
s' 1 = 

3(1-2v .) 
s' 1 

E . + l s' 1 (2.4.10) 3 ( 1-2 v* . + 1 ) s' 1 

Hieraus kann v*s, i+l berechnet werden. 

FUr eine schrittweise Abnahme des Es-Moduls um 5 % setzt OTTOSEN 
einfach 

= l . 005 v* s, i+ 1 (2.4.11) 

somit stel l t er im Bruchbereich die Volumenvergrößerung (Dilatanz) 

sicher. 

Es ist offensichtlich, daß v5 < 0.5 eingehalten werden muß. 
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3. Zusammenfassung und Ausblic k 

In diesem Bericht wird ein kurzer Uberblick zum Verhalten des Werk­

stoffs Beton unter mehraxia ler Beanspruchungen gegeben. Dieser 

schließt sowohl den Stand der experimentellen Erkenntn is als auch 

m~gliche Formulierungen von Bruchkriterien und kons t itutiven Gle i ­

chungen im Hinblick auf ihre praktische Anwendbarkeit ei~. 

Dieser Bericht muß als erster Schritt in Richt ung auf die Erarbei­

tung von Richtlinien zur Bemessung gesehen werden. Erste Versuchser­
gebnisse, die auf einer soliden Basis beruhen, wurden erst vor kur­

zem erzielt. Um das Wissen zu vergr.ößern, sind wesentlich mehr Expe­
rimente erforderlich, die vor allem auch der Untersuchung unter­

schiedlicher Belastungspfade dienen sollten. Somit werden sicherlich 

zukünftig auch neue Verfahren zur Darstellung des Verhaltens von 

Beton bei areiaxialer Beanspruchung entwickelt werden. 

Wesentliche Untersuchungen sind auch im Bereich der Sicherheits­

theorie durchzuf"ühren, die die Grundvoraussetzung f"ür die praktisc he 

Nutzbarkeit der hier vorgestellten Bruchkriterien bilden. 



Anhang A 

Bezeichnungen 

D 

E 

E c 

= ET . "kl (a . . , E· .) lJ lJ lJ 

EM, EfVIN 

E s 
__., --f = 0 max 

-+ ---}-

f = 0 max 

~ 

f = {O ,0, -1} 
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Parameter zur Ermittlung von Ef und 

zur Wahl von D 

Parameter zur Beschreibung des abfal­

lenden Astes 

Elastizitätsmodul 

Elastizit~tsmodul, s. Bild 6 

Sekantenwert des E lastizit~tsmod~ls fUr 

den Zustand des einaxialen Druckbruchs 

Sekantenwert des Elastizitätsmodu ls für 

den Zustand des Versagens 

Ursprungselastizitätsmodul 

Tangentenwert des Elastiz i t~tsmoduls -

Tensorformulierung 

Elastizitätsmodul, s. Bild 6 

Sekantenwert des Elastizit~tsmoduls 

Vektor der Festigkeit 

Vektor der Festig keit, bezogen au f die 

einaxiale Druckfestigkeit fc 

bezogener Vektor der Festigkeit bei 

einaxialer Druc kbeanspruchung 



K = c. 
3(1-2v) 

Ks = K (cr . „E: .. ) 
s lJ lJ 

ß 

= 2 

E: . . 
1 J 

l E: oct = - I 3 lE: 
,_J 

E: l = E: l - E:oct 
€2 = E:z - E:oct 
r-' 

€3 = €3 - E:o.ct 

K 

\) 
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zweite Invariante des deviatori­

schen Dehnungstensors 

Kompressionsmodul 

Sekantenwert des Kompressionsmoduls 

Maß der Nichtlinearit~t 

Oktaeder-Schubdehnung (Definition im 

i ngen i eurm·aß i gen Sinne) 

Dehnung bei einaxialem Druckbruch 

D~hnungstensor 

Oktaeder-Normaldehnung 

deviatorische Hauptdehnungen 

Invariante zur Bestimmung von Ef 

Querdehnungszahl 

Querdehnungszahl im Bruchzustand 

Querdehnungszahl im Ursprung 

Sekantenwert der Querdehnungszahl 



G - E 
- 2fi+v) 

G = G (0 .. ,e: . . ) 
s s lJ lJ 

T . = 01 02 03 ... 30 

I le: = E: l + e:2 + e: 3 

J 10 = \.) 
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einaxiale Druc kfestigkeit 

zweiaxiale Druc kfestigkeit 

(01 = o, 02 = 03) 

dreiaxiale Druckfestigkeit 

(01 = 02 = '03) 

einaxiale Zugfestigkeit 

zweiaxiale Zugfestigkeit 

(01 = 02 > o, 03 = o) 

dreiaxiale Zugfestigkeit 

(01 = 02 = 03 > o) 

Schubmodul 

Sekantenwert des Schubmodu l s 

erste Invariante des Spannungstensors 

dritte Invariante des Spannung·stensors 

erste Invariante des Dehnungstensors 

erste Invariante des deviatorischen 

Spannungstensors 

l '\,2 '\,2 '1-2 
J20 = 2 (01 + 02 + 03 ) zweite Invariante des devi atori -

sc hen Spannungstensors 

dritte Invariante des deviatorischen 
Spannungstensors 



a .. 
1 J 

aoct 
- l 

I la - 3 
,....; 

al = al - aoct ,...., 
. CTz = a2 aoct 

,.._ 
a3 = a3 - aoct 

{er ' a' er' } = l, 2, 3 

er'3f 

(')==d() 
dt 

Äquisektrix 

Oktaeder-Ebene 

Polfigur 

Hüllkurve der zweiaxialen 

i=estigkeiten 
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Spannungsvektor, wobei a 1, a2 , 

a3 Hauptspannungen (Zugspannung: 

positiv) 

Spannungsvektor bezogen auf die 

einaxiale Druckfestigkeit f c 

Spannungstensor 

Oktaeder-Normalspannung 

deviatorische Normalspannungen 

Wert im Versagenszustand bei 
unver·anderten a1 und a2 

Wert im Versagenszustand bei 

unver'ä.nderten er' 1 und a' 2 

Oktaeder-Schubspannung 

Ableitung nach der Zeit 

Achse im Spannungsraum mit er1=a2=a3 
(Bilder l, 2 und 3) 

Ebene senkrecht zur Äquisektrix 

Schnitt der Bruchfläche mit der Oktaeder-Ebene 

Schnitt der Bruchfl~che mit einer Koordinaten­

ebene; sie beinhaltet die Festigkeiten f Zt' 

ft, tc und f 2c (Bilder l und 4) 



Rendulic-Ebene 

ureiaxiale Druckkurve 

üreiaxiale Zugkurve 
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Ebene, die durch eine Hauptspannungsachse und 

dem Halbwinkel zwischen den beiden Ubrigen 
beschrieben wird; sie ent~ält die Äquisektrix 

(Bild 3) 

Kurve in der Rendulic-Ebene, die die Festig­

keiten fc, f 2t und f3t enthält (Bild 1) 

Kurve in der Rendulic-Ebene, die die Festig­

keiten fjt' ft und fzc enth~lt (dila lJ 
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