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1. Überblick und Zielsetzung der Arbeit 

Die hohe Rate von schweren Bauschäden an Silokonstruk

tionen führt zu der Frage, ob bei diesen Bauwerken die 

für die Bemessung benötigten Lasten und Schnittgrößen 

zutreffend ermittelt werden. 

Wie die in Abschnitt 2 durchgeführte Sichtung der vor

liegenden Verfahren zur Bestimmung der Druckverhält-

nisse in Silozellen zeigt, gibt es derzeit keine in sich 

geschlossene Theorie, mit der man die tatsächliche 

Beanspruchung einer Silokonstruktion beliebiger Geome

trie während des Füll- und Ausf ließvorgangs wider

spruchsfrei erfassen kann. 

Da bislang für Schüttgüter keine wirklichkeitsnahen 

Stoffgesetze vorlagen, ging man bei der Ermittlung von 

Silodrücken lediglich von den Gleichgewichtsbedingungen 

und zusätzlichen vereinfachenden Annahmen aus. 

Erst aufgrund der in jüngster Zeit gewonnenen Erkennt

nisse auf den Gebieten der Boden- und Schüttgutmechanik, 

die in Abschnitt 3 dargelegt sind, konnten wirklich

keitsnahe Stoffgesetze für Schüttgüter entwickelt werden, 

so daß somit zur Lösung von Silodruckaufgaben der kom

plette Gleichungssatz aus Gleichgewichtsbedingungen, 

Kompatibilitätsbedingungen und konstitutiven Beziehun

gen zur Verfügung steht. 

Auf der Grundlage dieses vollständigen Gleichungssatzes 

sollen in dieser Arbeit die Druckverhältnisse in Silo

zellen beim Füllen und während des Entleerungsbeginns 

mit Hilfe eines numerischen Verfahrens studiert werden. 
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Zu diesem Zweck wird ein auf der Finiten Element Methode 

basierendes Berechnungsmodell entwickelt und durch 

vergleichende Berechnungen konkreter Aufgabenstellungen 

aus der Bodenmechanik - dreidimensionale Scherversuche -

und dem Grundbau - Grundbruchberechnung eines Kreis

fundamentes - überprüft. Die Einzelheiten sind zusammen 

mit dem verwendeten Stoffgesetz in Abschnitt 4 darge

legt. 

Im anschließenden Abschnitt 5 werden die mit diesem 

Berechnungsmodell gewonnenen Ergebnisse der Silobe

rechnung dargestellt und diskutiert. Dabei wird zwischen 

dem Füll- und Lagerungszustand und dem Entleerungsvor

gang unterschieden. 

Für den Füllzustand werden zunächst eigene numerische 

Ergebnisse mit experimentell ermittelten Werten ver

glichen. Eine Untersuchung über den Einfluß verschie

dener Parameter auf die inneren Spannungsverhältnisse 

in Silozellen während des Füllzustandes ermöglicht 

sodann einen Vergleich mit der Janssen-Theorie und der 

Norm DIN 1055, Blatt 6, "Lasten in Silozellen", Aus

gabe November 1964. 

Anschließend werden die Änderungen der inneren Spannungs

verhältnisse im Silogut und deren Auswirkungen auf die 

Wanddrücke beim Beginn des Entleerungsvorgangs aufge

zeigt. 
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2. Diskussion vorliegender Silotheorien 

2.1 Überblick 

Das Spannungs- und Verformungsverhalten eines Kontinu

ums unter ~orgegebenen Randbedingungen wird bekanntlich 

durch einen Gleichungssatz aus 

- Gleichgewichtsbedingungen 

- Kompatibilitätsbedingungen und 

- konstitutiven Beziehungen 

so beschrieben, daß die Anzahl der in diesen Gleichun

gen auftretenden Variablen der der Gleichungen ent

spricht. 

Bedingt durch die Unkenntnis über wirklichkeitsnahe 

Stoffgesetze für Schüttgüter wird bei der Bestim.mung 

von Druckverhältnissen in Silozellen in allen bisher 

bekannt gewordenen Lösungsansätzen lediglich von den 

beiden Gleichgewichtsbedingungen für das ebene Problem 

nach Bild 2.1 Gebrauch gemacht; auf das Verformungs

verhalten des Silogutes wird somit nicht eingegangen. 

Da die Gleichungen ( 2 .1) zur eindeutigen Bes'tim.rnung der 

drei Spannungen cr , cr , T nicht ausreichen - es gibt 
X Z 

unendlich viele Möglichkeiten, diese Gleichgewichts-

bedingungen z~ erfüllen -, wurden weitere vereinfachen

de Annahmen hinzugezogen - vgl. Abschnitt 2.2 -

bzw. die Bruchbedingung des Silogutes verwendet - vgl. 

Abschnitt 2.3 . 
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---- -- --__ ...., 

BOz ai: 
az + ax = pg 

Box ai: 
ax + 

Bz = 0 

Bild 2.1: Gleichgewicht an einem ebenen Silogutelement 

2.2 Qi~ ~ilot~e~r~e_v~n_J~n~s~n_l~J_u~d_w~i!e~fQh~e~d~ 

Arbeiten 

( 2. l) 

Zur Ermittlung der Silodrücke im Füll- und Lagerungszu

stand geht Janssen llJ nicht von einem infinitesimal 

kleinen Element nach Bild 2.1 aus, sondern stellt die 

Gleichgewichtsbedingung für einen - in horizontaler 

Richtung - endlichen Abschnitt des gesamten Silos auf 

(Bild 2.2): 



·., 
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U Siloumfang 

A Siloquerschnittsf läche 

Oz + 

A aoz 
· Oz + pgAdz - A(Oz + az dz) -1 . U · dz = 0 ( 2. 2 ) 

Bild 2.2: Gleichgewicht an einer endlichen Silogutscheibe 

Mit den stark vereinfachenden Annahmen einer konstanten 

Vertikaldruckverteilung über den Siloquerschnitt und mit 

den Druckverhältniswerten 

tan ö 1: ( 2. 3 ) = a; 

und 

A. = 
Ox ( 2. 4) o; 
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die über die Höhe des Silos als konstant betrachtet werden, 

ergeben sich die bekannten Janssen- Lösungen: 

tan 5 · 'A u 
{ 1 - exp pgA 

t = ax . tan 5 

tan 6 · :>. • U · z 
A (2.Sa) 

( 2. Sb) 

(2.Sc) 

mit den asymptotischen, durch einen Querstrich gekennzeich

neten Grenzwerten für die Drücke in unendlicher Tiefe 

P·9 · A 
tan 5 · 'A · U 

( 2. Sd) 

(2.Se) 

t = Ox · tan 5 (2.Sf) 

Das Wandreibungsdruckverhältnis tano ermittelte Janssen 

durch Scherversuche; den Wert A berechnete er aus den von 

ihm experimentell gewonnenen Silodrücken. 



- 7 -

zusammenfassend kann festgehalten werden, daß den Janssen

Formeln folgende Annahmen zugrunde liegen: 

1) der Vertikaldruck cr ist über die Siloquerschnittsz 
fläche konstant verteilt 

2) der Horizontaldruck cr verläuft konstant über den 
X 

Siloumfang 

3) das Verhältnis A von Horizontaldruck zu Vertikal

druck ist auf der ganzen Silohöhe konstant 

4) die Reibungskraft wird an den Silowänden überall 

voll geweckt 

5) die Dichte p ist konstant. 

Diese fünf Annahmen gaben den Anstoß zu einer Vielzahl 

theoretischer Arbeiten, in denen bei grundsätzlich 

gleicher VorgE3hensweise wie bei Janssen versucht wird_, 

Aussagen über Druckverhältnisse in Silozellen zu ge

winnen, ohne die o.a. vereinfachenden Voraussetzungen 

treffen zu müssen. 

Beispielhaft sollen einige davon hier aufgeführt werden: 

- Lvin l2J und Walker l3J berücksichtigen in ihren 

Herleitungen, daß der Vertikaldruck cr über den Siloz 
querschnitt nicht konstant ist. 

- Die Dichte p wird von Yoshioka et. al. l 4J nicht 

als konstante Größe, sondern als mit dem Vertikal

druck cr veränderlicher Wert angesehen. z 
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Takami/Oka l5J legen eine Herleitung für Silodrücke 

bei Berücksichtigung variabler Vertikaldrücke und 

variabler Dichte p vor. 

- Um die Janssen-Formeln ohne experimentelle Bestim

mung von A auf alle Sphüttgüter anwenden zu können, 

führt Koenen l6J für diesen Wert das (aktive) Ran

kine'sche Grenzspannungsverhältnis 

= 
1 - sin IP 
1 + sin \.j) 

= tan 2 (45 - ~12) ( 2. 6) 

ein, wobei \.j) den inneren Reibungswinkel des jeweili

gen Schüttgutes bezeichnet (Bild 2.3). 

t 

Bild 2.3: Rankine'sches Grenzspannungsverhältnis 
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Dabei sind cr und cr Hauptspannungen, was voraus-
x z 

setzt, daß der Wandreibungswinkel o = o ist, obwohl 

gleichzeitig eine Lastableitung in die Silowand 

über Schub angenommen wird. Eine Zusammenstellung 

der Arbeiten, die sich mit diesem Widerspruch be

fassen, findet sich bei Wenzel l7J und Motzkus lBJ. 

Für den ebenen Spannungszustand fanden Ohde l9J, 
Nanninga llOJ und Jakobson lllj unter der Voraus

setzung des aktiv-plastischen Gleichgewichts äqui

valente Formulierungen für den Horizontaldruckbei

wert A, der sich mit den geometrischen Beziehungen 

des Bildes 2.4 angeben läßt zu l7, BJ 

" = 
- sin 2 15 - V ( 1 - sin2 15) ( sin2 IP - s inZ 5l ' 

+ sinZ 15 + V ( 1 - sinZ 15) ( sin2 t..p - sin2 ö)' 
(2. 7) 

• 

Für den Grenzfall o = 0 ergibt sich wieder das 

Rankine'sche Grenzspannungsverhältnis nach Gl.(2.6). 

0 

Bild 2.4: Spannungskreis für die Lösungen nach 

l9, 10, llj 
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- Nach Cowin l12J werden mit den Janssen-Formeln 

infolge der Voraussetzung , daß die Reibungskräfte 

an den Silowänden überall voll geweckt werden, 

lediglich untere Grenzwerte der Druckbeanspruchun

gen errechnet. Die wirklichen Drücke können mit

hin weit größer als nach Janssen sein. 

Cowin/Sundaram l13J berücksichtigen zusätzlich 

den Einfluß der variablen Dichte p auf die Silo

drücke. 

Aufgrund der genannten Vereinfachungen im Ansatz 

sind die Janssen-Gleichungen für den Füll- und 

Lagerungszustand in ihrer Gültigkeit eingeschränkt. 

Bei geeigneter Variation der entsprechenden Para

meter können mit ihnen aber erfahrungsgemäß die 

Drücke des Füll- und Lagerungszustandes für einfache 

Silokonstruktionen üblicher Abmessungen einigermaßen 

zutreffend beschrieben werden. Für komplizierte 

Konstruktionen (Exzentrizitäten des Auslaufs, Quer

schnittsverengungen, Entlastungsbalken etc .. ) gilt 

dies nur in begrenztem Maße. 

Wiederholt ist versucht worden, die Janssen-Gleichun

gen durch entsprechende Modifizierungen der Para

meter tanö und A auf die Ermittlung von Entleerungs

drücken zu erweitern, z.B. Ohde l9J, Nanninga llOJ, 
Pieper/ Wenzel ll4j, Reimbert llSJ, Safarian l16J, 
Walters ll7,18J. Diese vereinfachende, zum Teil 

rein empirische Vorgehensweise ist unbefriedigend, 

da den Lösungen keine physikalis?he Bedeutung zu

kommt und sie demzufolge stark voneinander abweichen. 
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2.3 ~i~ot~e~r!en_u~t~r_V~~e~d~n~ ~t~rE-El~s!i~c~eE 

Stoffansätze 

2.3.1 Starr-plasttsche Stoffansätze flir Schüttgüter 

Die klassische Boden- und Schüttgutmechanik ver

wendet zur Beschreibung des Zusammenhangs zwischen 

der Normalspannung cr und Schubspannung T in einer 

Bruchfläche das lineare Gesetz der Festkörperrei

bung von Coulomb l19J: 

't = c + o · tan \j) 
I 

( 2. 8) 

wobei c die Kohäsion und 4) den inneren Reibungswin

kel bedeuten. 

d 

Bild 2.5: cr - T - Beziehung nach Coulomb 
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Die Werte c und 'P werden als Materialkonstanten 

angesehen. 

Bei Anwendung ~ieser Bruchbedingung auf körnige 

Materialien nimmt man an, daß in der Bruchfläche 

Festkörper aufeinander · gleiten; die Gleitfläche 

selbst ist unendlich dünn (Bild 2.6). 

a - a Gleitfläche 

0 

a, 

Bild 2.6 

Mohr l20J verallgemeinert diese Bruchbedingung mit 

der Hypothese, wonach ein Bruch eintritt, wenn die 

in einer beliebigen Ebene wirkenden Spannungen cr 

und T der Bedingung 

i: = F(a) (2.9) 

genügen, wobei F(cr) eine experimentell zu bestim

mende Funktion ist (Bild 2.7). 
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1-c 1 

Bruchhypothese nach Mohr 

0 

Bild 2.7: Spannungskreise und Bruchhypothese 

nach Mohr 

Ausgehend von einem durch die drei Hauptspannungen 

o 1 , o 2 und o 3 (o 1 > o2 > o3 ) charakterisierten 

Spannungszustand kann der in einer beliebig geneig

ten Ebene wirkende Spannungsvektor durch die dieser 

Ebene zugeordnete Normalspannung o und Schubspan

nung T ausgedrückt werden. Mohr zeigt, daß bei Dar

stellung in einem o,T-Diagramm die einem bestirrLmten 

Spannungszustand zugehörigen Wertepaare d;, fü~ alle 

möglichen Neigungswinkel der Ebene immer innerhalb 

der schraffierten Fläche zwischen den drei Mohr

Kreisen des Bildes 2.7 liegen. 

Wenn der größte Mohr-Kreis gerade die begrenzende 

Bruchkurve berührt, wie Punkt Pin Bild 2.7, wird 

ein Bruch eintreten, da in wenigstens einer Ebene 

die Bruchbedingung T = F(o) erfüllt ist. Die Bruch

bedingung nach Mohr ist somit die Einhüllende der 

größten Mohr-Kreise, weshalb die mittlere Haupt

spannung o 2 ohne Einfluß auf das Bruchkriterium ist. 
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Mit der Mohr-Hypothese kann demnach keine allgemeine 

Bruchbedingung der Form 

F(o, . 0 2 , o3 l = 0 (2.10) 

beschrieben werden. 

Der Ansatz (2.8) stellt ein zweiparametriges Modell 

für F(a) (Bild 2.8) dar, das sich wie folgt in 

Hauptspannungen ausdrücken läßt: 

li:I 

1 - sin t.p 
01 ---"'---

2 . c . cos t.p 
1 • s in t.p 

- 03----
2 . c . cos t.p 

1 a1 . > o2 > o3 I 

0 

Bild 2 .8: Mohr-Coulomb Bruchbedingung 

(2.11) 
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Durch Nullsetzen von cr 1 oder cr 3 erhält man einen 

einachsigen Zug- bzw . Druckzustand, bei dem die 

Konstanten c und \j:) die Zug- bzw. Druckfestigkeit 

des Materials bestimmen: 

. 
ßz = 

2 . c . cos 4:l 
1 + sin 4) 

i = 
2 . c . cos '+> 

1 - sin tp • (2.12) 

Diese Deutung ist in Bild 2.9 geometrisch veran

schaulicht. 

11: 1 

einachsiger Druck 

c 

---1 --ßo-~t 
0 

Bild 2.9: Geometrische Bedeutung von ßz und s0 

Mit dem Verhältnis dieser Festigkeiten 

m = ~ ßz = 
1+sintp 

1 - sin '+> . 
(2.13) 
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erhält man schließlich folgende Bruchbedingung 

o, = (2.14) 

Für den Fall des ebenen Verzerrungszustandes ist die 

Mohr-Coulomb Bruchhypothese wiederholt in bodenmecha

nischen Berechnungen zur Bestimmung des Grenzgleich

gewichts benutzt worden, l21 - 26J. 

Dabei wird der Boden als starr-plastisches Material 

betrachtet. Die beiden stationären Gleichgewichts

bedingungen unter Einschluß der Volumenkräfte nach 

Gl.(2.1) bilden zusammen mit der Mohr-Coulomb Bruch

bedingung ein vollständiges, vom Verzerrungszustand 

unabhängiges Gleichungssystem zur Bestimmung des 

Spannungsfeldes. Die Lösung dieses inhomogenen 

Di fferentialgl.eichungssystems kann z.B. nach der 

Charakteristikenmethode erfolgen, da die beiden 

nach Elimination einer Unbekannten verbleibenden 

Gleichungen hyperbolischen Typs sind. 

Die gleiche Vorgehensweise wurde des öfteren auch 

zur Bestimmung der Spannungs- und Gleitlinienfelder 

in Silobehältern sowohl für den Füll- und Lagerungs

zustand als auch für den Entleerungsvorgang gewählt, 

l27-33J. 
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Ansätze dieser Art sind jedoch aus mehreren Gründen 

unbef riedi9end: 

- Durch die Vorgabe des starr-plastischen Stoffan

satzes wird davon ausgegangen, daß sich das gesam

te Füllgut an jeder Stelle im akuten Bruchzustand 

befindet - eine Annahme, die den tatsächlichen 

Verhältnissen nicht gerecht wird. 

- Es sind lediglich Angaben über das Spannungsver

hältnis im Bruchzustand möglich; die Spannungs

entwicklung während der Belastung vom Ruhe- zum 

Bruchzustand kann nicht erfaßt werden. 

- Über das Verformungsverhalten des Mat~rials sind 

keine Angaben möglich. 

- Das Bruchkriterium ist nur abhängig von der größten 

und kleinsten Hauptspannung cr 1 und cr 3 mit 

(cr 1 > cr 2 > cr 3 ). Dies widerspricht experimentellen 

Beobachtungen an Sanden, wonach auch cr 2 das Stoff

verhalten beeinflußt. 
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Grundlagen einer neuen Silotheorie - Stoffgesetze 

Mit Hilfe von neuentwickelten Versuchsgeräten und 

entsprechend verbesserten Versuchsmethoden sind in 

den letzten Jahren neue Erkenntnisse über die stoff

gesetzlichen zusammenhänge von Boden- und Schüttgut

materialien gewonnen worden, die im folgenden darge

stellt werden. 

Neuere experimentelle und theoretische Untersuchun

gen auf den Gebieten der Boden- und Schüttgutmecha

nik haben eine enge Beziehung zwischen dem Spannungs

Verformungsverhal ten eines Gutelementes und seiner 

Lagerungsdichte aufgezeigt. 

Dies läßt sich anhand des Scherdiagramms eines ko

häs ions losen Sandes bei einem einfaGhen weggesteuer

ten Rahmenscherversuch verdeutlichen, bei dem sich 

in Abhängigkeit von der Ausgangsdichte - Dichte der 

Probe im unbelasteten Zustand, siehe Anhang E - die 

folgenden zusammenhänge zeigen (Bild 3.1): 

- Beim locker gelagerten Sand wächst die Scher

spannung monoton mit der Scherverformung; 'die 

Verformung ist größtenteils bleibend; eine Ent

lastung führt zu einer sehr kleinen elastischen 

Rückverformung, die wiedergewinnbar ist; die Poren

ziffer nimmt während des Schervorganges ab. 
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- Beim dicht gelagerten Sand nimmt die Scherspannung 

zunächst monoton mit der Verformung zu, erreicht 

ein Maximum im Punkt P und nimmt danach ab7 bei 

Ent- und Wiederbelastung ist eine höhere Steifig

keit als bei ·lockerem Sand zu beobachten7 die 

Porenziffer nimmt während des Versuchs zu. 

Unabhängig von der Ausgangsdichte wird bei großen 

Scherverformungen die kritische Scherspannung ,, 
Kr 

und die kritische Porenziffer ekr erreicht l 34J. 

Scherspannung t 

p 1 o = const. j 

Scherverformung 

Porenziffer e 

locker 

ek --------

dicht 

Scherve rformung 

Bild 3.1: Scherspannung und Porenziffer als Funktion 

der Scherverformung 
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Auf die besondere Eigenschaft des Sandes, je nach der 

Ausgangsdichte bei Scherverformungen sein Volumen 

plastisch zu vergrößern oder zu verkleinern, hat erst

mals Reynolds l35j hingewiesen; wenn durch genügend 

kleine Spannungen Einzelkornzertrümmerungen ausge

schlossen sind, handelt es sich um einen rein geome-. 
trischen Effekt, der durch Bild 3.2 an einem Kornhaufen 

deutlich wird. 

Bild 3.2: Volumenvergrößerung 

(ausl50j) bei dicht gelagertem 

Sand 

Volumenverkleinerung 

bei locker gelagertem 

Sand 

Diese Beziehungen zwischen dem Spannungs-Verformungs

verhal ten einer Bodenprobe und seiner Lagerungsdichte 

wurde von Roscoe et.al. lu.a. 36, 37j eingehend stu

diert und schließlich in einem dreidimensionalen Zu

standsdiagramm mit der Normalspannung cr, Schubspannung 

T und Porenziffer e als Koordinaten anschaulich dar

gestellt. 
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Jenike l38, 39J weist aufgrund der von ihm durchgeführ

ten Versuche darauf hin, daß bei den im Silobau üblichen 

Spannungen - die in Silokonstruktionen üblicher Ausmaße 

im Füll- und Lagerungszustand bei maximal 20 l N/ cm2J und 

somit ungefähr eine Zehnerpotenz unter den im Grundbau 

üblichen Drücken liegen - nicht mit einer linearen 

Coulomb-Beziehung nach Abschnitt 2.3.1 gerechnet werden 

darf, sondern daß eine modifizierte Coulomb-Beziehung 

eingeführt werden muß, für die folgendes gilt: 

- die cr-T Grenzspannungsfunktion ist nichtlinear, und 

zwar besonders bei kleinen cr-Werten; somit ist der 

Winkel ~ k e i n e Materialkonstante 

- die Lage der Grenzspanhungsfunktion ist von der Poren

ziffer der Schüttgutprobe im unbelasteten Zustand ab

hängig 

die Grenzspannungsfunktion hat in Richtung steigender 

cr-Werte einen Endpunkt, in dem stationäres Fließen ohne 

Volumenänder~ng einsetzt. Die Endpunkte der Grenz

spannungsfunktion liegen annähernd auf einer Geraden 

durch den Ursprung. 

Die Grenzspannungsfuriktion wird nach Jenike als Fließ

ort, die Verbindungslinie der Endpunkte der Fließorte 

als stationärer Fließort bezeichnet. Bild 3.3 zeigt eine 

Schar von Fließorten mit der Porenziffer e im unbelaste

ten Zustand als Parameter. 
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/ 
/ e" 

,,., ~ stationärer 
e3 11ießort 

0 

Bild 3.3: Fließorte nach Jenike 

Die Erkenntnisse von Roscoe und Jenike fassen 

Ashton et.al. l40J und Williams/Birks l41J mit ihrem 

Zustandsdiagramm zur Besc::=hreibung des Materialver

haltens der in der Verfahrenstechnik üblichen Schütt

güter anschaulich zusammen (Bild 3.4). Ergänzungen 

und Erweiterungen finden sich bei Schwedes l42, 43J 

und Hoffmann l44J. 

In dem dreidimensionalen Zustandsdiagramm für Schütt

güter werden die Koordinatenachsen gebildet von der 

Normalspannung 0 senkrecht zur Scherebene, der Schub

spannung , in der Scherebene und der Porenziffer e 

(Bild 3.4). 
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A - G 

Kritische 
Zustands linie 

Verfest igungsort 

G - L - 0 : Flie(lod 

Bild 3.4: Zustandsdiagramm für Schüttgüter 

Wird eine Schüttgutprobe mit der lockersten Lagerung 

e 1 einer steigenden cr-Belastung unterworfen, so 

durchläuft sie in der cr-e-Ebene die Erstbelastungs

kurve a1 - a2 (virgin consolidation line). Diese Kurve 

a1 - a2 ist die Grenzlinie für mögliche Anfangszu,.... 

stände dieses Materials, da Zustände auf der dem Koor

dinatenursprung abgewandten Seite nicht möglich sind. 

Die ebenfalls in der cr-e-Ebene liegende Kurve bi - b2 

gibt den entsprechenden Zusarnn1enhang zwischen der 

Zugfestigkeit eines kohäsiven Materials und der Poren

ziffer wieder~ bei kohäsionslosem Material fällt sie 

mit der e-Achse zusammen. 

Wird auf der Erstbelastungskurve a1 - a2 bis zum 

Punkt A belastet und dann wieder entlastet, so erfolgt 
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eine elastische Rückdehnung längs der Sehwellkurve A-B-C-D 

(swelling line); eine Wiederbelastung erfolgt längs dieser 

Sehwellkurve bis A und dann weiter auf a 1 - a2 in Richtung 

a2. Ist einmal bis A belastet worden, sind Zustände außer

halb der Sehwellkurve nicht mehr möglich. 

wird eine Probe auf a 1 - a 2 bis E belastet und dann unter 

cr 1 = const einer wachsenden Scherbeanspruchung T ausgesetzt, 

so werden die Zustände der Probe durch die Kurve E-F-G in 

der cr 1 = const-Ebene wiedergegeben; die Porenziffer ver

ringert sich dabei von e2 auf es· In G wird ein stationärer 

Fließzustand erreicht, bei dem eine weitere Änderung von T 

und e nicht mehr möglich ist. 

Die Verbindungslinie der Endzustände G aus analogen Ver

suchen mit verschiedenen Normalspannungen cr. = const und 
1 

Anfangszuständen auf der Erstbelastungskurve ergibt die 

Raumkurve c1 - c2 , die nach Roscoe "kritische Zustands

linie" (critical state line) und nach Jenike "stationärer 

Fließort" genannt wird. 

Die kritische Zustandslinie unterteilt das mögliche Ver

halten eines Schüttgutmaterials in zwei Bereiche: die 

Kurven c1 - c2 und a1 - a2 spannen die sog. Verfestigungs-, 

die Kurven c1 - c2 und b1 - b2 die sog. Fließoberfläche 

auf. Die Fließoberfläche schneidet die Ebene cr = O in der 

Kurve a1 - d 2 , die den Zusammenhang zwischen der Kohäsion 

und der Porenziffer angibt und bei kohäsionslosen Gütern 

mit der e-Achse zusammenfällt. 

Spannungszustände unterhalb dieser Oberflächen zeigen ein 

elastisches Verhalten des Materials an, zustände auf den 

Oberflächen bedeuten ein unmittelbar bevorstehendes Fließen, 

Zustände außerhalb der Oberflächen sind nicht möglich. 
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Führt man einen Scherversuch an einer Probe von der ~us

gangsdichte e3 unter konstanter Spannung cr 1 durch (Punkt H), 

so steigt die Schubspannung , linear mit der Verformung an, 

bis in F die Verfestigungsoberf läche erreicht wird; von 

diesem Punkt an wird die Probe unter weiterer Zunahme von 

, bis zum Erreichen des stationären Fließzustandes im Punkt G 

verdichtet. Solche Proben nennt man unterverfestigt. 

Liegt der Ausgangszustand der Probe auf der Projektion der 

kritischen Zustandslinie in die Ebene, = O (Punkt B), so 

wird beim Aufbringen der Schubspannung die kritische Zu

standslinie in Punkt G ohne Porenziffernänderung direkt 

erreicht; die Probe ist kritisch verfestigt und erfährt vor 

und während des Fließzustandes keine Volumenänderung. 

Beginnt der Scherversuch unter cr 1 = const im Punkt I, so 

verhält sich die Probe bis zum Erreichen der Fließober

fläche im Punkt K elastisch. Bei lastgesteuerten Scher

versuchen b 'richt die Probe hier auseinander, während bei 

weggesteuerten Versuchen ein weiterer Schervorgang möglich 

ist und unter Abnahme von , und Zunahme von e längs der 

Fließoberfläche bis zum stationären Zustand in Punkt G ver

läuft. Solche Proben mit Ausgangszuständen unterhalb der 

Fließoberfläche nennt man überverfestigt. 

Durch vertikale Projektion der Sehwellkurve A-B-C-D nach 

oben erhält man die in Bild 3.4 schraffierte "elastische 

Wand", die die Verfestigungsoberfläche in der "Kurve A-G 

(Verfestigungsort) und die Fließoberfläche in der "Kurve 

G-L-D (Fließort) schneidet. 

Die Projektion des Verfestigungs- und Fließortes in die 

cr-T-Ebene ergibt die Kurven A'-G' und G'-L'-D'. Je nach 

Lage des Punktes A auf der Erstbelastungskurve schneidet 
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die elastische Wand aus der Verfestigungs- und Fließober

fläche andere Grenzkurven aus , deren Projektionen in die 

0 -,-Ebene zu der von Normalspannung und Porenziffer ab

hängigen Kurvenschar nach Bild 3.3 führen. 

Kennzeichnendes Merkmal dieser Grenzkurven ist die Tatsache, 

daß alle Punkte einer jeden Grenzkurve zu Schüttgutproben 

gehöre~, die im unbelasteten Zustand die gleiche Porenziffer 

aufweisen. 

Bei Projektion der kritischen Zustandslinie in die 0 -,-Ebene 

erhält man die Gerade 0-G': 

1: = a . tanl.Pst ( 3. 1 ) 
I 

wobei der Winkel ~st ein Stoffparameter für das betreffende 

Material ist. 

Diese Gleichung gilt nur für den kritischen Zustand, in 

dem stationäres Fließen ohne Volumenänderung stattfindet und 

ist nach Roscoe die einzige Form einer Coulomb-Beziehung, 

die verwendet werden sollte, da der Reibungswinkel l.P = l.P st 

n u r in diesem kritischen Zustand ein Materialparameter 

ist. 

Es ist festzuhalten, daß die kritische Zustandslinie eines 

Materials die Verbindungslinie stationärer Fließzust~nde 

unter verschiedeneri Schüttgutdichten und verschiedenen, aber 

festgelegten Kombinationen der Hauptspannungen darstellt und 

daß der Winkel l.Pst , der als Winkel der inneren Reibung im 

kritischen Zustand bezeichnet werden kann, von der Nor

malspannung und Porenziffer unabhängig ist. Nur diesem 

Winkel l.Pst kommt die Bedeutung eines Materialparameters zu, 

während jeder andere bei Silodruckberechnungen verwendete 

Winkel l.P wegen der nichtlinearen cr-,-Grenzspannungsfunktion 

keineswegs als eine derartige Größe aufzufassen ist. 
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Bei Silokonstruktionen wird ein großer Teil der ver

tikalen Lasten aus dem Eigengewicht der SchüttgUter Uber 

Reibung in die begrenzenden Seitenwände eingeleitet. 

Zur Beschreibung derartiger Reibungsvorgänge von körni- · 

gen Silogütern an den begrenzenden Silowänden beim Füllen 

und Entleeren wird in den bisherigen Drucktheorien auf 

die Coulomb'schen Gesetzmäßigkeiten für trockene Rei

bung von festen Körpern zurückgegriffen, in denen unter

schieden wird zwischen der 

- Haftreibung R0 , für die gilt 

R0 = µ 0 • N, (3.2) 

wobei N die Druckkraft senkrecht zur Berührungsfläche 

ist und µ 0 ein Haftreibungskoeffizient, der als 

- unabhängig von der Größe der Berührungsfläche 

- unabhängig von der Druckkraft N 

- abhängig vom Zustand der sich berührenden Flächen 

und deren Materialien 

angesehen wird 

und der 

- Gleitreibung R mit der Beziehung 

R = µ • N, ( 3. 3) 

wobei µ ein Gleitreibungskoeffizient ist, der 
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- unabhängig von der Relativgeschwindigkeit der 

Berührungsflächen 

- unabhängig von der Druckkraft N 

sein soll. 

Weiterhin gilt die experimentell beobachtete Relation 

Uo > U • (3.4) 

Die diesen Reibungsgesetzen für feste Körper zugrundelie

gende Annahme, daß die Reibungszahlen µ 0 und µ empirisch 

zu bestimmende Materialkonstanten sind, ist für Normalfälle 

mit nicht zu extremen Druckkräften und Relativgeschwindig

keiten berechtigt. Gelegentlich sind jedoch einige Zusätze 

bzw. Abänderungen zu machen l45J: 

- durch neuere Untersuchungen ist eine Abhängigkeit der 

Reibungszahlen µ 0 und u von der Druckkraft N festgestellt 

worden: bei sehr kleinen und sehr großen Drücken werden 

die Reibungszahlen größer als bei mittleren Drücken. Im 

ersten Fall können Adhäsionswirkungen, im zweiten Form

änderungen der Materialien als Ursache angesehen werden. 

- Weiterhin ist belegt, daß der Gleitreibungskoeffizient µ 

von der Relativgeschwindigkeit der Berührungsflächen 

abhängig ist (Bild 3.5). 
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v [m/ s] 

Bild 3.5: Qualitative Beziehung zwischen Gleitreibung und 

Geschwindigkeit 

Bei der Verwendung dieser für feste Körper aufgestellten 

Coulomb ' schen Reibungsgesetze auf die Beschreibung der 

Reibungsverhältnisse zwischen. körnigen Si losc.hüt tgütern und 

den Seitenwänden der Behälter geht man davon aus, daß die 

Reibungskoeffizienten auch für körnige Materialien als reine 

Materialkonstanten betrachtet werden können; darUber hinaus 

wird vielfach angenommen (z.B. in DIN 1055, Bl . 6, "Lasten 

in Silozellen", Ausgabe Nov. 1964), daß zwischen dem als 

konstant angenommenen Winkel der inneren Reibung und den 

Reibungskoeffizienten eine feste Beziehung besteht, so daß 

die Reibungsbeiwerte in Abhängigkeit vom inneren Reibungs

winkel des betreffenden Silogutes bestimmt werden können. 

In den Vorschlägen zur Neufassung von DIN 1055, Teil 6 werden 

die Reibungsbeiwerte µ 0 i n Abhängigkeit von der Art der 

Fläche, an der das Schüttgut reibt, in 3 Stufen erfaßt. 
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Neuere Untersuchungen zeigen jedoch, daß die Reibungskoeffi

zienten im Silobau keineswegs als ausschließlich material

abhängige, konstante Größen zu betrachten sind. 

Aufgrund eigener Versuche kommen Platonov/Poltorak l 46J zu 

dem Ergebnis, daß der Haftreibungskoeffizient nicht konstant 

ist, sondern mit wachsender Normalspannung größer wird. 

Nach Peschl l47, 48J hängt auch der Gleitreibungskoeffizient 

von der Auflast ab; er vermindert sich für Getreide mit 

zunehmendem Normaldruck. 

Jenike l49J weist für alle Schüttgüter darauf hin, daß der 

Gleitreibungsbeiwert als Funktion von der Auflast anzusehen 

ist, ohne jedoch klarzulegen, ob der Reibungsbeiwert bei 

zunehmender Auflast größer oder kleiner wird. 

Auch Ogniwek lSOJ kommt aufgrund eigener Versuche mit 

Kasten- und Jenikeschergeräten an verschiedenen Wandmateri

alien und Schüttgütern zu dem Ergebnis, daß die Wandrei

bungskoeffizienten für das Füllen und Entleeren von Silos 

von der Auflast abhängen. 

Er stellt fest, daß die Gleitreibungskoeffizienten mit 

wachsender Auflast kleiner werden und in keinem festen 

Verhältnis zum inneren Reibungswinkel stehen. Zudem seien 

als Einflußparameter die Oberflächenhärte der Seitenwände, 

deren Oberflächenrauhigkeit, die Kornform und -festigkeit 

des Schüttgutmaterials und die Beziehung Korndurchmesser

Wandrauhigkeit zu berücksichtigen. 

Wie wenig realistisch eine Klassifizierung der Wandrauhig

keit nach dem Augenschein sein kann, zeigt das Beispiel 

"Reibung an einer lackierten .Stahlplatte" lSOJ: 
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Obwohl eine lackierte Stahlplatte sehr viel glatter als eine 

walzrauhe Platte wirkt, ergaben sich für sie in den Ver

suchen stets höhere Wandreibungskoeffizienten. 

Dies liegt darin begründet, daß die Lackschicht weicher ist 

als das Einzelkorn des verwendeten Schüttgutes, so daß die 
• 

Teilchen bei Belastung in die Lackierung eingepreßt werden, 

wodurch es zu einer Korn zu Korn Reibung mit entsprechend 

hohen Reibungsbeiwerten kommt. 

Für organische Schüttgüter ist bei der Übertragung von Ver

suchswerten in die Praxis die Glättung der Wände im Betrieb 

durch Fett, Wachs und Öl zu beachten. 

Es ist festzuhalten, daß zur Berechnung der Druckverhältnisse 

in Silokonstruktionen nicht von konstanten, ausschließlich 

materialabhängigen Reibungskoeffizienten ausgegangen wer-

den kann, da die zur Berechnung der größten Horizontaldrücke 

benötigten Gleitreibungskoeffizienten eine deutliche Abhän

gigkeit von der vertikalen Auflast zeigen: sie vermindern 

sich i.a. mit zunehmender vertikaler Auflast und führen 

somit bei großen Silos zu höheren horizontalen Drücken. 

Daraus folgt, daß Reibungskoeffizienten, die aus Messungen 

an Modellsilos ermittelt wurden, nicht ohne weiteres zur 

Berechnung der Wandreibungsverhältnisse in größeren Silo

konstruktionen verwendet werden dürfen. 

Darüber hinaus können die Reibungskoeffizienten nicht aus 

dem Winkel der inneren Reibung mit einem vom jeweiligen 

Wandmaterial abhängigen Faktor hergeleitet werden. 
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3. 2 . 1 Überblick 

Zur Erstellung von konstitutiven Beziehungen sind ver

schiedene Theorien entwickelt worden, die sich in 

- inkrementelle bzw . differentielle -und 

- finite 

Ansätze unterteilen lassen. 

In den finiten Gesetzen, die vorwiegend bei metallischen 

We_rkstoffen l51, 52J Anwendung finden, wird postuliert, 

daß eine algebraische Beziehung zwischen den Dehnungen 

und Spannungen besteht. Solche Beziehungen erhält man 

formal durch Übertragung des bekannten elastischen 

Stoffgesetzes nach Hocke in den plastischen Bereich, 

indem Spannungen und plastische Verzerrungsanteile 

statt durch einen konstanten Elastizitätsmodul durch 

einen spannungsabhängigen Sekantenmodul miteinander 

gekoppelt werden. 

Für Sande sind derartige Stoffansätze u.a . von Kondner/ 

Zelasko l53J, Duncan/Chang l54J entwickelt worden. 

Da in finiten Stoffansätzen die real immer vorhandene 

Abhängigkeit des Materialverhaltens vom Spannungsweg 

i.a. nicht berücksichtigt wird, gelten sie in der Regel 

nur für bestimmte Verformungswege und nur dann, wenn 

im Laufe einer Belastungsänderung das Verhältnis der 

Hauptspannungen konstant bleibt. 

Leistungsfähiger sind in dieser Hinsicht die inkremen

tellen bzw. differentiellen Stoffgesetze, zu denen u.a. 
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die auf der Grundlage der sog. klassischen Plastizi-
* tätstheorie entwickelten Stoffgesetze zählen. Der-

artige Gesetze für kohäsionslose Sande sollen im 

folgenden aufgezeigt werden. 

Erste Ansätze, die für metallene Werkstoffe entwickelte 

klassische Plastizitätstheorie auch zur Beschreibung 

des Stoffverhaltens von sandartigen Materialien zu 

verwenden, gehen zurück auf Drucker/Prager [55]. 

Sie schlagen als Fließgrenze eine erweiterte Form der 

v. Mises-Fließhypothese vor 

= = k ( 3. 5) 
I 

wobei J1 die erste Invariante des Spannungstensors und 

Jg die zweite Invariante des Spannungsdeviators bedeu

ten. 

Im Hauptspannungsraum beschreibt dieses Modell für 

a = 0 einen Kreiszylinder (v. Mises), für a> 0 einen 

zur Äquisektrix symmetrischen geraden Kreiskegel mit 

der Spitze im Zugspannungsoktanten (Bild 3.6). Diese 

dreidimensionale Fließbedingung läßt sich auf die 

Mohr-Coulomb Fließbedingung des ebenen Verzerrungszu

standes reduzieren, wenn 

Die Grundbegriffe der klassischen Plastizitätstheorie 

sind im Anhang F dargelegt. 
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a. 2 = 
sin 2 l.P 

9 + 3 s in2 l.P 

und 

k2 = 
3 c 2 cos 2 l.P 
3 + sin2 l.P 

gesetzt werden. 

o, 

Bild 3.6: Mohr-Coulomb Fließbedingung als erweitertes 

v. Mises-Modell 

(3.6a) 

( 3. 6b) 

Drucker l56J weist darauf hin, daß die Bruchhypothese nach 

Mohr-Coulomb im Hauptspannungsraum statt durch das v. Mises-

• 
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Modell besser durch ein erweitertes Tresca-Modell wieder

gegeben wird - vgl. auch Shield l57J, Kirkpatrick l 58, 59J -

wonach Fließen des Materials dann einsetzt, wenn die größte 

Schubspannung einen bestimmten kritischen Wert erreicht. 

zur Darstellung des Mohr-Coulomb Kriteriums als dreidimen

sionales ~rweitert~s Tresca-Modell wird auf die Gleichung (2.14) 

zurückgegriffen: 

Durch Variation der Hauptspannungen (11, <1 2, und cr 3 erhält 

man daraus für die 6 Ebenen im Hauptspannungsraum folgende 

Beziehungen: 

l) <11><12><13: <1 l = ßo + m . 03 
} 2) <13><12><11= 03 = ßo + m . 

01 02 - beliebig 

3) cr2>cr1>cr3: <1 2 = ßo + m . <1 3 } 4) <1 l - beliebig 
<13>cr1>cr2: <1 3 = ßo + m . 

<1 2 
5) (11 ><13 ><12= <1 l = ßo + m . <1 2 

} 6) cr2>cr3>cr1: <1 2 = ßo + m . 
<1 1 03 - beliebig. 

Diese Grenzfläche stellt im Hauptspannungsraum eine sechs

eckige, gleichseitige und für ßz * ßo nicht-gleichwinklige 

Pyramide dar; für ßz = ßo ist diese Pyramide auch gleich

winklig (Tresca), vgl. Bilder 3.7 und 3.8. (Zur Darstellung 

der Pyramide in der Triaxial- und Deviatorebene siehe 

Anhang A). 



- 36 -

Bild 3.7: Mohr-Coulomb Fließbedingung als erweitertes 

Tresca-Modell 

erweiterter v Mises 

erweiterter Tresen (ßz~ ß0 l 

a, 

Bild 3.8: Schnitte der Mohr-Coulomb Fließflächen mit der 

Ebene cr 1 = cr 2 = cr 3 (Oktaeder- oder Deviatorebene) 
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Weiter verwenden Drucker/Prager l55j und Drucker l56j in 

ihren elasto-plastischen Stoffansätzen die sogenannte 

assoziierte Fließregel, setzen also das plastische Potential 

gleich der Fließfläche, wodurch der Vektor des plastischen 

inkrementellen Dehnungszuwachses senkrecht zur Fließfläche 

steht. 

Mit den erörterten Fließbedingungen l55, 56j konnte zum 

ersten Mal berücksichtigt ~erden, daß die Scherbeanspruchung 

von sandartigen Materialien mit einer Volumenänderung ver

bunden ist, wenngleich sich jedoch bei Zugrundelegung dieser 

Fließbedingungen die folgenden Unzulänglichkeiten zeigen: 

- Die Modelle l55, 56j führen immer zu plastischer Volumen

ausdehnung (Expansion), während z.B. bei lockerem Sand das 

Volumen nur abnehmen kann. 

- Die mit diesen Modellen l55, 56j berechnete Volumenausdeh

nung ist bei dicht gelagertem Sand wesentlich größer als 

die experimentell beobachtete. 

Da diese Theorien l55, 56j lediglich einen Verfestigungs

ansatz (work-hardening) beinhalten, kann bei dicht gela

gertem Sand der Spannungsabfall nach Überschreiten der 

maximalen Scherbeanspruchung (Punkt P in Bild 3.1) nicht 

nachvollzogen werden - work-softening. 

- Bei dem Modell l56J ist die Richtung der plastischen Deh

nungsinkrementvektoren für Spannungszustände, die auf den 

Schnittkanten der einzelnen Ebenen liegen, mehrdeutig. 

Diese Unzulänglichkeiten konnten auch durch Modifikationen 

l60, 61, 62j und erweiterte Modellvorstellungen nur z.T. 

behoben werden, da eine Mohr-Coulomb Beziehung überhaupt 
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nicht zur Beschreibung einer Fließfläche (-bedingung) ver

wendet werden darf: 

Nach Abschnitt 3.1.1 und Anhang F stellen Fließflächen die 

elastischen Grenzen eines Materials mit konstanter Aus

gangsdichte dar~ jedem Spannungszustand , der auf der kriti

schen Zustandslinie liegt - und dies ist nach Abschnitt 3.1.1.2 

wegen des Materialparameters ~st die einzige Form einer 
Coulomb-Beziehung, die verwendet werden kann - ist aber 

eine andere Dichte zugeordnet, so daß die aus einer solchen 

Coulomb-Beziehung aufgebaute Fließfläche nicht die elasti

schen Grenzzustände eines Materials konstanter Dichte dar

stellt, sondern die Verbindung stationärer Zustände ver

schiedener Dichten, vgl. Abschnit 3.1.1.2 . 

Es ist also nicht sinnvoll, aus einer Coulomb~Beziehung eine 

Fließfläche herzuleiten. 

Die Anwendung der Normalitätsbedingung auf eine solche Fließ

fläche muß demzufolge ebenfalls zu unzutreffenden Ergeb

nissen führen. 

Zudem weist Jenike [38, 39] darauf hin, daß bei den - im 

Vergleich zum Grundbau - niedrigen Drücken der Schüttgut

mechanik keine lineare cr--r-Beziehung nach Coulomb (Bild 2.5) 

besteht, sondern daß ein von der Ausgangsdichte bzw. Aus

gangsfestigkeit des Materials abhängiger nichtlinearer Zu

sammenhang zwischen er und , vorliegt, vgl. Bild 3.3 . 

Analog zur Mohr-Coulomb Bruchbedingung nach Gl.(2.11) kann 

eine Abhängigkeit zwischen den Hauptspannungen der den Fließ

ort tangierenden Mohr-Kreisen und weiteren Größen (wie z.B. 

Kohäsion, Zugfestigkeit, Krümmung) aufgestellt werden. 
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Im Hauptspannungsraum erhält man dann eine sechseckige 

Pyramide - erweiterter Tresca - mit nicht mehr geraden, 

sondern gewölbten Begrenzungsebenen und Oktaederschnitten 

wie in Bild 3.8. 

Mit den bislang aufgeführten Fließflächen kann bei Voraus

setzung der Nor~alenhypothese lediglich die Volumenzunahme 

des Sandes bei Scherbeanspruchung erfaßt werden. Zur rech

nerischen Erfassung der Volumenabnahme sind ergänzende 

Fließflächen für den Verfestigungsbereich vorgeschla9en 

worden. 

Nach Jenike/Shield l63J wird die Fließfläche bei einem 

von der Ausgangsporenziffer ei abhängigen Schnitt 

cr 1 = cr 2 = cr 3 durch eine Ebene abgeschlossen (Bild 3.9) . 

1 e = ei 

abschließende 
Ebene 

Bild 3.9: Fließflächen nach Jenike l38, 39J und Jenike/ 

Shield l63 J in der Triaxialebene (Ebene mit 03 

und Äquisektrix) 
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In anderen Ansätzen, z.B. l60, 64 - 68j, werden die kegel

oder pyramidenförmigen Fließflächen durch eine Kappe abge

schlossen - cap-type yield criteria , vgl . Bild 3.10 für den 

ebenen Verzerrungszustand. Man erkennt die Übereinstimmung 

mit Kurven des Typs A' - G' und G'-L'-D' nach Bild 3.4. 

Zugbereich 

t ' Auf lockerungsberedl 

nach 

Verfestigungsbereich 

o:s:hlie:lende 
K:ppe 

~ Verfesti gungs
o rt 

Bild 3.10: Fließort mit Kappe (Verfestigungsort) 

e: Porenziffer im 
ur: belasteten 
Zl!stand 

Erweitert man die Darstellung des Bildes 3.10 auf den Haupt

spannungsraum, so erhält man die in Bild 3.11 dargestellte 

zeppelinförmige Fließfläche mit der Porenziffer e im unbe

lasteten Zustand als Parameter. 

Dies ist die grundsätzliche Form der Fließfläche für Schütt

und Silogüter im Hauptspannungsraum. 

Weitere grundlegende Anstöße zur Formulierung von Spannungs

Dehnungsbeziehungen für körnige Materialien auf der Grundlage 

der Plastizitätstheorie wurden von Rowe l69J und Roscoe et.al. 

l70J gegeben. 
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Oz 
!----: 

0 V2 z 

Bild 3.11: Fließfläche für Schüttgüter im Hauptspannungsraum 

Mit seinen auf Energieprinzipien beruhenden Untersuchungen 

des Zusammenspiels von kugeligen Körpern bei Scherbean

spruchung gelingt es Rowe l69j, Einblicke in das Dilatations

verhalten von Sanden zu gewinnen. Mit Hilfe der Plastizi

tätstheorie leitet er Beziehungen zwischen den Dehnungs-

und Spannungsinkrementen bei dreiaxialer Kompression 

(a 1 > a 2 = a 3 ), dreiaxialer Extension (a 1 = a 2 > 03 ) und dem 

ebenen Verformungszustand ab. 
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Roscoe/Schofield/Wroth l 70 J kommen aufgrund von Versuchen 

mit neu entwickelten Seherzellen zu dem Schluß, daß jeder 

isotrope Boden bei kontinuierlicher Scherbeanspruchung letzt

endlich einem kritischen Zustand (critical state) zustrebt, 

(vgl. Abschnitt 3.1.2), in dem unbegrenzt weitere Scher

deformationen ohne Änderung der drei Parameter hydrostatische 

Spannung p, deviatorische Spannung q und Porenziffer e 

möglich sind und daß derartige Zustände im dreidimensionalen 

Raum mit den Parametern p, q und e als Koordinaten auf einer 

einzigen kritischen Zustandslinie (critical state line) 

liegen (Bild 3.12). (Die Spannungen cr und Tin Bild 3.4 

haben für den ebenen Spannungszustand dieselbe Bedeutung wie 

p und q in Bild 3.12 für den dreidimensionalen Spannungs

zustand). 

/ 
/ 

I 

critical 
stnte 

line 

( CSL) 

Bild 3.12: Critical State Line 

Q 
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Mit diesen zusammenhängen zwischen p, q und e entwickeln 

sie aus einfachen physikalischen Arbeitsbeziehungen für 

zwei rheologische Modelle, dem "Granta-Gravel" und dem 

"Cam-Clay", Fließtheorien für die dreiaxiale Kompression 

und den ebenen Verzerrungszustand l70, 71, 37J . 

Diese Modellvorstellungen erfahren eine wesentliche Er

weiterung u.a . durch Poorooshasb l72, 73, 74j, der zeigt, 

daß der Vektor des plastischen inkrementellen Dehnungs

zuwachses bei Sanden nicht normal zur Fließfläche steht. 

Durch Einführung eines von der Fließbedingung unterschied

lichen plastischen Potentials entwickelt er ein Fließgesetz 

zur Beschreibung des Verhaltens von Sand bei dreiaxialer 

Kompression. 

Wroth/Basset l75J geben Fließgesetze für Sand beim ein

fachen Schervorgang. 

Da mit den in der Bodenmechanik gebräuchlichen einfachen 

Sche.rzellen bzw. mit den üblichen Dreiaxialgeräten keine be-

1 iebigen dreiaxialen Spannungszustände erzeugt werden 

können, stand zur Formulierung der bislang dargelegten 

Fließflächen und Fließgesetze lediglich eine begrenzte 

Auswahl von experimentellen Daten zur Verfügung. 

Im einzelnen ist bei diesen "einfachen" Geräten zu kriti

sieren, daß 

bei den üblichen Seherzellen der Spannungszustand in einer 

Richtung unbekannt bleibt 

- mit den übli.chen Dreiaxialgeräten sich nur Spannungs

zustände erzeugen lassen, bei denen cr 1 * cr 2 = cr 3 ist; 

mit ihnen können nur Extensions- Ccr 1 = cr 2 > cr 3 ) und 

Kompressionsversuche (cr 1 > cr 2 = cr 3 ) durchgeführt werden, 

so daß man von der Fließfläche im Hauptspannungsraum le

diglich sechs Meridiane bzw. in der Deviatorebene (Pol

figur) sechs Punkte kennt . 
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Es ist zwar bekannt l76j, daß die Fließfläche im Bereich 

zwischen diesen sechs Punkten konvex verläuft, jedoch ist 

der exakte Verlauf unbekannt und muß geschätzt werden; 

so wird z.B. im Fall der Mohr-Coulomb Bedingung die Ver

bindung der sechs Punkte als linear angenommen, Bild 3.13. 

A 

Bild 3.13: Mohr-Coulomb Bruchhypothese als erweitertes 

Tresca-Modell (vgl. Bild 3.8) 

Zur Ermittlung des exakten Verlaufs der Fließfläche zwischen 

den sechs Grenzlinien sind wirkliche Dreiaxialversuche not

wendig, bei denen Lastfälle cr 1 * cr 2 * cr 3 möglich sind. 

Derartige Versuche sind mit Hilfe neuentwickelter Versuchs

geräte durchgeführt worden und in l77 - 84J beschrieben. 

Die Versuchsergebnisse sind einander in Bild 3.14 gegenüber

gestellt. 



nach Gudehus 
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e = 0.52} nach 
e = 0.61 Ko/Scolt[78l 

e = 0,57 } nach Lade / 
0,78 Dun can [83) e 

r::,'1> e = 0,59} nach Stutz, \'G'l>s" 
\. i- e 0,66 siehe [81] 

e · Porenziffer im unbelasteten Zustand 

Bild 3.14: Darstellung der Fließfläche in der Deviatorebene 

(aus l 85 J ) 

In Bild 3.15 werden die Versuchsergebnisse von Lade/Duncan 

l83J mit den Ergebnissen nach der Mohr-Coulomb-Hypothese 

verglichen. Dabei erfaßt in Bild 3.15b 

b = 
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den Einfluß der mittleren Hauptspannung a 2 im Bereich zwi

schen der Kompression (a 1 > a 2 = a 3 + b = 0) und der Exten

sion (a 1 = o 2 >a 3 + b = 1) und steht nach Anhang A in Be

ziehung zum Winkel e zwischen der Kompression und Extension, 

vgl. Bild 3.15a; ~ ist der Winkel der inneren Reibung nach 

der Mohr-Coulomb-Hypothese, vgl . Bilder 2.5 und 2.8. 

Mohr-Coulomb mit 

~ = 48,5° } 
0 vgl. Bild 3.15b 

~ 38 ,6 

aus Kompressionsversuch 

0,57} nach 
Lade/Duncan [83 ] 0, 78 

Bild 3.15a: Vergleich Mohr-Coulomb mit Versuchsergebnissen 

nach Lade/Duncan l83j in der Deviatorebene 
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a, - (J3 

\.() = a l'C s 1 n 
(J , + (J 3 

~ 
60° 

- - - - -
55° 

__.-

Ärsuch 
50° ---

I 
48.5 

-----· - --+----------, 

4-0 - - - - - -
'.) 

Versuch i------- L 
40° __,..- -~ '----=-----+--------+---- ------- 1 ___ ____, 

3~~6 -------4 ------------+----~------+--i _ __ --; 

0 0 ,2 0,4 0,6 

{ ,KE 'x- titne r. _. rn e
5 
s
1
_
0 
s ni o n Mohr-Cou lomb mit\.() aus 

0 , 3 

e: Porenz i ffer im unbe las teten Zusta nd 

1 "' -'- ' tJ 

e = 0,57 

e = 0,78 

b 

Bild -3.lSb: Vergleich Mohr-Coulomb mit Versuchsergebnissen 

nach Lade/Duncan l 83 J im ~ -b-Diagramm. 

Die Darstellung der Bilder 3.14 und 3 .1 5 erlaubt fUr den 

Verlauf der Fließflächen in der Deviatorebene folgende 

Feststellungen: 

- Die experimentell beobachtete Fließfläche weicht z.T. 

stark von der Fließfläche nach Mohr-Coulomb ab. 
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- Die mittlere Hauptspannung cr 2 ( cr 1 > cr 2 > cr 3 ), die bei der 

Mohr-Coulomb-Hypothese unberücksichtigt bleibt, beein

flußt den Verlauf der Fließfläche. 

- Die Abhängigkeit der Fließfläche von der Lagerungsdichte 

wird bestätigt (vgl. Abschnitt 3 . 1.1.1). 

Gudehus l82j entwickelt neben der Fließbedingung auch die 

übrigen auf der Plastizitätstheorie beruhenden Gleichungen 

zur Beschreibung des elasto-plastischen Verhaltens von 

Sanden . Er übernimmt die erstmals von Brown l 86 j vorge

schlagene Fließregel für plastisch volumentreue Metalle, 

die nur für die deviatorischen Komponenten der inkremen

tellen plastischen Verzerrungsvektoren die Normalitäts

bedingung voraussetzt. Zur Erfassung der plastischen Vo

lumenänderungen des Sandes führt er eine hauptsächlich von 

der Dichte abhängige Dilatanzfunktion ein. 

Mit diesen Stoffgleichungen l 82j lassen sich - bis auf den 

Spannungsabfall bei dicht gelagertem Sand nach Überschrei

ten des Punktes P in Bild 3.1 - die zusammenhänge des 

Bildes 3.1 zutreffend beschreiben. 

Lade/Duncan l83j kommen aufgrund der von ihnen durchge

führten Versuche zu einem Verlauf der Fließfläche in der 

Deviatorebene, der aus Bild 3.14 ersichtlich ist. Den Ver

lauf der Fließfläche im Hauptspannungsraum nehmen sie als 

geradlinigen Kegel an, was den experimentellen Beobachtun

gen anderer Autoren, wonach die Fließfläche leicht ge

krümmt verläuft, der Öffnungswinkel des Kegels bei Anwach

sen der hydrostatischen Spannung also abnimmt, widerspricht . 

Eine entsprechende Korrektur wird jedoch später von Lade 

l87, 88J vorgenommen. 
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Lade/Duncan bestätigen im übrigen die Beobachtungen von 

Ko/Scott u.a. l 78J, wonach die Normalitätsbedingung bei 

Sanden nicht gilt. In Bild 3.16 ist die Fließfläche nach 

Lade/Duncan zusammen mit dem Vektor der plastischen Deh

nungsinkremente in der Triaxial - und Deviatorebene darge

stellt. 

Es zeigt sich, daß die ~ormalität zwischen Fließoberfläche 

und plastischem Dehnungsinkrementvektor in der Triaxialebene 

(Rendulic-Ebene) nicht besteht, während sie in der Deviator

ebene annähernd gegeben ist. 

Auf der Grundlage dieser in l83, 84J dargelegten Ve~suche 

entwickeln Lade/Duncan l89J eine elasto-plastische 

Spannungs-Dehnungs-Beziehung für kohäsionslosen Sand, die 

später von Lade l87, 88J erweitert wird. 

Mit den Ansätzen l87J lassen sich die in Bild 3.1 darge

stellten zusammenhänge und die mit dem Zustandsdiagramm 

für Schüttgüter (Bild 3.4) aufgezeigten Abhängigkeiten 

hinreichend vollständig und zutreffend nachvollziehen. 
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1 ockerer Sard 

dE 

dichter Sand 

a) Tr1axialebene 

b) Deviatorebene 

(gleicher Ausschnitt 
wie in Bild 314) 

Bild 3.16: Fließflächen und Richtungen der Vektoren 

der plastischen Dehnungsinkremente nach 

Lade/Duncan l83j. 



- 51 -

Die Gegenüberstellung der bisherigen Theorien zur Be

stimmung von Druckverhältnissen in Silozellen (vgl . Ab

schnitt 2) hat aufgezeigt, daß es bisher keinen in sich 

geschlossenen Ansatz gibt, mit.dem - ausgehend von den 

Stoffparametern des betreffenden Silogutes - die Druck

verhältnisse in Silokonstruktionen beliebiger Geometrie 

während des Füllens und Ausfließens zutreffend beschrie

ben werden können. 

Der Grund ist ' in den mangelhaften Kenntnissen über wirk

lichkeitsnahe Stoffgesetze für Schüttgüter zu sehen . 

Erst mit neuentwickelten Versuchsgeräten, mit denen be

liebige dreidimensionale Spannungszustände erzeugt werden 

können, sind Einblicke in die stoffgesetzlichen zusammen

hänge von Schüttgütern gewonnen worden, die zur Ent

wicklung von wirklichkeitsnahen Stoffgesetzen führten. 

Einschränkend muß gesagt werden, daß sich die Entwicklung 

derartiger Stoffbeziehungen bislang fast ausschließlich 

auf den kohäsionslosen Sand als stellvertretendes Gut 

für kohäsionslose Silomaterialien mit sehr steifen, 

nahezu inkompressiblen Einzelkörnern beschränkt, während 

das stof fgesetzliche Verhalten or_ganisch-kohäs i ver 

Silogüter, wie Mehl und Extraktionsschrote, oder von 

Gärfutter (Silage), von einigen Detailproblemen 

abgesehen, so gut wie nicht erforscht ist. 

Insbesondere liegt mit dem inkrementellen, nichtassozi

ierten elasto-plastischen Stoffgesetz für kohäsionslose 

Sande von Lade l87J eine Formulierung vor, mit der 
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das Verhalten derartiger Materialien bei allgemeinen 

dreidimensionalen Spannungsänderungen offensichtlich 

hinreichend beschrieben werden kann. 

Dieses Stoffgesetz wird als Grundlage für die weiteren 

Untersuchungen gewählt. 

Für statische Aufgabenstellungen bildet es zusammen mit 

den Gleichgewichtsbedingungen und den geometrischen 

Feldgleichungen bei vorgegebenen Randbedingungen die 

Grundlage zur Beschreibung der Spannungs- und Verfor

mungs zustände im betrachteten Kontinuum. 

Zur Lösung derartiger Probleme kann zwischen einer dif

ferentiellen Methode - Differentialgleichungssystem -

und einer integralen - Variationsprinzip, weighted 

residual methods, etc. - unterschieden werden. Letztere 

bietet den Vorteil, daß Näherungsansätze, wie z.B. im 

vorliegenden Fall für die Verschiebungen, der richtigen 

Lösung "optimal" angepaßt werden können. 

Formulierungen, bei denen die Ansätze für die unbekann

ten Größen nicht über das gesamte Integrationsgebiet, 

sondern nur über Teilgebiete erfolgen, führen u.a. zur 

Methode der Finiten Elemente (FEM), die in dieser Arbeit 

verwendet werden soll. 

Auf der Grundlage des elasto-plastischen Stoffgesetzes 

von Lade l87j und mit Hilfe der üblichen kontinuumsmecha

nischen Beziehungen für die Gleichgewichts- und Kompati

bilitätsbedingungen soll im folgenden eine FEM-Formulie

rung für das vorliegende physikalisch nichtlineare Prob

lem entwickelt werden. 
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4. Rechenalgorithmus 

Den in dieser Arbeit durchgeführten Siloberechnungen 

liegen die folgenden Annahmen und Voraussetzungen 

zugrunde: 

1. Als mathematische Gr~ndlage zur Lösung der Probleme 

dient die Finite Element Methode (FEM). 

Das Kontinuum wird durch dreieckige Elemente mit 

linearen Ansatzfunktionen für die Verschiebungen 

diskretisiert. 

2. Es werden rotationssymmetrische Probleme behan

delt. 

3. Als betrachtetes Material wird trockener, kohä

sionsloser ' sand gewählt. Der Sand wird als homo

genes, isotropes Material betrachtet. Das nicht

lineare Verhalten des Sandes wird durch das Stoff

gesetz von Lade l87J erfaßt. Zugspannungen wer9en 

ausgeschlossen. 

4. Es werden kleine Deformationen zugrunde gelegt. 
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Wegen der vorausgesetzten Rotationssymmetrie - vgl. 

Abschnitt 4.1.l - werden die Verzerrungen 

E T = { E r , E z , Erz , c:J (4.1) 

und Spannungen 

( 4. 2) 

nach Bild 4.1 in jeder Ebene senkrecht zur Rotations

achse vollständig durch die beiden Verschiebungskompo

nenten u und v in radialer bzw. axialer Richtung fest

gelegt l90j. 

z,v 

Bild 4.1: Dehnungs- und Spannungskomponenten bei 

Rotationssymmetrie 
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r. u 

Bild 4.2: Diskretisierung 

Die Diskretisierung des Kontinuums erfolgt in der vor

liegenden Arbeit durch Dreieckselemente - vgl. Bild 4.2 -

· mit linearer Interpolation der Verschiebungen über die 

Elementfläche (CST-Elemente). Die Verschiebungen 

(4.3) 

eines beliebigen Punktes P innerhalb des Elementes mit 

den Knotenpunkten 1,2,3 werden somit in üblicher Weise 

wie folgt approximiert: 

u = N • a e 
( ' . ~ 



- 56 -

wobei 

N [ 
L1 1 0 1 L2 1 0 1 L3 1 0 l 

- -1- -1-~ - -1--1- -
0 1 L1 1 0 1 L2 1 0 1 L3 

( 4. 5) = 

die Matrix der Formfunktionen mit den Flächenkoordinaten 

Li nach Bild 4.3 und 

• { u, ' v, ' u, ' v, ' u, ' v, } ( 4. 6) 

der Verschiebungsvektor der Elementknoten 1,2,3 ist. 

z ,v 

3 

L 1(P) =~ 
A 

A = I: A; 

2 

r . u 

Bild 4.3: Flächenkoordinaten 
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Mit dem linearen Verschiebungsansatz (4.4) erhält man 

aus den üblichen Dehnungs-Verschiebungs-Beziehungen l 90J 

die konstanten Dehnungen im Element zu 

E = B a 
( 4. 7 ) 

mit der 4 x 6 Matrix B, deren Elemente aus der Form

funktion über die üblichen Differentialbeziehungen her

geleitet werden. 

Über die konstitutive Beziehung für elastische Kontinua 

Q = Q • e: ( 4. 8) 

erhält man aus den bekannten konstanten Dehnungen.L 

die konstanten Elementspannungen cr, wobei D die elasti--
sehe 4 x 4 Stoffmatrix ist. 

Das Gleichgewicht am Element ergibt sich aus dem Prinzip 

der virtuellen Arbeit zu 

= 

mit den Knotenlasten 

(4.10) 

und den Knotenverschiebungen ae nach Gl. (4.6); 
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Ke ist die 6 x 6 Elementsteif igkeitsmatrix, die sich 

für die in dieser Arbeit betrachteten rotationssymme

trischen Problemstellungen z.u 

2n: f §.T . 0 B r d r dz (4.11) 

ergibt l 91J . 

Eine systematische Addition der Elementsteifigkeits

matrizen Ke und der Knotenkräfte fe führt zu der Gleich

gewichtsbeziehung 

K 0 = 

im globalen System 

mit f Knotenkräfte 

a Knotenverschiebungen 

K Steifigkeitsmatrix• · 

des Gesamtsystems. 

( 4. 12) 

Die Lösung dieses linearen Gleichungssystems liefert die 

Knotenverschiebungen~' mit denen sich aus Gl. (4.7) und 

Gl. (4.8) aus einer Nachlaufrechnung die Verzerrungen 

und Spannungen elementweise ermitteln lassen. 

Wenn jedoch, wie im vorliegenden Fall, nichtlineares 

Materialverhalten vorliegt und zudem Kräfte-Randbedin

gungen zu berücksichtigen sind, erhält man statt der 

linearen Beziehung (4.12) ein nichtlineares algebraisches 

Gleichungssystem der Form 

~ (_9.) • a = .!_ ( ~) (4.13) 
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Als wirksame Methode zur Lösung derartiger Gleichungs

systeme haben sich die gemischten inkrementel l -itera

tiven Methoden erwiesen . Hierbei wird die äußere Last f 

in einzelnen Inkrementen ßf aufgebracht und das innerhalb 

jeden Inkrements i als linear betrachtete Gleichungs

system 

K · · t:. a -1 = t:, f . 
-1 (4.14) 

für jede Laststufe neu gelöst; das nichtlineare Problem 

wird somit durch eine Folge von linearen Problemen an

genähert. 

Durch eine Gleichgewichtsiteration läßt sich für jede 

Laststufe die gewünschte Genauigkeit erzielen, wobei 

wegen der Belastungsinkrementierung schon die Anfangs

werte der Iteration i . a. sehr dicht an der genauen 

Lösung liegen, so daß eine schnelle Konvergenz gewähr

leistet ist. 

In der vorliegenden Arbeit wird das "initial stress"

Verfahren verwendet, auf das wegen der ausführlichen 

Darstellung in der Literatur lz.B. 92, 93J nur kurz 

~ngegangen werden soll: 

Die Last-Verschiebungskurve einer Struktur sei für den 

eindimensionalen Fall mit der Kurve A B C gegeben, 

vgl. Bild 4. 4 . Eine Belastung ßP von A aus führt 

wegen der in Punkt A vorzugebenden Steifigkeit - sie 

wird in der vorliegenden Arbeit zu Beginn eines jeden 

Iterationsablaufs aus dem bereits bekannten Spannungs

zustand im Punkt A ermittelt und während der Iteration 

unverändert beibehalten - zur Lösung B', die von der 

wirklichen Last-Verschiebungs-Kurve abweicht. Aus der zu 

B' gehörenden Verschiebung ßv1 läßt sich die Lösung A' 

auf der Kurve ermitteln. Damit erhält man die 

"Ungleichgewichtslast" ßP1 , mit der das System erneut 

belastet wird und die zur Lösung B" führt. Dieser Itera

tionszyklus wird solange durchlaufen, bis man sich der 

richtigen Lösung B hinreichend genau genähert hat. 
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A" 
A' 

Verschiebung v 

Bild 4.4: "Initial stress"-Verfahren 

Der Einfluß der Nichtlinearität wird somit durch zu

sätzliche Korrekturlasten auf der rechten Seite der 

Gleichgewichtsbeziehung (4.14) erfaßt; die Steifigkeits

matrix ~i wird lediglich zu Beginn jeden Inkrements i 

neu generiert und triangularisiert, während des Ite

rationsablaufs selbst aber konstant gehalten, was 

rechentechnisch von Vorteil ist. 

Aus mathematischer Sicht ist der Berechnungsablauf des 

"initial-stress"-Verfahrens im wesentlichen identisch 

mit einem modifizierten Newton-Raphson Verfahren. 
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Im folgenden Abschnitt 4.1.3.1 wird das Stoffgesetz 

für kohäsionslose Sande in der von Lade l97J gege

benen Form erläutert; es ermöglicht die Berechnung 

von Dehnungsänderungen . aus vorgegebenen beliebigen 

Spannungsänderungen. 

Für die numerischen Behandlungen wird jedoch die 

invertierte Form dieses Stoffgesetzes benötigt, 

also eine Beziehung zur Ermittlung von Span

nungsänderungen aus vorgegebenen beliebigen Deh

nungsänderungen, die im Abschnitt 4.1.3.2 in 

Matrizenform entwickelt wird. 

1. Allgemeines 

Auf der Grundlage zahlreicher Versuche mit neu

entwickelten Dreiaxialgeräten, die beliebige 

Spannungszustände 

zulassen l83, 84J, entwickeln Lade/Duncan l54, 89J 

ein elasto-plastisches Stoffgesetz für kohäsions

lose Sande, das später von Lade l97J erweitert 

wird. Das Gesetz beschreibt den zuwachs der Deh

nungsinkremente in Abhängigkeit von einer allge

meinen Änderung des dreidimensionalen Spannungs

zustandes cr .. auf cr .. + !:!. cr. . in der Form 
l] l] l] 

= F (Oij + 60ij) (4.15) 
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Im einzelnen berücksichtigt das Stoffgesetz die folgenden 

in Versuchen beobachteten Eigenschaften von kohäsionslosen 

Sanden: 

- eine nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung 

- den Einfluß der mittleren Hauptspannung o 2 , (o 1 >o 2 > o 3 ) 

- Kontraktanz- und Dilatanzvermögen des Sandes bei 

deviatorischer Beanspruchung 

- irreversible Volumenabnahme bei hydrostatischer Xom

pression 

- Work-softening des Sandes bei Überschreiten der 

deviatorischen Grenzspannung (Punkt P, Bild 3.1) 

- Übereinstimmung der Achsen von Dehnungs- und Spannungs

inkrement bei niedrigen Spannungen mit t~ergang zur 

Übereinstimmung der Achsen von Dehnungsinkrement und 

Spannung bei hohen Spannungen l94, 95 J 

- Abhängigkeit der Spannungs-Dehnungs-Beziehung von der 

Ausgangsporenziffer. 

Die im Stoffgesetz enthaltenen Stoffparameter werden 

- in Abhängigkeit von der Ausgangsdichte des Materials -

aus gewöhnlichen dreiaxialen Druckversuchen (CD-Versuchen) 

gewonnen~ 

Der Boden wird als homogenes isotropes Material betrachtet. 

Im folgenden bezeichnen I1 1 I2 1 I3 die erste, zweite bzw. 

dritte Invariante des Spannungstensors 0 .. ; Pa ist der 
1J 

atmosphärische Druck und cr 3 bedeutet die kleinste Haupt-

spannung, ( cr 1 > cr 2 > o 3 ) . 
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2 . Elasto-plastische Spannungs-Dehnungs Beziehung 

Bei der Formulierung des elasto-plastischen Gesetzes geht 

Lade davon aus, daß sich das Gesamtdehnungsinkrement~€ 

in drei Anteile aufspalten läßt , nämlich in die ~nteile der 

- elastischen 

- plastisch-kontraktiven und 

- plastisch-expansiven Dehnung, 

so daß gilt: 

= 6.E ~ + 6.E c + ßE P (4.16) 

Bild 4.5 zeigt schematisch die Anteile der Gesamtdehnung, 

die als elastisch, plastisch-kontraktiv und -expansiv an

gesetzt werden. 

Man erkennt, daß von Belastungsbeginn an elastische, d.h. 

reversible und plastische, d.h. irreversible Dehnungen 

vorhanden sind; die Volumenverformung ist anfangs kontrak

tiv und kann später expansiv werden (wie in Bild 4.5) oder 

kontraktiv bleiben; die plastischen Dehnungen sind erst 

kleiner als die elastischen Dehnungen, aber bei größerer 

Belastung überwiegen die plastischen Anteile. 

Die drei Anteile des Gesamtdehnungsinkrementes werden nach

einander berechnet, die elastischen Anteile nach Hooke, die 

plastisch-kontraktiven und plastisch-expansiven Anteile mit 

plastischen Ansätzen, die kappenförmige bzw. kegelförmige 

Fließflächen beinhalten. 
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6.E = ßt. + Ä€ 
® 

0 E 
2} 2 

. ~1 1 €1 

--~--
031€3 t 

01 ,E 1 

@ elastisch 

@ plastisch - kontraktiv 

© plastisch - expansiv 

+ ÄE 
© 

Bild 4.5: Schematische Darstellung der elastischen, plastisch

kontraktiven und plastisch- expansiven Dehnungs 

anteile bei einem entwässerten dreiaxialen Kom

pressionsversuch (cr 1 > o 2 = o 3 = const . ) 
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2.1 Elastische Dehnungsanteile 

Die elastischen Dehnungsanteile, die bei Entlastung rück

gewinnbar sind, werden in üblicher Weise nach dem Hooke'schen 

Gesetz ermittelt; dabei wird ein Elastizitätsmodul für B~

lastung und Entlastung benutzt, wie er erstmals von Janbu l 96 J 

vorgeschlagen wurde: 

= K ( O 3 n . p . -) 
a Pa • (4.17) 

Die Poisson-Zahl wird gemäß l54, 97, 98j zu 0,2 angenommen. 

Die Materialparameter K und n werden aus dreiaxialen Kom

pressionsversuchen ermittelt. 

2.2 Plastisch-kontraktive Dehnungsanteile 

Die während hydrostatischer Belastung auftretenden Dehnungen 

sind z.T. irreversibel, d.h. plastisch, und führen zu 

bleibender Volumenabnahme. Um dieses Stoffverhalten mechanisch 

nachzuvollziehen, führt Lade für diesen Spannungsbereich 

als Fließfläche eine Kugel mit dem Mittelpunkt im Ursprung 

des Hauptspannungsraumes ein (Bild 4.6). Dies entspricht dem 

in Bild 3.4 mit der Kurve A-G bzw. A'-G' gegebenen Ver

festigungsort. 
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Ö'O / ,, / 
,,07 

öy 
Dehnungs inkre mentvek tor 

V"\.,..c..--- für plastische Kontraktion 

..... 

Bild 4.6: Fließflächen für plastische Kontraktion (Kugel) und 

plastische Expansion (gekrümmter Kegel) in der 

Triaxialebene 

Mit den ersten und zweiten Invarianten I1 und I2 des 

Spannungstensors läßt sich dieser Verfestigungsort angeben 

zu 

= I 2 
1 

oder, in Hauptspannungen formuliert, zu 

= a2 
2 

+ 

(4.18a) 

(4.18b) 
• 
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Wenn sich durch eine Laständerung ein größerer fc - Wert als 

der momentane einstellt, liegt verfestigendes Materialver

halten mit plastischer Volumenabnahme vor. 

Da eine hydrostatische Belastung bei der angenommenen Iso

tropie des Bodens zu gleichgroßen Dehnungen in allen drei 

Hauptachseh führt, fällt der Dehnungsinkrementvektor mit 

der Äquisektrix zusammen und steht somit senkrecht at1 f der 

Kugeloberfläche (Bild 4.6). Demzufolge ist das plastische 

Potential gc identisch mit der Belastungsfunktion fc und man 

erhält als Fließregel - vgl. Gleichung (F. 5) in Anhang F -

= /:::,./... . afc 
c ao (4.19) 

wobei ~Ac ein momentaner Proportionalitätsfaktor ist, der 

den absoluten Wert des Dehnungsinkrementvektors angibt. 

Der Proportionalitätsfaktor ~Ac läßt sich mit Hilfe einer 

experimentell bestimmbaren Beziehung 

:: (4.20) 

- vgl. Gleichung (F.8) in Anhang F - ermitteln, für die Lade 

aufgrund der Ergebnisse aus hydrostatischen Kompressions

versuchen die funktionale A.bhängigkeit 

= 
f p c • p • (-C ) 

a Pa2 (4.21) 
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erhält mit den Materialkonstanten C und p, die aus hydro

statischen Kompressionsversuchen gewonnen werden. 

Mit der plastischen Arbeit ßWc = .2. • ßg bestimmt sich 

~Ac nach Anhang B zu 

= 
I 

wobei mit Gleichung (4.21) 

= 
2 1- p 

C · P · P0 • ( ..E.i.. ) 
fc 

6(_.f..L) pJ 

(4.22) 

(4.23) 

Es ist festzustellen, daß kontraktives Fließen nicht zum 

Versagen, d.h. zum Bruch des Materials führen kann; der 

Bruch wird ausschließlich durch die kegelförmige Fließfläche 

des expansiven Fließens kontrolliert. 

2.3 Plastisch-expansive Dehnungsanteile 

Als Belastungsfunktion für den jeweiligen Beginn des plastisch

expansiven Fließens gibt Lade folgende Beziehung an 

= ( I13 l ( I, l m - 27 . -
I3 Pa (4.24) 

Dies entspricht dem Fließort G-L-D bzw. G'-L'-D' in Bild 3.4. 

„ 1 
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Im Hauptspannungsraum stellt diese Funktion einen gekrUmm

ten Kegel dar mit der Kegelspitze im Koordinatenursprung 

(Bild 4.7a). Die Krüm.mung der Fließfläche steigt mit dem 

Wert von m; für m = 0 verläuft die Fließfläche geradlinig. 

Bild 4.7b zeigt Schnitte des Kegels mit der Deviatorebene 

1 1 = const für verschiedene Werte I1/I3; dieser Verlauf 

gibt die experimentell beobachtete ~ließgrenze gut wieder 

l 39 I 99 J • 

Bei steigender Beanspruchung dehnt sich der Fließort im 

Hauptspannungsraum symmetrisch um die Äquisektrix nach 

außen hin aus, bis letztendlich die Bruchgrenze des Bodens 

erreicht wird, die durch 

= (4.25) 

gegeben ist (Bild 4.7c). 

Die Dehnungsinkremente für das plastisch-expansive Fließen 

werden mit einer nichtassoziierten Fließregel bestim.mt, da 

es sich gezeigt hat, daß die plastischen Dehnungsinkrement

vektoren bei sandartigen Materialien nicht normal zur Fließ

fläche stehen (vgl. Abschnitt 3.2.2). 

Lade gibt für das plastische Potential gp eine ähnliche 

Formulierung wie für die Belastungsfunktion fp (siehe An

hang C) 

= (4.26) 

i 
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b) Cev1ctorebtne 

\_f P = T\ 1 (Bruchgrenze) 

fp = 111 (Bruchgrenze) 

Fliengrenzen f P < T\ 1 

c) Hauptspannungsraum 

' 
Bild 4.7: Fließ- und Bruchfläche für plastisch- expansives 

Fließen 
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dabei ist n 2 eine Funktion von fp und cr 3 , für die a u fgrund 

von dreiaxialen Kompressionsversuchen die Formulierung 

= + t 

mit den Stoffparametern S , R, t gefunden wurde. 

Somit gilt nach Gleichung (F ; S) in Anhang F 

= 

und analog zu (4.22) 

b.'A ~ 
P a o 

3 m · Tl 2 · ( ll )m • I 3 9p + ' I I 1 

(4 . 27) 

(4. 28) 

(4.29) 

nach Anhang B, wobei ßWp der Zuwachs der plastischen Arbeit 

beim plastisch-expansiven Fließen ist, der aus dem isotropen 

Verfestigungs- und Auflockerungsansatz (isotropic work

hardening und -softening law) 

= (4.30) 

bestimmt wird - vgl . Gleichung (F.8 ) in Anhang F . 

Aus dreiaxialen Kompressionsversuchen wurde ein Zusammen

hang zwischen Wp und fp gefunden, wie er schematisch in 

Bild 4.8 dargestellt ist und mathematisch beschrieben wer

den kann durch 

= w 1/q ( ) a · ex p ( - b · W P) • ( _P ) 1 q > o • . 4 • 3 1 
Pa / 
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dabei sind a, b und q für gegebene cr 3 - Werte konstante 

Größen. 

Nach Bild 4.8 steigt fp mit zunehmender plastischer Arbeit 

Wp an, bis bei fp = n 1 mit zugehörigem Wp,peak ein Bruch 

auftritt; danach nimmt fp mit wachsendem Wp ab. Die plasti

sche Arbeit, die be~ötigt wird, um den Sand bis zum Bruch 

zu führen, steigt mit wachsender cr 3-spannung. 

fp 

A 
A > 03 aus Versuch 

A 
OB aus Versuch B 3 

f p = 'Yl1 o3 = const. 

o~ ', = const. 
\ 

' ' ' ....... , 
................. ""....... 

~ ~ --
WP.peak 9 ~ LwP.peak A 

Wp 

' ,/ 

Bild 4.8: Zusammenhang zwischen fp und Wp 

Mit der experimentell begründbaren Abhängigkeit 

= p.p .(.21./ 
0 Pa 

(4.32) 

(P,f: Stoffparameter) 
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gilt für q, b und a: 

q = a. + ß . ~ 
Pa (4.33) 

b = 
q • W p , p~ak (4.34) 

e · Pa 
11. 

a = 111 ( ) q 
(4.35) w p,p!Mlk 

Das zur Bestimmung von ßAp in Gleichung (4.29) benötigte 

Inkrement der plastischen Arbeit ergibt sich aus Gleichung 

(4.31) zu 

= 

3. Stoffparameter 

(_1_ - b) 
q. Wp 

(4.36) 

Die zur Beschreibung des Gesetzes benötigten 14 Stoffpara

meter werden sämtlich aus Versuchen an gewöhnlichen Drei

axialgeräten gewonnen; entweder aus hydrostatischen Kom

pressionsversuchen (o 1 = cr 2 = o 3 ) oder aus gewöhnlichen 

dreiaxialen Druckversuchen ( cr 1 > cr 2 = cr 3 ) · 

Lade l87J gibt diese Parameter für drei verschiedene kohä

sionslose Böden (Sacramento River Sand, Crushed Napa Basalt, 

Painted Rock Material) bei jeweils zwei Ausgangsdichten; 
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als Beispiel werden in Tafel 1 die Werte fUr den Sacramento 

River Sand aufgefUhrt. 

In lBBJ hat Lade fUr vierzehn weitere kohäsionslose Böden 

mit unterschiedlichen Dichten die Werte n 1 und m zur Be

stimmung der Fließ- und Bruchgrenze bei plastisch-expan-

s ivem Fließen aus veröffentlichten Versuchsergebnissen er

mittelt und zusammengestellt. 

Alle Stoffparameter sind dimensionslos; die Dimensionen 

in den Gleichungen von Lade l97J werden - wenn nötig - durch 

den Druck Pa = 1 l kp/ cm2 J bestim..rnt. 

Porenziffer, e 0,61 0,87 
{dicht) (locker) 

K 1680 960 
elastische 
Anteile n 0,57 0,57 

V 0,20 0,20 

plastisch- c 0,00023 0,00028 
kontraktive 
Anteile p 0,86 0,94 

n1 80 28 
m 0,23 0,093 
R -2,95 -1,00 

plastisch - s 0,44 0,43 
expansive t 8,45 0,00 
Anteile 

a 3,00 3,00 

ß -0,060 -0,076 
p 0, 12 0,24 

t 1,16 1,2 5 

Tafel 1: Zusammenstellung der Stoffparameter für 

Sacramento River Sand l87J 
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4. Kontrolle des Stoffgesetzes 

In l87J zeigt Lade mit vielen Testbeispielen, daß mit dem 

aufgezeigten Stoffgesetz das Spannungs-Dehnungs-Verhalten 

von kohäsionslosen Sanden bei beliebigen dreidimensionalen 

Spannungsabläufen richtig und vollständig wiedergegeben 

werden kann. 

Im Rahmen dieser Arbeit wurden zur Kontrolle des eingesetz

ten Stoffgesetzes und des aufgestellten Finite Element 

Programms Problemstellungen aus den Gebieten der Boden

mechanik und des Grundbaus rechnerisch nachvollzogen; dabei 

konnte die Gültigkeit des Stoffgesetzes nach Lade ebenfalls 

bestätigt werden (vgl. Abschnitt 4.2). 
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4 . 1 . 3.2 !n~e~sion des ~t~fig~s~t~e~ von ~aie_ ~ ~7j ~n_M~t~i~e~

form 

Für das in Abschnitt 4 . 1 . 3.1 dargestellte Stoffgesetz 

von Lade wird eine Beziehung in der Form 

60 = [ D ] · !J.E (4 . 37) 

angestrebt. 

Durch Substitution der Gleichungen (4.19), (4.28) für 

die plastisch-kontraktiven bzw. -expansiven Dehnungs

anteile in Gleichung (4.16) und bei Beachtung der 

Hooke'schen Beziehung 

= (4.38) 

(mit lDeJ-l nach Anhang Dl) für die elastischen Deh-

nungsanteile erhält man --
= (4.39) 

mit den Vektoren 

a = f ~} 
L ao (Anhang D2) (4 . 40) 

und 

b (Anhang D3) (4.41) 
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Plastisch-kontraktives bzw. -expansives Fließen tritt ein, 

wenn die Fließbedingungen 

= 0 (4.42) 

und 

= 0 
I (4.43) 

die mit Gleichung (F.11) des Anhangs F aus den Gleichungen 

(4.18) und (4.21) bzw. (4.24) und (4.31) folgen, erfüllt 

sind. 

Der Zuwachs dieser Fließbedingungen ergibt sich zu 

= 6.o = 0 (4.44) 

= = 0 (4.45) 

Mit den Parametern 

= (Anhang D6) (4.46) 

Ap ; (Anhang D6) (4.47) 

(unter Berücksichtigung von Gl. (F. 7) des lmhangs F) 



und dem Vektor 

c 

erhält man daraus 

LF p 

= 

= 

= 
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{ a f P } 

aa (Anhang D4) 

a T • !::.o + Ac · 6 Ac = O 

c T 6 0 + Ap · 6./... p = 0 

Aus den Gleichungen (4.39), (4.49), (4.50), die zu der 

Matrizenform 

6.E [o~] 
-1 

a b 6.a 

0 = aT Ac 0 • 6./\c 

0 T 
0 Ap !::.l....P c 

(4 . 48) 

(4.49) 

(4.50) 

(4.51) 

zusammengefaßt werden können, werden die Proportionalitäts

konstanten ßAc und ßAp eliminiert (siehe Anhang D7). 
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Dies führt zu der angestrebten Beziehung 

= (4.52 ) 

zur Berechnung von Spannungsinkrementen aus vorgegebenen 

Dehnungsinkrementen mit der elasto-plastischen Stoffmatrix . 
(vgl . Anhang D7) 

= 

(4 . 53) 

Derartige allgemeine Matrizenformulierungen für Plastizi

tätsprobleme wurden erstmals von Yamada et.al. [100] und 

Zienkiewicz et.al. [93] vorgelegt. 

Die Stoffmatrix (4.53) kann direkt zum Aufbau der Element

steifigkeitsmatrizen gern. Gl. (4.11) verwendet werden. 

Dabei ist zu beachten, daß wegen der nichtassoziierten Fließ

regel für das plastisch-expansive Fließen die Stoffmatrix 

[Decp] unsymmetrisch ist, wodurch die Elementsteifigkeits

matrizen und somit auch das ganze Gleichungssystem un

symmetrisch werden , was bei der Berechnung im Vergleich zu 

. elastischen Problemen einen erheblichen Speicher- und 

Rechenzeitbedarf erfordert. 
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Um in dem Berechnungsmodell den kontinuierlichen 

Vorgang des FUllens eines Silos mit dem betreffenden 

Silogut zu erfassen, wird als Näherung angenommen, 

daß das Silogut schichtenweise eingebracht wird: 

jeweils neue Schichten von einer finiten Höhe h, 

einer Ausgangsporenziffer e verbunden mit einer davon 

abhängigen Dichte p werden auf das bereits einge

lagerte alte Silogut aufgebracht, so daß dieses durch 

das Eigengewicht des neu eingelagerten Materials er

neut belastet wird (Bild 4.9). 

Während des Füllvorgangs wird durch die von oben her 

aufprallenden Silogutpartikel auf das bereits einge

lagerte Material ein dynamischer Einfluß ausgeUbt, 

der im Rahmen dieser Arbeit vernachlässigt wird. 

Ringelement nach 
Abschnitt 4.1. 5. 2 

t 
1 

1 

1 

CST - Element 

tr;.---~~--'-r' ---:~=-~ 

! 
Siloboden nach 
Abschnitt L. 1.5.1 u. L..1 5.2 

neue 
Schicht 

alte 
Schichten 

Bild 4.9: Prinzipielle Darstellung der Diskretisierung 

und der Randbedingungen beim FUllvorgang 
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Als Silogut wird trockener, kohäsionsloser Sand gewählt 

- im speziellen wird hier der Sacramento River Sand (s.R.S.) 

betrachtet, für den die Stoffparameter in Abhängigkeit von 

den Ausgangsporenziffern ed = 0,61 (dichte Lagerung) und 

e = 0,87 (lockere Lagerung) in Tafel 1 gegeben sind. z . 

Der s.R.S. besteht nach llOlj aus Feldspat und Quarz mit 

einer Körnung von 0,297 - 0,149 lmmj, so daß dieses Material 

als Mittel-Feinsand einzustufen ist. 

Nach ll02j beträgt für den S.R.S. die Dichte der Bodenkörner 

p = 2,68 lg/cm3j 1 so daß sich die Dichte des trockenen 

Bodens mit der Beziehung 

= 1 + e p (4.54) 

bei dichter Lagerung (ed = 0,61) zu 

und bei lockerer Lagerung (et = 0,87) zu 

ergibt. 

Die Einhüllenden der aus dreiaxialen Druckversuchen ermittel

ten Mohr'schen-Spannungskreise sind für den S.R.S. in 

Bild 4.10 dargestellt. Es ist deutlich zu sehen, daß der 

Reibungswinkel '-P keine Materialkonstante ist, sondern von 

der Ausgangsporenziffer e und dem Normaldruck cr abhängt. 
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Sacramento River Sand 

ed = 0,61 

0 0,25 0,50 0.75 1,00 1.25 a [kN/cm2] 

T [kN/cmZ] 

0,6 ~~o 
/ / 

/ 

O,L. / 
/ 

~ 
h 

0.2 
Sacramento River Sand 

e = 0,87 t 

0 
0 0.25 0,50 0,75 1,00 1,25 a [kNJcm21 

Bild 4.10: Einhüllende der Mohr ' schen Spannungskreise für 

a) dicht gelagerten 

b) locker gelagerten 

Sacramento River Sand, aus l lOlj 
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Aus dem Füllvorgang resultieren am Boden des Silos 

horizontale und vertikale Druckspannungen, die beim 

Öffnen des Silos am Rand des Öffnungsbereiches auf 

Null abgebaut werden , so daß das Silogut ausfließen 

kann. 

Mit dem Berechnungsmodell wird dieser Vorgang des 

Entleerungsbeginns durch die Vorgabe von geeigneten 

Randbedingungen simuliert; wegen des gewählten Stoff

gesetzes ist auch hier eine inkrementelle Vorgehens

weise erforderlich: 

Die horizontalen und vertikalen Auf lagerkräfte Ai 

aus dem Füllzustand im Öffnungsbereich werden durch 

n-maliges Aufbringen von Kräften (-Ai/n) auf Null 

abgebaut; für die Randknoten im Öffnungsbereich wird 

dabei die freie Verschieblichkeit in vertikaler und 

horizontaler Richtung zugelassen. Die aus dem i-ten 

Belastungsinkrement folgenden Zuwächse der Zustands

größen (Verschiebungen, Spannungen etc.) werden den 

jeweiligen zu Beginn des Inkrements vorliegenden 

Gesamtwerten überlagert; für das e rste Belastungs

inkrement sind dies die Werte aus dem Füllzustand. 

Da das in dieser Arbeit verwendete Stoffgesetz ledig

lich das Stoffverhaltens des Sandes im Druckoktanten 

des Hauptspannungsraums beschreibt, kann der Aus

fließvorgang rechnerisch nur solange nachvollzogen 

werden, bis die aus dem Füllvorgang resultierenden 

Druckspannungen im Öffnungsbereich abgebaut sind 

und das Silogut ins Fließen kommt (vgl. Abschnitt • 
5 . 2 ) . 
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Einfluß der Behälterwand -------

Der innere Spannungszustand in einem Silo wird stark 

durch den Einfluß der Reibung des Silogutes an den 
• 

begrenzenden Seitenwänden beeinflußt. Dieser Effekt 

wird in dem Berechnungsmodell durch eine Kräfte

randbedingung erfaßt, mit der die Reibungskräfte in 

Abhängigkeit vom aktuellen Spannungszustand fort

laufend aktualisiert werden: 

In jeder Silögutschicht werden die Reibungskräfte 

für das Inkrement (i) aus dem Spannungszustand am 

Ende des Inkrements (i-1) mit Hilfe des Coulomb'schen 

Gesetzes für trockene Reibung von festen Körpern 

(vgl. Abschnitt 3.1 . 2) bestimmt, wobei konstante Wand

reibungskoeffizienten µF und µE für die Berechnung 

des Füll- bzw. Entleerungsvorgangs verwendet werden. 

Der Rückgriff auf das Coulomb'sche Gesetz ist ein 

Notbehelf, der durch mangelnde Kenntnisse über wirk

lichkeitsnähere Wandreibungsgesetze für körnige 

Materialien begründet ist. 

Für den Bereich des Behälterbodens wird angenommen, 

daß infolge des hohen Vertikaldrucks die Reibungs

kräfte derart groß sind, daß sich das Silogut hori

zontal nicht verschieben kann. 
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Um den Einfluß der horizontalen Wandverformungen zu 

erfassen, werden die Behälterwände durch elastische 

Ringelemente abgebildet. 

Die Steifigkeitsmatrix für ein derartiges Ringelement 

wird aus den üblichen Beziehungen an kreisförmig ge

krümmten, dünnwandigen Tragelementen mit vernachlässig

barer Biegesteifigkeit unter gleichbleibender radialer 

Belastung hergeleitet. 

Aus der Beziehung 

= 
N · r 
E A (4.55) 

für eine Änderung des Kreishalbmessers r infolge der 

gleichbleibenden radialen Belastung mit 

N Ringzugkraft 

E Elastizitätsmodul des Ringes 

A Querschnittsfläche des Ringes mit A = t · h, 

wobei t << r 

bestimmt sich die Steifigkeitsmatrix für ein Ringelement 

nach Bild 4.11 zu 

K = 
E • t · h 

2r 

'1 0 0 0 
' 'o o o 

' '1 0 
(4.56) 

' symm. 'o 
' 
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mit dem dazugehörigen Verschiebungsvektor 

UT 
(4.57) 

h 

1 

-t-- - u 

lt 

Bild 4.11: Querschnitt eines Ringelementes 

Der Behälterboden wird als unendlich starr angesehen; in 

Verbindung mit der Annahme über die Reibungskräfte (vgl. 

Abschnitt 4.1.5.1) führt dies zu horizontal und vertikal 

unverschieblichen Auflagerbedingungen nach Bild 4.9. 
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4.1.6 ~e~ü~k~i~h!i~u~g_d~r_p~y~i~a!i~c~e~ ~i~h!lin~a~i!ä~ 

un~ ~e~ Br~c~--u~d_Z~g~e~i~g~n~ de~ 2i!o~u!e~ 

Zur Erfassung der physikalischen Nichtlinearität sowie 

der Bruch- bzw. Zugbedingung des Stoffgesetzes von 

Lade l87J wird in dem Berechnungsmodell das in Abschnitt 

4.1 . 2 dargelegte "initial stress"-Verfahren verwendet. 

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie der beim Iterations

ablauf benötigte Lastvektor - Ungleichgewichtslast - der 

rechten Seite des Gleichungssystems (4.14) ermittelt 

wird. 

a) Berücksichtigung der physikalischen Nichtlinearität 

Die physikalische Nichtlinearität wird deutlich durch 

die Gleichung (4.53) für die Stoffmatrix l Decp j , die 

in Abhängigkeit vom gesuchten Spannungszustand .!!.. an

gegeben ist. 

Die inkremente~le Vorgehensweise führt aufgrund der 

zu Beginn des Inkrements vorzugebenden Steifigkeits

matrix zu Spannungszuständen, die mit dem Stoff

gesetz unverträglich sind - vgl. Bild 4.12 für den 

eindimensionalen Fall. 

Der Spannungszustand des Punktes P erfüllt zwar das 

Gleichgewicht, verletzt jedoch das Stoffgesetz, das 

durch den zu EP gehörigen Spannungszustand des 

Punktes P richtig wiedergegeben wird. 

Die Spannungsdifferenz l:!.f!.. wird mit dem "initial 

stress"-Verfahren umgelagert . 
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cr 

E 

Bild 4.12: Verletzung des Stoffgesetzes infolge vorgegebener 

Steifigkeit 

b) Berücksichtigung der Bruchgrenze 

Mit der Gleichung 

= „ 1 (4.25) 

ist die absolute Bruchgrenze des Sandes gegeben: wird 

durch eine inkrementelle Belastung von Punkt Q (vgl. 

Bild 4.13) aus ein Spannungzustand erreicht, der "vie 

Punkt P diese Bruchbedingung verletzt, indem er außer

halb der "Bruchbirne" liegt, so ist dieser unzulässig und 

muß umgelagert werden. Dazu wird in der vorliegenden Ar

beit folgender Weg gewählt: 

Der erreichte hydrostatische Spannungszustand Sh des 

Punktes P wird beibehalten, während der deviatorische 

Anteil Sd von P nach P iterativ reduziert wird, bis 
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letztendlich ein zulässiger Spannungszustand erreicht 

ist, der das Gleichgewicht und die Bruchbedingung er

füllt (vgl . Bild 4.13) . 

Zwar könnte durch einen wesentlich aufwendigeren, "ge

naueren" Iterationsablauf, bei dem auch der hydrostati

sche Spannungsanteil Sh geändert wird , die "exakte" 

Lösung R (vgl . Bild 4.13) gefunden werden; da jedoch 

der Ausgangsspannungszustand Q und - wegen der inkremen

tellen Lastaufbringung - auch der erreichte Spannungszu

stand P sehr dicht beieinander an der Bruchgrenze liegen, 

bleibt der durch die hier gewählte vereinfachende Vor

gehensweise begangene Fehler, der mit der Sp~nnungs

differenz zwischen den Punkten R und P wiedergegeben 

wird, sehr gering . 

Bild 4.13: Umlagerung bei Verletzung der Bruchbedingung 

(Der Abstand zwischen Q und P ist stark ver

größert wiedergegeben) 
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c) Berücksichtigung der Zuggrenze 

Da das Stoffgesetz von Lade [87] für kohäsionslosen Sand 

nur im Druckoktanten des Hauptspannungsraums gültig ist, 

sind Spannungszustände mit Hauptzugspannungskomponenten 

unzulässig und müssen umgelagert werden. 

Es wird die folgende Vorgehensweise gewählt: 

Ein Spannungszustand, wie mit Punkt P in Bild 4.14 dar

gestellt, wird umgelagert, indem die Hauptzugspannungs

komponente eliminiert wird ( + Punkt Q in der o 2 - o 3-

Ebene): da dieser Punkt Q die Bruchbedingung Gl. (4.25) 

verletzt, müssen auch die anderen Hauptspannungskompo

nenten modifiziert werden, so daß der neue Spa nnungszu

stand mit Punkt P im Ursprung des Hauptspannungsraums 

zu liegen kommt. 

p 

-d, 

~/ < 
' 

Bild 4.14: Umlagerung bei Verletzung der Zugbedingung 
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Auch in diesem Fall ist diese Vorgehensweise dadurch be

gründet, daß der Ausgangsspannungszustand und der nach der 

inkrementellen Belastung erreichte Spannungszustand wegen 

der gewählten inkrementellen Lastaufbringung sehr dicht 

beieinander liegen - in diesem Fall nahe am Ursprung. 

In den Bildern 4.12 - 4.14 sind Spannungszust~nde, die zwar 

das Gleichgewicht erfüllen, aber gewisse Nebenbedingungen 

(Stoffgesetz, Bruch- oder Zuggrenze) verletzen, durch den 

Punkt P dargestellt; aufgrund der Nebenbedingung wird ein 

Spannungspunkt P ermittelt, der die Nebenbedingung erfüllt, 

.aber das Gleichgewicht verletzt. 

Die dabei auftretenden Spannungsdifferenzen ß!J.. werden mit 

dem in Abschnitt 4.1.2 dargestellten 'initial-stress'-Verfahren 

auf iterativem Wege so umgelagert, daß sowohl das Gleich

gewicht als auch die Nebenbedingungen erfüllt sind. 

Mit der Differenz ß2,_ zwischen dem "elastischen" und "richti

gen" Spannungszuwachs, die auch als 'initial-stress' be

zeichnet wird, erhält man den für den Iterations.ablauf be

nötigten neuen Lastvektor auf der rechten Seite des 

Gleichungssystems (4.14) zu 

6.f J. T 
= B 

V 

.6cr dV (4.58) 



- 92 -

zur Berechnung und Auswertung von konkreten Problem

stellungen wurden zwei Rechenprogramme sowie ein Aus

werteprogramm fUr die zeichnerische Darstellung der 

Spannungsfelder durch Höhenlinien erstellt; alle Pro

gramme sind in FORTRAN IV codiert. Die Erprobung und 

Anwendung der Rechenprogramme erfolgte auf der ab

teil.ungseigenen PRIME 400, die des Auswerteprogramms 

auf der Rechenanlage IBM 370/158 der Universität Dortmund. 

Der Ablauf des Programmes 1 für die Berechnung des Füll

zustandes eines Silos ist in dem Strukturdiagramm 

Bild 4.15 dargestellt. 

Das zweite Programm übernimmt die zwischengespeicherten 

Daten des Programms 1 (Ausgangszustand) und fUhrt die 

Berechnung des Entleerungsvorgangs durch, vgl. Struktur

diagramm Bild 4.16. 

Die Lösung des nichtsymmetrischen Gleichungssystems er

folgt nach der Eliminationsmethode von ·Gauss in zwei 

voneinander unabhängigen Rechenschritten, vgl. Unter

programme (1) und (2) in den Strukturdiagrammen. Diese 

Zerlegung hat den Vorteil, daß die Steifigkeitsmatrix 

Kauf der "linken Seite ... des Gleichungssystems (4.14) 

und die aus ihr berechnete Dreiecksmatrix bei der 

Korrektur z.B. infolge der physikalischen Nichtlineari

tät, die mit den Ungleichgewichtslasten nach Gl. (4.58) 

zu einer neuen "rechten Seite" des Gleichungssystems 

führt, nicht verändert werden. 

Diese rechenzeitsparende Vorgehensweise ist als "Iteration 

über die rechte Seite des Gleichungssystems" bekannt. 
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Datene in~a be 

Knoten krä f te aus Eigenqewi cht 

für Schicht i 

Aufbau der Gesamt ste ifigke i ts -

111 matrix ~ von Gl, 4.14/ 

Dre iecks ze r l egunq 

Aufbau des i nkremente llen Be

l as tungsvektors L\_!_ von Gl . 4.1 4 

Bestimmungen des Lösungsvek-

121 tors 6a durch Rückwärtsaufl ö

sung 

Nachlaufrech nung 

~ Spannungen 

Einarbeitung der physikal ischen 

Nichtl inear itä t 

Iteration erforderli ch? 

ne in 

nein Bodenschicht vollständ ig 

eingebracht? 

ja 

Ergebnisausgabe 

ne i n 
Silo vollständig gefüllt? 

ja 

Ergebnisausgabe; 

Zwi schensneicheruna fLlr 

Programm 2 

Progr ammende 

Bild 4.15: Strukturdiagramm: 

ja 

Unqle ic hgewicht s l as t en 

6 f nach .Abschn i tt 4. 1. 6 

- -----, 

Au swerteo rogra mm 

( Plotter ) 

Programm 1 für die Berechnung des Füllzustandes 

eines Silos 
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Dateneingabe 

Ausgangszustand i.-~~~~~~~~~~---1 

Vl 
QJ 
~ 
QJ 
c: 

Aufbau der Gesamtsteifigke i t s 
(1) Matrix t~ von Gl. 4 . 14; 

Dreieckszerlegung 

12) 

Aufbau des inkrementellen Be-

. l astungsvektors 6.f. von Gl. 4. 14 

Bestimmung des Lösungsvektors 
6a durch quckwärtsaufl0sung 

Nachlaufrechnung 

- Spannungen 

Einarbeitung der ohysikalischen 

Nichtlinearität 

Iteration erforderlich? 

nein 

nein Kräfte im öffnungsbereich 

vollständig abgebaut? 

ja 

Ergebnisausgabe 

Programmende 

Bild 4.16: Strukturdiagramm: 

ja 

Zwischensneicherun0 

Ungleichgewichtslasten 

6 f nach Abschnitt 4.1.6 

Aus~1erteprogramm 

(Plotter) 

Programm 2 für die Berechnung des Entleerungs

vorganges eines Silos 
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4.2 Numerische Überprüfung des Berechnungsmodells 

Zur Überprüfung des verwendeten Stoffgesetzes und der 

entwickelten FEM-Formulierung werden Versuche aus der 

Bodenmechanik rechnerisch nachvollzogen. 

Aus der Fülle der bei dreiaxialer Belastung möglichen 

Spannungswege werden hier die beiden Belastungswege 

herausgegriffen, die in der bodenmechanischen Versuchs

technik am gebräuchlichsten sind und für die somit abge

sicherte Versuchsergebnisse vorliegen (vgl. Bild 4.17): 

- Weg CD gibt den Belastungsverlauf für einen konventio

nellen dreiaxialen Druckversuch wieder, bei dem die 

axiale Belastung cr 1 auf die Bodenprobe gesteigert 

wird, während der seitliche Druck cr 2 bzw. cr 3 konstant 

bleibt: 

= const. 

- Mit Weg@ sind proportionale Belastungswege angedeutet, 

bei denen das Verhältnis der axialen Spannung cr 1 zur 

seitlichen Spannung cr 2 bzw. cr 3 während des Belastungs

vorganges konstant bleibt: 

Das diskretisierte Modell für die Berechnungen ist zu

sammen mit den Randbedingungen in Bild 4 . 18 dargestellt; 

die Abmessungen beziehen sich auf die Angaben in l101J . 

Als Bodenmaterial wird locker bzw. dicht gelagerter 

Sacramento River Sand mit den Stoffparametern nach Ta

fel 1 gewählt. 
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Bild 4.17: Spannungswege beim Triaxialversuch (D 
und bei proportionaler Belastung G) 

CST - El ement 

Bild 4 . 18 : Di skretisierung und Randbedingungen der 

Bodenprobe ; Maße in lcmJ . 
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Die Ergebnisse der eigenen FEM-Berechnungen für ent

wässerte dreiaxiale Kompressionsversuche sind den 

versuchsmäßig ermittelten Werten aus l lOl J für die 

gleichen Probenabmessungen und Ausgangsporenziffern 

in den Bildern 4.19 und 4.20 gegenübergestellt. 

Die berechneten Kurvenverläufe stimmen qualitativ 

und quantitativ gut mit den Werten aus den Ver

suchen überein. Der Abfall des Spannungsverhält

nisses o1/o 3 mit wachsender seitlicher Spannung 

o 3 wird richtig erfaßt, ebenso der Einfluß von 

o 3 auf die Volumendehnung Ev : Expansion bei 

kleinem o 3 bzw. Kompression bei großem o 3 • Auch der 

Kurvenlauf nach Überschreiten der o 1/o 3 - Spitzen

werte ( ~ softening) wird richtig wiedergegeben. 

Aus der Gegenüberstellung der Bilder 4.19 und 4.20 

ist deutlich der Einfluß der Ausgangsporenziffer 

- lockere bzw. dichte Lagerung - auf das Verhalten 

der Bodenprobe bei der Belastung zu ersehen, vgl. 

auch Bild 3. i. 

• 
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Sacramento River Sand , e = 0.87 
-: FEM • . • . • : Versuche (101 J 

Bi ld 4 .19: Ent wässerter dreiaxialer Kompressionsver such ; 

lockere Lagerung 
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6 

03 = 10 [N/cm2] 
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Sacramento River Sand ; e = 0,61 

-: FEM •, • ·"': Versuche [ 101] 

Bild 4.20: Entwässerter dreiaxialer Kompressionsversuch; 

dic1-te Lagerung 



- 100 -

4.2.1.2 Proportionale Belastungswege ----------- ·----

Die Ergebnisse der eigenen FEM-Berechnungen bei pro

portionalen Belastungswegen mit Sacramento River 

Sand sind für die konstanten Verhältniswerte 

o1/o 3 = 1,0 und a 1/o 3 = ~,8 für locker und dicht 

gelagerten Sand in den Bildern 4.21 und 4.22 dar

gestellt. 

Zum Ver9leich sind versuchsmäßig ermittelte Werte 

l87j eingetragen. 

Die Kurvenverläufe in den o 3/E 1 und o 3/Ev - Dia

grammen passen für beide Ausgangsporenziffern gut zu 

den aus Versuchen ermittelten Werten. 

Es fällt auf, daß die Volumenzusammendrückung E bei 
. V 

dichter Lagerung vom Spannungsverhältnis a 1/o 3 nahe-

zu unabhängig ist, während bei lockerer Lagerung 

eine Steigerung von o1 /o 3 zu einer Erhöhung der 

Zusammendrückung führt. 

Auch diese Tendenz wird mit den rechnerisch ermit

telten Kurvenverläufen richtig wiedergegeben. 
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10 

Sacramento River Sand ; e = 0,87 
-:FEM ..,,.:Versuche (87] 

Bild 4.21: Proportionale Belastungswege bei locker gelagertem 

Sacramento River Sand 

E 1 [%) 

... o, 
03 

= 2.8 

1.0 
o3 [N/cm 21 

1,0 
2,8 .., 

Ev[%] 

Sacramento River Sand e = 0,61 
--- : FEtv1 .,. , • : Versuche [87] 

Bild 4.22: Proportionale Belastungswege bei dicht gelagertem 

Sacramento River Sand 
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4.2.2 ~r~n~b~u_-_GEu~d~r~c~b~r~c~n~n~ eines ~c~l~fie~ 

Kreisfundamentes ------

Ein Stoffgesetz als mechanisch-mathematische Verallge

meinerung von Beobachtungen an Laborversuchen mit spe

ziellen Randbedingungen kann erst bei der Berechnung 

realer, k9mplexer Problemstellungen und im Vergleich mi t 

dazugehörigen Versuchsergebnissen seine allgemeine 

Eignung und Verwendbarkeit beweisen. 

Dazu wird im folgenden das Stoffgesetz von Lade l87 J 
zur Berechnung der Grundbruchlast eines schlaffen 

(EI = 0) Kreisfundamentes auf homogenem Halbraum einge

setzt. Das Fundament wird monoton mittig belastet ; eine 

Schubspannungsüber~ragung in der Sohlfuge soll nicht 

möglich sein. 

Für den Halbraum gilt das Stoffgesetz von Lade mit den 

Stoffparametern für lockere und dichte Lagerung nach 

Tafel 1. 

Bild 4.23 zeigt die Diskretisierung und die Randbedin

gungen dieses Beispiels; die Unterteilung des Rasters 

mit den CST-Elementen ist dort unten rechts angedeutet. 

Das System besitzt 512 Elemente und 289 Knoten. 
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In Anlehnung an ll04j werden die Breite und Höhe des Element

netzes mit jeweils 15,0 lmJ bei einem Radius des Fundamentes 

von 1,0 lmJ relativ groß gewählt, um den Einfluß der festen 

Ränder so weit wie möglich auszuschalten. 

Seitlich vom Kreisfundament wird eine Auflast 

q = 28,6/33,2 lkN/m2J aufgebracht, womit für y = 14,3/16,6 lkN/m3J 

bei lockerer/dichter Lagerung (vgl. Abschnitt 4.1.4.1) eine 

Einbindetiefe von 2,0 lmJ simuliert wird. 

Der Berechnungsablauf gliedert sich in zwei Abschnitte: 

Zunächst wird die Konsolidierung des Bodens infolge seines 

Eigengewichtes und der Auf last q berechnet (primärer 

Spannungszustand). Unter dieser Belastung stellen sich 

Horizontalspannungen ein, die mit denen des aktiven Erd

drucks übereinstimmen; die Erddruckbeiwerte aus der FEM

Berechnung von Kah = 0,28/0,23 bei lockerer/dichter 

Lagerung entsprechen denen der aktiven Coulomb'schen Erd

drucktheorie bei Beachtung der inneren Reibungswinkel 

nach Bild 4 .10. 

- Anschließend wird das Fundament mit Belastungsinkrementen 

von jeweils AP = 4,0 lN/cm2j bei dichter und von 

Ap = 2,5 lN/cm2j bei lockerer Lagerung des Halbraumes bis 

zum Grundbruch belastet. 

Als Ergebnis dieser Grundbruchberechnungen sind im Bild 4.24 

die vertikalen Verschiebungen des Fundamentmittelpunktes 

in .Z\bhängigkeit von der Fun~amentbelastung für den locker 

und dicht gelagerten Halbraum aufgetragen. 
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dicht } 
gelagerter. Sacramento River Sand 

locker 

nach DIN L.017, Teil 1 

Bild 4.24: Lastsetzungskurve aus Grundbruchberechnung 

Diese Darstellung zeigt, daß der für Grundbruchberechnungen 

charakteristische Verlauf der Lastsetzungskurve mit sei.ner 

Annäherung an eine horizontale Tangente mit dem FEM-Programm 

für beide Lagerungsdichten richtig ermittelt wird. Die über

proportionale Zunahme der Setzung mit der Laststeigerung 

zeigt deutlich den Einfluß der Nichtlinearität des verwen

deten Stoffgesetzes. 
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Ebenfalls richtig erfaßt wird das Vermögen des dicht gela

gerten Sandes, höhere Fundamentbelastungen zu ertragen 

als locker gelagerter Sand. 

Ein Vergleich zwischen der Größe der Versagenslast aus der 

FEM-Berechnung und aus einer Berechnung nach DIN 4017, 

Teil 1, "Grundbruchberechnungen .r, Ausgabe August 1979, 

unter Beachtung von Bild 4.10 für die inneren Reibungswinkel, 

zeigt für beide Lagerungsdichten eine bemerkenswert gute 

Übereinstimmung. 

Dies soll jedoch nicht so gedeutet werden, als ob hiermit 

das absolut richtige Ergebnis vorliegen würde, da eine 

Berechnung nach DIN 4017, Teil 1 wesentlich durch den 

Winkel \.j) der inneren Reibung als Eingangsgröße für die 

Berechnung beeinflußt wird. 

Ohne Vergleich mit geeigneten Versuchsergebnissen ist keine 

abschließende Aussage hinsichtlich der absoluten Richtig

keit der Ergebnisse möglich, jedoch ist zu beachten, daß 

die Ergebnisse nach der FEM-Berechnung zumindest in der 

Nähe der tatsächlichen Grundbruchlast liegen dürften. 

Al~ Resumee dieser Grundbruchberechnungen kann festgestellt 

werden, daß die Verwendung des anhand einer kleinen Boden

probe ermittelten Stoffgesetzes von Lade l87J zur Berechnung 

von Problemstellungen mit wesentlich größeren Geometrien zu 

realistischen Ergebnissen führt, bei der die zu beobachtenden 

phänomenologischen Erscheinungen im Boden richtig wiederge

geben werden, so daß der Einsatz des entwickelten FEM

Programms zur Berechnung der Druckverhältnisse in Silozellen 

gerechtfertigt erscheint. 
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5. Darstellung und Diskussion der Siloberechnungen 

Die im Abschnitt 4.2 vorgelegten numerischen Unter

suchungen zu Problemstellungen aus der Bodenmechanik 

und dem Grundbau haben aufgezeigt, daß die im kohäsions

losen Sand zu beobachtenden Erscheinungen (Spannungs

verhältnisse, etc.) mit dem im Abschnitt 4.1 entwickelten 

FEM-Berechnungsmodell wirklichkeitsnah wiedergegeben wer

den können. 

Dieses Berechnungsmodell wird im folgenden zur Bestimmung 

von Druckverhältnissen in rotationssymmetrischen Silo

zellen beim Füllen und während des Entleerungsbeginns 

eingesetzt. 

Zuerst wird auf die Berechnung der Druckverhältnisse 

während des Füll- und Lagerungszustandes eingegangen: 

- Im Abschnitt 5.1.l werden die für die weiteren Berech

nungen relevanten Erkenntnisse einer Voruntersuchung 

dargelegt. 

Um aufzuzeigen, daß mit dem entwickelten FEM-Berechnungs

modell Problemstellungen aus dem Gebiet der Silostatik 

realistisch bearbeitet werden können, schließt sich 

eine vergleichende Gegenüberstellung der aus einer 

eigenen FEM-Berechnung ermittelten Spannungsverhält

nisse in Silozellen mit anderen, experimentell ge

wonnenen Daten an. 

- Es folgt der Abschnitt 5.1.3 mit einer Untersuchung 

über den Einfluß verschiedener Parameter auf den 

inneren Spannungszustand im Schüttgut. 

- Auf der Grundlage dieser Erkenntnisse werden dann im 

Abschnitt 5.1.4 die eigenen numerischen Ergebnisse mit 

den Janssen-Formeln und der DIN 1055, Bl. 6, Ausgabe 

Nov. 1964, verglichen. 

Im Abschnitt 5.2 wird auf die Berechnung der Druckverhält

nisse in Silozellen beim Beginn des Entleerens eingegangen. 
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5.1 Füllzustand 

Vor der eigentlichen Berechnungs- und Auswertephase 

wurde eine vergleichende Untersuchung durchgeführt 

mit dem Ziel, den Einfluß 

- der Diskretisierung des Silos (Elementanzahl) 

und 

- der Anzahl der einzufüllenden Schichten 

(Schichtenhöhe "h", vgl. Bild 4.9) 

auf die Ergebnisse aufzuzeigen. 

Für die anschließenden weiteren Berechnungen ergeben 

sich daraus die folgenden Erkenntnisse: 

- Diskretisierung: 

Die weiteren Berechnungen werden an dem in Bild 

5.1 dargestellten Elementnetz mit 199 Elementen 

und 126 Knoten durchgeführt. 

Zwar zeigten alle Berechnungen, daß die Druck

verhältnisse des Füllzustandes bereits mit einem 

wesentlich groberen Elementraster qualitativ gut 

beschrieben werden können - siehe als typisches 

Beispiel Bild 5.2 für den Horizontaldruck auf eine 

Silowand -, jedoch werden auch die Berechnungen 

für den Füllzustand an dem o.a. feinen Element

raster durchgeführt, da der Füllzustand die Aus

gangsbasis für die Berechnung des Entleerungsvor

gangs bildet - vgl. Strukturdiagramm Bild 4.16 -, 

bei dem wegen der zu erwartenden großen Änderun-
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gen der Spannungsgrößen und -orientierungen der 

Bereich um den Auslauf herum entsprechend fein 

diskretisiert werden muß, vgl. Abschnitt 4.1 . 4.2 

und 5.2 . 

Die Strecken a, b bzw. c, d in Bild 5.1 können 

der jeweiligen Silogeometrie, z.B. der Größe der 

Auslauföffnung, etc. beliebig angepaßt werden. 

- Schichtenhöhe "h": 

Vergleichende Berechnungen zeigen, daß die Anzahl 

der einzufüllenden Silogutschichten bzw. die 

Schichtenhöhe "h" keinen nennenswerten Einfluß 

auf die Größe und Verteilung der Verformungs- und 

Spannungszustände im Silogut hat, vgl. als 

Beispiel Bild 5.3: 

Nach allen Berechnungen lag der Horizontaldruck 

auf die Seitenwände beim schichtenweisen Filllen 

maximal 2 % über den Werten aus dem Füllen des 

gesamten Silos mit einer Schicht. 

Da der Einfluß des schichtenweisen Füllens auf 

die inneren Spannungsverhältnisse dera.rt gering 

ist, kann der gesamte Berechnungsablauf wesent

lich vereinfacht werden, indem im weiteren so 

vorgegangen wird, daß der Silo auf einmal mit 

einer Schicht gefüllt wird, die Schichtenhöhe "h" 

also gleich der gesamten Silohöhe "H" ist. 

Im übrigen gelten die Angaben des Abschnittes 4.1. 
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ph an der Silowand 
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s.1 . 2 ~e~g!eic~ ~i~e~e~ nu~e~i~c~er ~r~e~nis~e_mit_e~p~ri

mentell ermittelten Werten 

Durch umfangreiche Druckmessungen an zylindrischen 

Modellsilos kommt Frese llOSJ zu Angaben über Größe 

und Verlauf des horizontalen Fülldruckes auf die 

begrenzenden Silowände. 

Als Füllmaterial wird Quarzsand mit einer Körnung 

von 5 - 3 rcun (:;: Feinkies) und einer Wichte 

y = 14,51 lkN/m3J bei lockerer Lagerung verwendet. 

Der Wandreibungsbeiwert dieses Füllgutes wird von 

Frese zu ~ = 0,474 angegeben. 

Diese experimentell ~rmittelten Seitendrücke bieten 

sich für einen Vergleich mit den 'numerischen Ergeb

nissen einer eigenen FEM-Berechnung an, da zum einen 

die Parameter des Stoffgesetzes von Lade l 87J für 

einen locker g.elagerten Quarzsand bekannt sind 

- vgl. Tafel 1 mit den Angaben über den s.R.S. -

und zum anderen auch die Wichten y des von Frese 

verwendeten Füllgutes und des S.R.S. für den hier 

vorliegenden Fall der lockeren Lagerung praktisch 

identisch sind: y (Frese) = 14,51 lkN/m3J: 

y ( S • R. S • ) = 14, 3 l kN / m 3 j • 

Zwar ist zu beachten, daß sich die Parameter der 

Tafel 1 auf einen mittleren bis feinen Quarzsand 

beziehen, während bei Frese mit einem feinen 

Quarzkies gearbeitet wird, jedoch darf für diese 

beiden Materialien ein stoffgesetzlich ähnliches 

Verhalten erwartet werden. 
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Verlauf und Größe des horizontalen Wanddruckes aus der eige

nen FEM-Berechnung sind in Bild 5.4 den experimentell er

mittelten Werten von Frese ll05J gegenübergestellt: 

Das von vielen Verfassern - vgl. z.B. bei ll4, 106J -

durch Versuche und erstmals von Janssen llJ auch theore

tisch gefundene Ergebnis, daß die Drücke mit zunehmender 

Silotiefe einem Grenzwert zustreben, findet mit den 

Resultaten des hier entwickelten numerischen Berechnungs

verfahrens seine Bestätigung. 

Nach Bild 5.4 stimmen die rechnerisch ermittelten Hori

zontaldrücke sowohl im Verlauf als auch in der Größe gut 

mit den gemessenen Werten überein. 

Der von Frese ll05J angegebene Verlauf einer "möglichen 

Druckzustandslinie" mit der ausgeprägten Schwingung um 

die "Mittelwertkurve" konnte - zumal in der oberen Hälfte 

des Silos - in dieser Deutlichkeit nicht festgestellt 

werden; lediglich im unteren Bereich des Silos zeigt die 

Druckkurve leichtere Schwingungen und in Bodennähe einen 

Abfall des Horizontalarucks, der durch die Bodenreibung 

bedingt ist - vgl. dazu Abschnitt 5.1.3.1. 

Der rechnerisch ermittelte Verlauf des vertikalen Boden-
~--·----

druckes ist in Bild 5.5 dargestellt: 

Der mittlere Bod~ndruck ergibt sich daraus zu 

Pvm = 20,1 lkN/m2J, 

• 
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während Frese ll05J mit der experimentell bes t immten 

"Mittelwertkurve" nach Bild 5 .4 über die Gl eichge

wichtsbeziehung 

z 

P v m ( Z) = y · Z - ~ J pw d Z 

zu dem geringeren mittleren Bodendruck 

kommt. 

Diese Abweichung wird verständlich, wenn man di e Hori

zontaldruckverläufe in Bild 5.4 vergleicht: 

Da sich qer Druck ph aus der FEM-Berechnung - vor allem 

im Bereich der "Schwingungen" - etwas kleiner als bei 

Frese ll05 J einstellt, führt dies wegen der festen 

Kopplung µ = pw/ph zu geringeren Wandreibungskräften 

und somit aus Gleichgewichtsgründen zwangsläufig zu 

größeren vertikalen Bodendrücken p als bei Frese l l05 J . · vm 

Nach den Berechnungen mit dem FEM-Berechnungsmodell 

werden 26,1 % der Lasten aus dem Schüttguteigengewicht 

über Bodenpressungen und 73,9 % über die Wandreibung 

abgetragen; diese Wert e betragen bei Frese l l 0 5J 18, 8 % 

bzw. 81,2 %. Aufgrund von Messungen d es Bodendruckes 

von Motzkus lBJ an rechteckigen, mit Quarzsand gefüll

ten Silozellen mit ebenem Boden bei einem Wandreibungs

beiwert µ = 0,5 werden 33 % des Siloguteigengewichts 

vom S i loboden getragen. Das Ergebnis aus der FEM-Be

rechnung fügt sich somit gut in den durch e xperimen

telle Ergebnisse abgesicherten Rahmen ein . 
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Bild 5.5: Vertikaler Bodendruck pv nach eigener FEM-Berechnung 

und nach Frese ll05j 
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Zudem erhält man nach einem durch experimentelle 

Erkenntnisse begründeten Vorschlag [8], wonach 

im Füllzustand ein Horizontaldruckverhältnis 

gern. Gl. (2.7) zutreffend sei, für die vorlie

genden Verhältnisse dieses Beispiels einen 

>..-Wert von >.. = 0,33, · was sich gut mit dem aus 

den Ergebnissen der FEM-Berechnungen ermit

telbaren mittleren Horizontaldruckbeiwert von 

Am=~ 0,30 deckt, während sich dieser Wert 

bei Frese [105] zu Am= 0,42 ergibt. 

Als · Ergebnis dieses Abschnitts bleibt festzuhalten, 

daß mit dem in dieser Arbeit entwickelten FEM-Be

rechnungsmodell unter Verwendung des wirklich

keitsnahen Stoffgesetzes von Lade [87] die Spannungs

verhältnisse in Silozellen während des Füllzustandes 

sowohl dem Verlauf als auch der Größe nach zu

treffend ermittelt werden können. 

Parameterstudie 

Zu dieser Arbeit wurden :zylindrische Silozellen 

mit den unterschiedlichsten Geometrien nachgerechnet, 

von deneh im Rahmen dieser Darstellung nur einige 

wenige - exemplarisch für alle übrigen Geometrien -

betrachtet werden können. Die im folgenden aufge

zeigten prinzipiellen Erscheinungen sind jedoch 

charakteristisch für alle durchgeführten Berechnun

gen. 
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Wie in der Silodrucktheorie von Janssen l l J und in 

allen darauffolgenden Ansätzen (vgl . Abschnitt 2) 

wird auch in dieser Arbeit die Wandreibung wegen des 

Fehlens wirklichkeitsnäherer Wandreibungsgesetze • 
- speziell auch für körnige Schüttgüter, vgl. 

Abschnitt 3.1 . 2 - durch einen konstanten Coulomb'schen 

Wandreibungskoeffizienten berücksichtigt (vgl. 

Abschnitt 4 . 1.5.1), so daß die Wandreibungsdrücke und 

die horizontalen Seitendrücke in einem festen Ver

hältnis zueinander stehen. 

Um den Einfluß der Wandreibung auf das Spannungs

und Verformungsverhalten im Silogut zu studieren, 

sind Berechnungen mit unterschiedlichen Wandrei

bungskoeffizienten durchgeführt worden; die dabei 

aufgetretenen typischen Erscheinungen sollen anhand 

der Bilder 5.6 bis 5.12 erläutert werden : 

- In Bild 5.6 ist der Einfluß der Wandreibung auf 

den horizontalen Wanddruck ph an der Silowand 

dargestellt. Für den Fall der vollständig glatten 

Silowand (µ = 0,0) erhält man den bereits von den 

Grundbauberechnungen her bekannten linearen 

Horizontaldruckverlauf, vgl. Abschnitt 4.2.2; mit 

zunehmender Wandreibung weichen die Drücke immer 

weiter vön diesem linearen Verlauf ab und nähern 

sich den von Janssen l lJ beschriebenen exponen

tionalen Kurvenverläufen. Es zeigt sich deutlich, 

wie mit zunehmender Wandreibung der Horizontal

druck in größerer Silotiefe einem Grenzwert 

zustrebt. 
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Bei allen untersuchten Geometrien und Elementnetzen war 

in einem Abstand bis zu ca. 2r vom Siloboden eine 

"Schwingung" im horizontalen Druckverlauf zu registrie

ren. Diese Erscheinung ist dadurch zu erklären, daß mit 

wachsender Auflast nach und nach immer mehr in der 

Wandnähe gelegene Elemente dieses Bereichs bereits vor 

Aufbringung der gesamten Auflast aus dem Siloguteigen

gewicht die fp = n 1 - Bruchgrenze (vgl. Gl. 4.25) 

erreichen, was darauf hindeutet, daß in diesen Berei

chen die maximale Tragfähigkeit des Silogutes erreicht 

ist, so daß dort keine weiteren Tragreserven mehr vor

handen sind. Die zusätzlichen Lasten aus dem Eigen

gewicht müssen somit durch die nach Abschnitt 4.1.6 

durchzuführende f 0 -Umlagerung von anderen umliegenden ... 
Elementen aufgenommen werden, so daß es auch zu einem 

Anstieg des Horizontaldrucks ph kommt. Ein dera.rtiges 

Ansteigen des Horizontaldruckes in Bodennähe konnte bei 

zylindrischen Silozellen mit ebenem Boden u.a. bei 

Quarzsand auch experimentell bestätigt werden ll07J. 

Die anschließende Abnahme des Seitendrucks in unmittel

barer Bodennähe deutet auf den Einfluß der Bodenreibung 

hin, indem der Siloboden infolge der Bodenreibungs

kräfte einen Teil der Horizontalkräfte aufnehmen kann 

und die Wand in diesem Bereich somit entlastet· wird. 

- Bild 5.7 zeigt den Einfluß der Wandreibung auf den ver

tikalen Bodendruck. Während für den Fall der glatten 

Wand (µ = 0,0) das gesamte Eigengewicht des Silogutes 

durch den über den Querschnitt konstant verlaufenden 

Bodendruck p = p = 57,2 L' kN/m2J getragen wird, v vm 
nimmt bei zunehmender Wandreibung dieser mittlere 

Bodendruck wegen der Lasteinleitung von Vertikalkräften 

in die Silowände deutlich ab7 bei µ = 0,5 werden mit 

einem mittleren Bodendruck von p = 11,7 ~ kN/m2J nur vm 
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noch 20,5 % der Gesamtlast vom Boden getragen, während 

79,5 % über Reibung in die Silowände eingeleitet 

werden. Mit der nachfolgenden Tabelle Bild 5.8 wird 

verdeutlicht, wie sehr die Lastabtragung vom Wand

reibungsbeiwert µ beeinflußt wird. 

Neben dieser Auswirkung auf die Größe des mittleren 

Bodendrucks o ist auch ein deutlicher Einfluß der 
"'"vm 

Wandreibung auf den Verlauf des Bodendruckes zu ver-

zeichnen, vgl. Bild 5.7: 

Während bei µ = 0,0 der Bodendruck über den Querschnitt 

konstant verteilt ist, stellt sich bei µ * 0,0 ein Ver

lauf ein, bei dem der Bodendruck von einem Größtwert in 

der Symme trieachse aus wegen des zunehmenden Einflusses 

der Reibung zur Wand hin abnimmt; so beträgt bei 

µ = 0,5 der Bodendruck neben der Wand mit p d = v,wan 
9,4 lkN/m2J nur noch ca. 49 % des in der Silomitte 

vorherrschenden Druckes. 

Prozentualer Anteil 
am 

µ Pvm SchGttguteigengewicht 

[kN/m2J Pvm Pw 

0,0 57,2 100 0 

0,1 39,2 68,5 31,5 

0,2 28,4 49,7 50,3 

0,3 21,5 37,6 62,4 

0,4 17,2 30,1 69,9 

0,5 11, 7 20,5 79,5 

Geometrie und 
Parameter: 
vgl. Bild 5.6 

B~ld 5.8: Einfluß der Wandreibung auf das Verhältnis der 

Boden- und Wandreibungslast 
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- Infolge der Auflast aus dem Eigengewicht des Silogutes 

kommt es zu Setzungen im Material , vgl. Bild 5.9. 

Da das Silogut zur Rechenvereinfachung in einer Schicht 

-~ingebracht wird - vgl. Abschnitt 5.1.1 -, ergeben sich 

auch im Schnitt A bei der Höhenkote h = 400 (cm} Setzun

gen; bei dieser Vorgehensweise ist der Silo nach Been

digung des Flillvorgangs also nicht - wie es bei einem 

schichtenweisen Flillen der Fall wäre - exakt 4 [m] hoch 

geflillt. 

In Analogie zum Verlauf der vertikalen Drlicke kommt es 

im Fall der glatten Wand (µ = 0,0) zu gleichmäßigen 

Setzungen über den Siloquerschnitt, während sich bei 

wachsender Wandreibung eine absolute Abnahme der 

"mittleren" Setzung und eine relative Abnahme der Set

zung von der Symmetrieachse 'zur Wand hin feststellen 

läßt. Diese Erscheinung nimmt vom unteren Teil des 

Silos, wo die Wandreibung am ausgeprägtesten ist, zum 

oberen Teil hin ab. 

- Der Einfluß der Wandreibung auf den Spannungszustand im 

Inneren des Silogutes wird durch die Gegenüberstellung 

der Bilder 5.10 und 5.11 aufgezeigt. Dort sind die 

Linien gleicher Drücke (Isobaren) flir die gröriten und 

kleinsten Hauptspannungen zusammen mit den Richtungen, 

in denen diese Drlicke wirken, für die Fälle µ = 0,0 und 

µ = 0,5 aufgetragen; außerdem ist der Verlauf des ver

tikalen Boden- und des horizontalen Wanddrucks darge

stellt. Da die Drlicke in tangentialer Richtung in 

Verlauf und Größe annähernd identisch mit den Werten 

der dargestellten kleinsten Hauptspannung sind, wird 

auf eine gesonderte Wiedergabe verzichtet. 
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Für den Fall der glatten Wand (u = 0,0) werden d ie inneren 

Spannungsverhältnisse mit den Bildern 5.lOa und 5.lOb 

wiedergegeben : beide Hauptspannungen sind erwartungsgemäß 

in jeder Silotiefe über den Querschnitt konstant verteilt 

und wachsen linear mit der Tiefe an; sie wirken exakt in 

lotrechter bzw. waagerechter Richtung. 

Im Vergleich mit den Bildern 5. l la und 5. l lb wird die 

Veränderung dieses "gleichmäßigen" Spannungszustandes 

durch den Einfluß der Wandreibung (u = 0,5) offenkundig: 

beide Hauptspannungen verlaufen jetzt - vor allem in der 

unteren Silohälfte - ungleichförmig über den Querschnitt. 

Durch den Einfluß der Wandreibung weichen ihre Druck

richtungen zum Rand hin immer mehr von der lot- bzw. 

waagerechten Ausgangslage in der Silomitte ab . 

Die Drücke nehmen im oberen, von der Reibung weniger 

beeinflußten Teil des Silos gleichmäßig zu und erreichen 

bei ungefähr halber Silohöhe Spannungswerte, die nach 

unten fast konstant bleiben bzw. nur noch wenig anwach

sen; die Drücke erreichen also - wie in der Janssen

Theorie llJ vorausgesagt - mit zunehmender Silotiefe 

einen Grenzwert. 

Im Bereich bis zu ca. 2r über dem Boden sind wegen der 

weiter oben beschriebenen f 0 - Umlagerungen drastische ... 
Spannungsänderungen zu verzeichnen: 

Da das in diesem Bereich in ~andnähe gelegene Silogut 

bereits vor Aufbringung der gesamten Last aus dem Eigen

gewicht versagt, so daß die Spannungen hier nicht weiter 

anwachsen können, müssen andere Silogutbereiche diese 

Lasten zusätzlich aufnehmen, wodurch die Drücke über die 

Höhe 2r zur Silomitte hin stark ansteigen . 

• 
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- Diese Spannungszustände im Innern des Silogutes spiegeln 

sich auch in dem Verlauf des in den Janssen-Formeln 

(Gl. 2.5) und den nachfolgenden Arbeiten verwendeten 

Horizontaldruckbeiwertes A = ph/pv wieder, der in Bild 

5.12 dargestellt ist: 

Während dieser Wert A in der Silomitte (Bild 5.12a) von 

der Wandreibung kaum beeinfl~ßt wird, sind geringe Aus

wirkungen an der Wand (Bild S.12b) vor allem in der unteren 

Silohälfte festzustellen; auch für die A - Kurve zeigt 

sich in diesem Bereich die bereits für den Verlauf des 

Horizontaldrucks ph (Bild 5.6) festgestellte "Schwingung". 

Nach Bild 5.12 läßt sich der mittlere Am-Wert über den 

ganzen Silobereich für alle Reibungsbeiwerte zu Am = - 0,30 

angeben. 
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' 1 z :m: z :m 

4 4 

1 Li l.l = 0,5 )J = 0,0 Li = 0,0 

I 
3 3 \ 

Geometrie und ( Parameter: 

vgl.Bild 5. 6 

2 2 

1 

I 
1 / 

I \ 
0 0 

0 0' 1 0,2 0,3 Ph 0 0,1 0,2 0,3 "= -
Pv 

a) b) 

Bild 5.12: Einfluß der Wandreibung auf das Horizontal

druckverhältnis A = ph/pv 

a) in der Silomitte 

b) an der Wand 

= 0,5 

Ph "-= -
Pv 
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Da in den bislang üblichen Verfahren zur Bestimmung 

der Druckverhältnisse in Silozellen lediglich von 

den Gleichgewichtsbedingungen Gebrauch gemacht 

wird (vgl. Abschnitt 2), kann mit ihnen naturgemäß 

nicht überprüft werden, ob die Steifigkeit bzw. die 

Verformbarkeit der begrenzenden Siloseitenwände die 

inneren Spannungsverhältnisse im Silogut beeinflußt 

oder nicht. 

Mit dem in dieser Arbeit entwickelten Berechnungs

modell kann dieser Effekt untersucht werden7 die 

Vorgehensweise ist im Abschnitt 4.1.5.2 dargelegt. 

Mit dem Füllmaterial "locker und dicht gelagerter 

s.R.S." sind für verschiedene Silogeometrien bei 

technisch sinnvoll vorgegebenen Steifigkeiten der 

Silowände aus Stahl und Stahlbeton nach Gl.(4.56) 

die inneren Spannungszustände im Schüttgut ermittelt 

worden. Daneben wurden diese Berechnungen auch für 

eine unendlich steife Wand durchgeführt, indem die 

seitliche Verschieblichkeit der in der Wand liegen

den Elementknotenpunkte durch horizontale Auflager 

verhindert wurde. 

Beim Vergleich all dieser Ergebnisse zeigten sich 

zwischen den Spannungszuständen bei zugelassener 

Wandverformung und denen bei der unendlich steifen 

Wand keine nennenswerten Unterschiede. 

Daraus kann geschlossen werden, daß die Wandsteifig

keit - zumindest bei dem hier verwendeten Füllgut 

und den untersuchten exakt zylindrischen Silogeo

metrien - keinen Einfluß auf den inneren Span

nungszustand im Schüttgut und damit auf die 

horizontalen Wanddrücke ausübt. 
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Der Einfluß der Lagerungsdichte auf die Spannungs

verhältnisse in Silozellen soll anhand der Ver

läufe für den horizontalen Druck ph an der Silowand 

aufgezeigt werden: 

Bild 5.13 zeigt den Horizontaldruck ph an der Silo

wand für locker und dicht gelagerten Sacramento 

River Sand mit den Stoffparametern nach Tafel 1 

und den Wichten ylocker = 14 , 3 l kN/m3j und 

Ydicht = 16,6 JkN/m3 J· Bei prinzipiell gleichem 

Kurvenverlauf ergibt sich dabei für den dicht 

gelagerten Sand erwartungsgemäß eine Erhöhung des 

Druckes, die für den Höchstdruck ca. 16 % beträgt, 

was in etwa dem prozentualen Anwachsen von y 1 auf 

yd entspricht. 

Um zu untersuchen, ob diese Druckerhöhung allein durch 

das Anwachsen der Wichte von y1 auf yd zurückzu

führen ist, oder ob auch die für lockere und dichte 

Lagerungsart unterschiedlichen Stoffparameter da-

rauf einen Einfluß ausüben, wird in Bild 5.14 der 

Horizontaldruck ph an der Silowand mit den Para

metern für dichte (Kurve @ ) und locker~ 

(Kurve @) ) Lagerung, aber bei gleicher Wichte y d, 

aufgetragen. 
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z [rn] 

t 
20 

15 

10 

0 lockerer S.R.S 

e, = 0,87 

µ = 0,5 Y1 14.3 [kN/m 3 : 

5 
® dichter S. R.S 

ed 0,61 

yd 16 , 6 rk N / m 3 ~ 

0 
0 20 L.0 ph[kN/m2] 

Bild 5.13: Einfluß der Lagerungsdichte auf den Horizontal

druck ~ an der Silowand 
""n 



z [m] 

20 

15 

10 

5 

0 
0 

- 134 -

µ = 0,5 

20 L.O 

Geometrie: vgl. Bild 5. 13 

~@ in Bild 5.13 

CS) lockerer S.R.S 

e1 0,87 

aber: yd = 16,6 [kN/m 3 1 

Bild 5.14: Einfluß der Stoffparameter auf den Horizontal

druck ~ an der Silowand 
"'"n 

(y @= y@ = 16,6 lkN/m3 J 
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Beim Vergleich dieser Kurven zeigt sich, daß sich 

der Horizontaldruck bei dichter Lagerung (Kurve @ ) 
zu groß einstellt, falls - fälschlicherweise -

mit den Stoffparametern für lockere Lagerung ge

rechnet wird. 

Man erkennt den Einfluß der Stoffparameter: 

Beim Übergang von der lockeren zur dichten Lagerung 

führt die zwangsläufige Erhöhung der Wichte von 

y1 auf yd zu einer deutlichen Steigerung des 

Horizontaldrucks, die jedoch durch die Verwendung 

der Stoffparameter für die dichte Lagerung so abge

mindert wird, daß der Druck linear ~it dem Anstieg 

von y 1 auf yd um 16 % zunimmt. 

Aufgrund vergleichender Berechnungen mit dem FEM

Modell wird auch der mittlere Horizontaldruckbei

wert Am = ~/pv von der Lagerungsdichte des 

Silogutes beeinflußt; während sich z.B. f ü r die 

Geometrie des Bildes 5.13 der Am-Wert bei dem 

lockeren S.R.S. zu Am = - 0.30 einstellt, ergibt 

sich dieses Verhältnis bei dem dichten s.R.S. zu 

Am= - 0.27. 

5.1.3 . 4 Einfluß des Silodurchmessers 

Um den bei den numerischen Berechnungen beobach

teten Einfluß des Silodurchmessers auf den Hori zon

taldruck ph an der Silowand aufzuzeigen, wird auf 

die Bilder 5.6 und 5.13 zurückgegriffen, in denen 

die Horizontaldrücke für zylindrische Silozellen 

mit den Geometrien (in lcmj ) 

H1/r1 = 400/30 und H2/r2 = 2000/300 u.a. für locke

ren Sand bei einer Wandreibung von µ = 0.5 darge

stellt sind. 
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Für beide Geometrien ist die Silohöhe Hi so groß 

gewählt, daß sich für die betrachteten Horizontal

drücke bei zunehmender Silotiefe Grenzwerte ein

stellen, die wegen der sonst gleichen Verhältnisse 

direkt miteinander verglichen werden können. 

Es zeigt sich, daß die Größe des Seitendrucks wesent

lich vom Siloradius abhängig ist: 

H1/r1 = 400/ 30 

H2/r2 = 2000/300 

Ph, max = 4, 14 l kN/rn2 J 

Ph,max = 38,28 lkN/rn2J. 

Vergleicht man für diese beiden Geometrien die Hori

zontaldrücke ip gleichen Höhenkoten, so stellt sich 

heraus, daß das Verhältnis der Seitendrücke ph1/ph2 
fast linear mit dem Verhältnis der Radien 

r1/r2 = 30/300 = 1/ 10 zunimmt, der Seitendruck also 

fast linear abhängig ist vom Siloradius bzw. vom hy

draulischen Radius wegen A/U = r/2 bei zylindrischen 

Silozellen. 

Ein Einfluß der Silogeometrie auf den Horizontaldruck

beiwert A = ph/pv konnte nach den Berechnungen mit 

dem FEM-Modell nicht fest.gestellt werden; so ergibt 

sich z.B. für die Geometrien der Bilder 5.6 und 5.13 

bei µ = 0.5 für den lockeren Sand ein übereinstimmen

der mittlerer A-Wert von Am= - 0.30 ; vgl. dazu auch 

die Ausführungen über A in Abschnitt 5 .1. 2. 
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5.1.4 Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den 

Janssen-Formeln und mit DIN 1055, Blatt 6, 

~u~g~b~ ~ov. _!_9§_4 ___________ ~ _ 

Aufgrund der mit dem FEM-Berechnungsmodell gewonnenen 

Einblicke in die inneren Spannungsverhältnisse von 

zylindrischen, sandgefüllten Silozellep mit Wandrei

bung kann für den Füllzustand zur Gültigkeit der 

Janssen-Formeln, Gln. (2.5), und der darauf fußenden 

DIN 1055, Blatt 6, Ausgabe November 1964, Stellung 

genommen werden. 

a) Horizontaldruck ph an der Silowand 

Gemäß den Janssen-Formeln, Gln. (2.5), folgt der 

Horizontaldruck ~ an der Silowand einem exponen

tionalen Kurvenverlauf mit einem Grenzwert ph bei 

zunehmender Silotiefe. 

Diese grundsätzliche Aussage konnte mit allen 

Berechnungen des FEM-Modells bestätigt werden, vgl. 

z.B. die Bilder 5.6 und 5.1.3. Besondere Merkmale, 

wie z.B. der Einfluß der Bodenreibung auf den Hori

zontaldruck oder die durch f -Umlagerungen hervor-
p 

gerufene leichte "Schwingung" im Druckverlauf 

können mit der. Janssen-Theorie naturgemäß nicht 

erfaßt werden, haben aber andererseits auch keinen 

Einfluß auf die Größe des maximalen Horizontal

drucks ph. 

zwar können . die folgenden zur Herleitung der 

Janssen-Formeln getroffenen Voraussetzungen und 

Annahmen aufgrund der mit dem FEM-Berechnungsmodell 

gewonnenen Ergebnisse als nicht erfüllt gelten: 

- der vertikale Druck p verläuft nicht konstant 
V 

über den Siloquerschnitt, vgl. z.B. Bild 5.7 
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- die Spannungen pv und ph an der Silowand sind 

nach Bild 5.11 keine lot- bzw. waagerecht ge

richtete Hauptspannungen 

- das Verhältnis >. = ph/pv ist nach Bild 5.12 nicht 

eine über die gesamte Silohöhe konstant verlaufende 

Größe. 

Dennoch werden mit der Janssen-Formel 

p - g -A 
= µ · U (2.5e) 

zur Bestimmung des maximalen Horizontaldrucks ph 

an der Silowand die wesentlichen Aspekte richtig 

erfaßt: 

die Wichte y = p • g und - mit dem Verhä.l tnis A/TJ, 

das sich für zylindrische Silozellen zu A/U = r/2 

bestimmt - auch der Radius r gehen in diese Be

ziehung linear ein. Diese theoretisch gefundene 

Abhängigkeit wird nach Abschnitt 5.1.3.3 und 

5.1.3.4 mit den Ergebnissen des FEM-Berechnungs

modells bestätigt . 

Ebenfalls wird mit dem Faktor 1/ µ in der ,Janssen

Formel (2.5e) der nichtlineare Einfluß der Wand

reibung auf den maximalen Horizontaldruck ph richtig 

erfaßt: 

Dies wird mit dem Bild 5.15 gezeigt, in dem die 

normierten Verhältnisse 

y. A 
u 



- 139 -

mit ph aus FEM-Berechnungen für eine Variation von µ 

bei ansonsten konstanten Werten y = 14,3 l kN/ m3 j, 

A/U= 0, 15 l m J (vgl. Bild 5. 6) in Abhängigkeit von µ 

dargestellt sind; gleichzeitig ist die von Janssen 

gegebene Abhängigkeit 

[ __ P_h_A_ 

y·u 
=] µ 

als Funktion von µ aufgetragen. 

bzw. A y. -u 

10,0 

5,0 

0 

0 

µ 

+ 

Mithin 

0,1 0,2 

1\ 
A Y·.u 

0,3 

aus FEM - Berechnungen 

O,l 0.5 µ 

Bild 5.15: Abhängigkeit der normierten maximalen 

Horizontaldrücke ph und des Verhältnisses l / µ 

vom Wandreibungsbeiwert µ 

.. ' 
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Die Übereistimrnung der Werte aus der FEM-Berechnung 

und nach Janssen ist offensichtlich, so daß der 

nichtlineare Einfluß der Wandreibung auf den maximalen 

Horizontaldruck mit der Formulierung von Janssen 

zutreffend wiedergegeben wird. 

Da gemäß DIN 1055, Blatt 6, Ausgabe Nov.ember 1964, 

der horizontale Druckverlauf an der Silowand mit den 

Janssen-Formeln, Gln . . (2.5), zu bestimmen ist, gelten 

diese Ausführungen für die DIN gleichermaßen. 

Mit einem Vergleich der Horizontaldruckverläufe an 

der Silowand nach der FEM-Berechnung und na.ch der 

J .anssen-Theorie, Gl. ( 2. Sb), wird in Bild 5 .16 für 

die Geometrie und Parameter nach Bild 5 .13, Kurve @ , 
beispielhaft aufgezeigt, daß die Horizontaldrücke 

sowohl dem Verlauf als auch der Größe nach gut mit 

den Janssen-Formeln abgeschätzt werden können: 

für ein mittleres Horizontaldruckverhältnis 

A = 0,27, wie es sich gemäß den FEM-Berechnungen 

nach Abschnitt 5.1.3.3 für den dicht gelagerten 

S.R.S. einstellt, zeigt sich eine sehr gute Über

einstimmung zwischen den Ergebnissen nach der FEM

Berechnung und nach Janssen, während die Janssen-

. Theorie mit dem von der DIN 1055, Blatt 6, Ausgabe 

November 1964, vorgeschriebenen A - Wert von A = 0,5 

bis zum Erreichen des Grenzwertes ph höhere Hori

zontaldrücke als die FEM-Berechnung liefert. 
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Geometrie und Parameter : 

vgl. Bild 5.13@ 

FEM 

:\ = 0 , 5 ( 0 I N 10 5 5, B 1 . 6 ) 

;\ O, 27 (aus FEM-Berech-
nungen mit dich
tem S.R . S., vgl. 
Abschn. 5.1.3.3 .) 

Bild 5.16: Vergleich des Horizontaldrucks ph an der Silo

wand 

@ nach FEM 

@ nach Janssen 
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b) Vertikaldruck p über den Siloquerschnitt 
V 

Nach Janssen. l l J besteht zwischen den über den Siloquer

schnitt (vermeintlich) konstant verlaufenden Horizontal

und Vertikaldrücken die feste Beziehung 

1 = -X ( 2. 5d) 

wobei .A eine über die Silohö"'-: ..:: ' c;:onstante Größe sein soll. 

Bei diesem theoretisch gefundenen Ansatz macht die Be

stimmung des Wertes .A große Schwierigkeiten7 vgl. dazu 

die Ausführungen in Abschnitt 2.2. 

Wie jedoch in Abschnitt 5.1.3.1 mit dem Bild 5.11 aufge

zeigt wurde, sind die Horizontal- und Vertikaldrücke in

folge des Einflusses der Wandreibung vor allem in der 

unteren Silohälfte - also dort, wo die Grenzwerte P" 
V 

und ph auftreten, keineswegs gleichförmig über den Silo-

querschnitt verteilt. Auch das Verhältnis .A ist in diesem 

Bereich keine konstante Größe, sondern Schwankungen unter

worfen, die von der Silowand zur Symmetrieachse hin ab

nehmen, vgl. Bild 5.12. 

Zudem besteht nach Abschnitt 5.1.3.3 eine Abhängigkeit 

des >..-Wertes von der Lagerungsdichte, während .A nach 

Abschnitt 5.1.3.4 von der Silogeometrie nicht beeinflußt 

wird. 

Die Annahme von Janssen llJ, daß das Horizontaldruck

verhältnis .A eine konstante Größe sei, kann somit nicht 

bestätigt werden. 

Mit Gl. (2.5d) kann also lediglich eine Abschätzung des 

mittleren Vertikaldruckes p erfolgen, bei der man von vm 
Mittelwerten für ph und .A auszugehen hat. m m 
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Bei der Abschätzung von phm ist zu beachten, daß nach 

Bild 5.llb der maximale Horizontaldruck ph an der Wand 

zur Silomitte hin ansteigt. 

Die Mittelwerte A für den Sacramento River Sand können 
m 

nach Abschnitt 5.1.3.3 in Abhängigkeit von per Lagerungs-

dichte angegeben werden zu 

locker gelagerter S.R.S. 

dicht gelagerter S.R.S. 

0,30 

0,27. 

Wie bereits in Abschnitt 5.1.2 angedeutet, decken sich 

diese Werte ungefähr mit den nach Gl. (2.7) bestimmbaren 

A-Werten: 

µ 1 \j) "' ; 
! 

j nach Gl .(2 . 7) 
: 

für locker 1 

0 ,5 34° gelagerten 
1 0,33 S.R.S. nach Bild 4 .10 i 

1 
., 

l 
40° für di cht gelagerten 0,5 [ S.R.S . nach Bild 4 .10 

. 0,24 
1 i ---------· -·· -- - -- --·----

Auch Motzkusl8J kommt aufgrund von Messungen des Horizon

tal- und Vertikaldrucks an rechteckigen, sandgefüllten 

Silozellen zu dem Schluß, daß A näherungsweise mit der 

Gl. (2.7) abgeschätzt werden kann. 

Nach DIN 1055, Blatt 6, Ausgabe November 1964, hat die 

Ermittlung des maximalen Bodendruckes pv nach Gl. (2.5d ) 

zu erfolgen, wobei der Wert A nach der No rm unabhängig 

vom Wandreibungskoeffizienten µ und dem Winkel \j) der 

inneren Reibung für alle Schüttgüter einheitlich zu 

A = 0,5 anzusetzen ist . 
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Mit diesem Ansatz wird schon der mittlere Bodendruck 

p , der nach z.B . Bild 5.7 kleiner ist als der maximale vm 
Druck p in der Silomitte, zu gering ermittelt: 

V 

einerseits ist der mittlere, über den Siloquerschnitt 

konstante Horizontaldruck ~m größer als der Wert ph 

in Gl. (2.5d) , andererseits ist das mittlere Horizontal-

druckverhältnis \ mit \ = 0,30 bzw. \ . = 0,27 m m,locker m,dicht 
deutlich kleiner als der nach der DIN vorgeschriebene 

Wert \ = 0,5. 

So ergibt sich z.B. für die Silogeometrie nach Bild 5.6 

bei µ = 0,5 der maximale (und konstante) Bodendruck ent

sprechend der Norm mit ·"I\i = 4,29 l kN/m2 j nach Gl. (2.5e) 

zu pv = 4,29/0,5 = 8,58 l kN/m2 j, während schon der mitt

lere Bodendruck für diesen Fall nach Bild 5.8 mit 

Pvm = 11,7 lkN/ m2 j um 36 % über diesem Wert liegt; mit 

dem Mittelwert \ = 0,3, wie er sich für locker gelagerten m 
s.R . S. aus den FEM-Berechnungen ergibt, erhält man einen 

mittleren Bodendruck von pvm = 14,3 lkN/m2 j, vgl. Bild 5.17 . 

Mit diesem Bild wird deutlich aufgezeigt, wie vor allem 

in der Silomitte der tatsächliche Bodendruck deutlich 

über dem nach der Norm ermittelten Druck liegt. 

p [kN/m2J 
V 

FEM (vgl. Bild 5. 71 

® 
@ 

20 1-----.:... __ _ 
Silcmand 

10 
-~- - -------· · -

Janssen 
. -------------

0 _,_ ______ ..., ________ .,... __ ..,.. __ __,~~4„- r [cm) 

0 10 20 30 
Si loboden 

Bild 5 . 17: Vertikaler Bodendruck 

G) nach FEM 

~ nach Janssen 

Pv 

FEM 

/.... = 0,5 gemäß 
DIN 1055, Bl. 6, 1964 

/.... = 0 ,3 nach 
FEM-Berechnungen 
mit l ockerem S.R.S. 
vgl. Abschnitt 
5.1.3.3 
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Dieses auf der Basis von FEM-Berechnungen gefundene 

Ergebnis deckt sich auch mit den experimentell gewonnenen 

Erkenntnissen von Motzkus [8], der aufgrund von Messungen 

des Bodendrucks zu der Feststellung kommt, daß der ver

tikale Druck mit der DIN-Vorschrift rechnerisch zu klein 

ermittelt wird, und vorschlägt, abweichend von DIN 1055, 

Blatt 6, Ausgabe November 1964, mit einem kleineren 

A-Wert nach Gl. (2.7) zu rechnen. 

Als Ergebnis dieses Abschnitts ist für den Füllzustand 

festzuhalten, daß mit der DIN 1055, Blatt 6, Ausgabe 

November 1964, der Horizontaldruck an der Silowand sowohl 

dem Verlauf als auch der Größe nach realistisch abzu

schätzen ist, während der vertikale Bodendruck deutlich 

zu niedrig bestimmt wird. 
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Damit das Silogut aus dem Silobehälter ausfließen kann, 

muß die aus dem Druck des Eigengewichts herrührende 

"Vorspannung", die nach Beendigung des Füllvorgangs im 

Silogut vorhanden ist, im Bereich der Auslauföffnung 

abgebaut werden. 

Da das in dieser Arbeit verwendete Materialgesetz von 

Lade l87j das stoffgesetzliche Verhalten von Schüttgütern 

im Druckoktanten des Hauptspannungsraums bei statischen 

Problemstellungen beschreibt, kann der kinetische Vor

gang des Ausfließens mit dem hier entwickelten FEM

Modell rechnerisch nur so lange nachvollzogen werden, 

bis die Druckvorspannung aus der statischen Belastung 

abgebaut ist und das eigentliche Ausfließen unmittelbar 

bevorsteht. 

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen des Abbaus 

dieser Druckspannungen im Öffnungsbereich auf den 

inneren Spannungszustand im gesamten Schüttgut be

schrieben. Die rechentechnische Simulation dieses Vor

gangs ist im Abschnitt 4.1.4.2 dargelegt. 

In allen Berechnungen führt die Abnahme der Druckspan

nungen am Rand der Auslauföffnung - hervorgerufen durch 

inkrementelles Aufbringen der negativen Auflagerkräfte 

aus dem Füllzustand - dazu, daß in immer größeren Be

reichen des Silogutes Zugspannungen auftreten, die 

nach Abschnitt 4.1.6 umzulagern sind. Für das letzte 

Belastungsinkrement kann kein statischer Gleichgewichts

zustand mehr gefunden werden, was darauf hindeutet, daß 

das Silogut unmittelbar vor dem Ausfließen steht. 
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Die beobachteten typischen Erscheinungen derartiger Be

rechnungen werden mit den Bildern 5.18 und 5.19 anhand der 

Isobaren und der Druckspannungsverläufe an der Silowand 

und am Siloboden aufgezeigt; dazu wird auf die Geometrie 

und Parameter des Bildes 5.6 zurückgegriffen. 

Um die Veränderungen des inneren Spannungszustands im Silo

gut während des inkrementellen Abbaus der Druckspannungen 

im Öffnungsbereich übersichtlich und chronologisch aufzu

zeigen, werden aufeinanderfolgend die Spannungszustände nach 

Beendigung des Füllvorgangs (Bild 5.18a, 5.19a, identisch 

mit Bild 5.lla, 5.llb), .nach Abbau der halben Druckspannungen 

(Bild 5.18b, 5.19b) und nach fast vollständigem Abbau der 

Druckspannungen im Öffnungsbereich (Bild 5.18c, 5.19c) 

dargestellt. 

Die Bilder 5.18 und 5.19 zeigen deutlich, wie sich der innere 

Spannungszustand bei Abnahme der Druckspannungen im Aus

laufbereich verändert: 

Die nach Beendigung des Füllvorgangs vorhandenen verti

kalen und horizontalen Druckspannungen in den über der 

Öffnung befindlichen Silogutbereichen nehmen über eine 

gewisse Höhe hin ab und lagern sich zum Eckbereich hin 

um, so daß dort die inneren Druckspannungen deutlich 

anwachsen . Weiter oben gelegene Silogutbereiche werden 

von diesen Umlagerungsvorgängen überhaupt nicht be

troffen; die Spannungsgrößen dort behalten ihre Werte 

gegenüber dem Füllzustand unverändert bei. 

Die Richtungen der größten und kleinsten Hauptspannungen 

ändern sich im Öffnungsbereich während des Entleerungs

beginns: die größte Hauptspannung schlägt von der ver

tikalen Richtung des Füllzustands in die horizontale 

beim Entleerungsbeginn um. 
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Die Spannungsumlagerungen wirken sich auf den Verlauf 

des vertikalen Bodendrucks und des horizontalen Wand

drucks so aus, daß im Vergleich zu den Drücken aus dem 

Füllzustand ein starkes Anwachsen dieser Drücke im Eck

bereich zu verzeichnen ist. 

Während des eigentlichen Ausf ließvorgangs werden sich diese 

Erscheinungen zu weiter oben hin gelegenen Silogutbereichen 

fortpflanzen. 

Als E.influßparameter auf den inneren Spannungszustand in

folge des Druckabbaus im Öffnungsbereich sind die Wand

reibung (µE = 0,4; 0,3; 0,2; 0,1) und der Auslaufradius 

(z.B. für die Silogeometrie nach Bild 5.18 die Auslaufradien 

ra = 5; 10; 15; 20 lcmj) untersucht worden: 

Der Öffnungsradius hat einen großen Einfluß auf die Ver

änderung der inneren Spannungsverhältnisse im Silogut; 

bei kleineren Öffnungen sind zwar ebenfalls die oben be

schriebenen Umlagerungsvorgänge zu beobachten, jedoch 

sind die Spannungserhöhungen in diesem Fall mehr auf die 

inneren Silogutbereiche beschränkt und klingen zum Rand 

hin infolge der Pufferwirkung des dazwischenliegenden 

Silogutes ab; die Horizontaldrücke an der Wand und die 

vertikalen Bodendrücke wachsen nicht so stark an wie bei 

größeren Auslaufradien. 

- Da die Spannungszustände im Silogut mit dem hier beschrie

benen Berechnungsmodell wegen der stationären Grund

gleichungen lediglich bis zum unmittelbar bevorstehenden 

Ausfließen beschrieben werden können und größere Bewe

gungen im Silogut somit nicht eintreten, zeigen sich für 

verschiedene Wandreibungskoeffizienten µE erwartungsgemäß 

kaum Veränderungen bei den Spannungsumlagerungen. 
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Es bleibt festzuhalten, daß der vor dem Ausfließen statt

findende Abbau der Druckspannungen im Auslaufbereich zu 

deutlichen Spannungserhöhungen im Silogut filhrt, die sich 

in Abhängigkeit von der Größe des Öffnungsradius bis zur 

Silowand hin mit entsprechendem Anstieg des horizontalen 

Wanddrucks -auswirken können. 
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6. Zusammenfassung und Ausblick 

Mit einem Überblick über die derzeit üblichen Verfahren 

zur Bestimmung der Druckverhältnisse in Silozellen 

während des Füll- und Ausfließvorgangs wird aufgezeigt, . 
daß in den bisherigen Theorien wegen der mangelnden 

Kenntnis über zutreffende Stoffgesetze lediglich von den 

Gleichgewichtsbedingungen und zusätzlichen vereinfachenden 

Annahmen ausgegangen wird. 

Im. Gegensatz zu diesen herkömmlichen Methoden wird in 

der vorliegenden Arbeit unter Verwendung eines wirklich

keitsnahen Stoffgesetzes von Lade l87J für kohäsionslose 

Silogüter der vollständige Gleichungssatz der Kontinuums

mechanik, bestehend aus Gleichgewichtsbedingungen, 

Kompatibilitätsbedingungen und konstitutiven Beziehungen, 

zur Berechnung von Silodrücken verNendet. 

Ausgehend von diesem Gleichungssatz wird ein auf der 

Finiten Element Methode basierendes numerisches Berech

nungsmodell entwickelt, wobei das resultierende nicht

lineare algebraische Gleichungssystem mit einem ge

mischten inkrementell-iterativen Verfahren gelöst wird. 

Dazu wird für das nichtassoziierte elasto-plastische 

Stoffgesetz von Lade l87J eine Matrizen-Formulierung 

entwickelt, die das nichtlineare Spannungs-Dehnungs

verhalten von kohäsionslosen Sanden unter beliebigen 

dreidimensionalen Druckbeanspruchungen beschreibt . 

Neben dieser physikalischen Nichtlinearität werden in 

dem Berechnungsmodell die Bedingungen berücksichtigt, 

daß für das in dieser Arbeit betrachtete Silogut eine 

Bruchgrenze vorliegt und Zugspannungen auszuschließen 

sind. Außerdem werden Kräfterandbedingungen erfaßt, mit 

denen die Einflüsse aus der Reibung des Silogutes an 

den begrenzenden Seitenwänden beschrieben werden. 
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Bei den mit diesem Berechnungsmodell zu dieser Arbeit 

durchgeführten Siloberechnungen wird zwischen dem Füll

und Lagerungszustand und dem Entleerungsvorgang unter

schieden. 

Zum Problemkreis "Berechnung der Fülldrücke in Silo-. 
zellen" wird anhand eines Vergleiches eigener numerischer 

Ergebnisse mit experimentell ermittelten Werten aufge

zeigt, daß die Spannungsverhältnisse in gefüllten Silo

zellen sowohl dem Verlauf als auch der Größe nach mit 

dem hier entwickelten Berechnungsmodell zutreffend 

ermittelt werden. 

Mit einer vergleichenden Untersuchung werden die Ein

flüsse verschiedener Parameter, wie Wandreibung, Wand

steifigkeit, Lagerungsdichte des Silogutes und Silo

radius auf die Größe und Verteilung der Verformungen 

und Spannungen im Inneren des Silobehälters und an den 

Boden- und Wandbereichen dargestellt. 

Die dadurch gewonnenen Einblicke in die inneren Spannungs

verhältnisse des Silogutes ermöglichen einen Vergleich 

mit den Janssen-Formeln l lJ und der darauf fußenden 

DIN 1055, Blatt 6, "Lasten in Silozellen", Ausgabe 

November .1964: 

Die Größe des maximalen Horizontaldrucks an der 

Silowand wird mit der Janssen-Theorie bzw. mit 

der DIN 1055, Blatt 6, richtig ermittelt, während 

der Verlauf dieses Drucks über die Behälterhöhe 

abweichend von der Norm besser mit dem kleineren 

Horizontaldruckverhältnis A nach Ohde l 9 J bestimmt 

werden sollte. 
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Der vertikale Bodendruck ergibt sich mit den Vor

schriften der Norm deutlich zu niedrig. Zur richti

gen Erfassung eines mittleren vertikalen Boden

drucks sollte auch hier - ausgehend von einem mitt

leren Horizontaldruck - der gegenüber der Norm 

kleinere A-Wert nach Ohde l9J verwendet werden. 

Die Ermittlung der Spannungs- und Verformungszustände 

im Silogut während des Füll- und Lagerungszustandes 

bildet die Ausgangsbasis für die nachfolgenden Berech

nungen des kinetischen Ausfließvorgangs. 

Zu diesem Problemkreis wird aufgezeigt, wie der Abbau 

der Druckspannungen am Rand der Auslauföffnung beim 

Entleerungsbeginn zu deutlichen Spannungserhöhungen im 

eingelagerten Silogut führt, die sich bis zur Silowand 

hin mit entsprechendem Anstieg der Wanddrücke auswirken 

können. 

Die hier für das Silogut "kohäsionsloser Sand" durch

geführte Untersuchung läßt sich ohne weiteres auch auf 

andere Silogüter ausdehen; dazu müßten durch entsprechende 

Versuche an Triaxialgeräten die jeweiligen Stoffpara

meter für das Gesetz von Lade l87J bereitgestellt werden. 

Desweiteren sind konstitutive Beziehungen für solche 

Silogüter zu entwickeln, bei denen weitere stoffge

setzliche Einflußgrößen, wie z.B. viskoelastische 

Effekte, von Bedeutung sind, z.B. für Gärfutter. 

Neben den in dieser Arbeit untersuchten exakt zylindri

schen Siloformen sollten Silogeometrien mit unvermeid

lichen, herstellungsbedingten baulichen Imperfektionen, 

wie sie sich z.B. beim Gleitverfahren für Stahlbeton

silos ergeben können, untersucht werden, da eine Ab

weichung von der geometrisch exakten Silogeometrie zu 

höheren Horizontaldrücken führen kann ll08, 109J. 
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Auch sollten andere Silogeometrien, wie z . B. zylin

drische Silos mit zentrischen und exzentrischen Trichtern, 

in die Untersuchungen mit einbezogen werden. Daneben 

ist der Einfluß von Einbauten auf die Spannungsverhält

nisse zu studieren. 

Desweiteren ist das vorliegende Berechnungsmodell in 

Hinblick auf die Beschreibung des vollständigen kine

tischen Entleerungsvorgangs zu erweitern. Der benötigte 

Gleichungssatz lllO, lllj besteht aus den Bewegungs

gleichungen nach Cauchy, einer Beziehung für die Ver

zerrungsrate und einer konstitutiven Beziehung, mit der 

neben den üblichen Gleichgewichtsspannungen eines 

elasto-plastischen Stoffes zusätzlich dissipative Span

nungen aus der Bewegung erfaßt werden können l ll2, 113J; 

siehe auch die Literaturhinweise in lll4J. 

Für diese Berechnungen zum vollständigen kinetischen 

Entleerungsvorgang eines Silos können - wie schon bei 

den hier durchgeführten Untersuchungen zum Entleerungs

begin~ - die in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse 

und Ergebnisse zum Füllzustand die Ausgangsbasis bilden. 
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Anhang A -1-

Darstellung der Mohr-Coulomb-Bruchbedingung für k ohäsions

loses Material in der Triaxial- und Deviatorebene 

(vgl . Abschnitt 3.2.2) 

Im Schnitt der Pyramide mit der Ebene, die von den Achsen 

a3 und .fl cr 1 = 12'a 2 aufgespannt wird (Bild Al), zeigen 

sich zwei Schnittkanten der Pyramide, nämlich die Geraden 

d3 
1 . o, (a, > 0 2 >o3 l = 

../2 m 

und 

d3 
1 m . a, (d3 > d2 >C11) = 

Yl 

Nach Bild A2 erscheinen die Strecken AB und AC in der Devi

a torebene in wahrer Länge. Mit den Vorwerten a, ß, y und 

AD nach Bild Al bestirrunen sich AB und AC für einen Deviator

abschni tt crl = cr2 = Ö3 wie folgt: 

AB AD · tan ( y ßl AB m - 1 {6. -= - =:;> = a, 
m+2 

2 sin 'P ../6. ö, = 
3 -Sinlj) 

Ac AD · tan (ß - a l AC 
m - 1 

{6. ö, = =:;> = 
2m + 1 

= 
2 sin 'P "°· a, 3+sin'P 

Wegen der 6-f achen Symmetrie genügt zur vollständigen Dar

s te 11 ung ein Ausschnitt, wie z.B. der Sektor zwischen den 

Achsen 2/3 r;-; und - 2/ 3 rcr.;· in Bild A2. 



- 179 -

t:f" 

D 

Anhang A -2-

1 + sin 1.() 
m = 

1 - sin 1.() 

a = arctan (-1- · - 1 ) 
{2 m 

ß = arctan ( Jz ) 
y = arctan (-1- . m) n: 

-
= o, . -13 

Bild Al: Pyramide nach Mohr-Coulomb in der Triaxialebene 
0 

ä 1 = cr 2 = cr 3 für \.j) = 3 0 ===> m = 3 

Bild A2: Mohr-Coulomb Pyramide in der Deviatorebene 

für 4) = 30° 
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Anhang A -3-

Ein beliebiger, aus den Komponenten der Hauptspannungen ge

bildeter Ortsvektor ? im dreidimensionalen Hauptspannungs-

raum läßt sich immer so zerlegen, daß eine Komponente q in 

Richtung der Äq1:1isektrix weist, während die dazu Senk

rechte p in der Deviatorebene liegt (Bild A3). 

2 

/ 
/ 

,L--
1 

1 

1 

1 

1 

1 

3 

cos a. = 1 / -f3 

-Bild A3: Zerlegung des Ortsvektors r 

Der Abstand der Deviatorebene vom Koordinatenursprung wird 

durch den Betrag 

lq l = (Al) 

gegeben~ der Vektor~ in der Deviatorebene läßt sich z.B. 

in Polarkoordinaten durch den Betrag 

1p 1 = 

und den Winkel 

cos 3 8 = 

,/fü 
2 

3 J 31 
-13 T J'3t2 

2 

(A2) 

( A3) 
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Anhang A -4-

festlegen, vgl. Bild A4. In diesen Gleichungen ist I 1 die 

erste Invariante des Spannungstensors, während I~ und I~ 
die zweite bzw. dritte Invariante des Spannungsdeviators 

bedeuten. 

Bild A4: Festlegung des Vektors p in der Deviatorebene 

Aus Gl. (A3) läßt sich mit 

b = 

ein Ausdruck herleiten, der in der Bodenmechanik häufig 

zur Erfassung des Einflusses der mittleren Hauptspannung 

cr 2 bei cr 1 > cr 2 > cr 3 verwendet wird, vgl. z.B. Bild 3.15b. 

(A4) 
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Anhang B -1-

Bestimmung der Proportionalitätsfaktoren ßA und ßA für 
c p 

plastisch-kontraktives und-expansives Fließen 

(vgl. Abschnitt 4.1.3.1, Gl. (4.22) und Gl. (4.29)) 

a} Plastisch-kontraktives Fließen 

Aus der Fließregel (4.19) erhält man 

= llf. c 

Nach Hill ll02J gilt: = Cf 

Die Elimination von ßEc führt zu 

= 
Q. 

Mit 

= I~ + 2! 2 ( 4. l Ba) 

bzw. 

2 2 2 2 
20,; 20~3 ( 4. l 8b) fc = o,, + 0 22 + 033 + 20,2 + + 

ist 

atc: (Q l ..Q. = 2 f c 
a.Q. 

so daß sich für ßAc folgender Ausdruck ergibt: 

= (4.22) 
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Anhang B -2-

In Analogie zum plastisch-kontraktiven Fließen erhält 

man unter Einführung des plastischen Potentials g 
p 

= 

Mit 

= . r 
3 (4 .. 26) 

ergibt sich 

~ • d = 3 9p + rn . 'Tl 2 . ( ~)m I3 
aQ r, 

und daraus 

6 A. p 
6. Wp 

= 
3 gp + rn . 112 . ( ~)m r3 

I 1 

(4.29) 
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Anhang C 

Herleitung des plastischen Potentials für plastisch

expansives Fließen 

(vgl . Abschnitt 4.1.3.1, Gl. (4.26)) 

Für das plastisch-expansive Fließen gibt Lade die 

Belastungsfunktion 

= I ~ - 27 · I ~ 

bzw. 

0 = I 3 • Im - 27 · Im· I - f · I 
1 1 1 3 p 3 

(4.24) 

Mit den experimentell abgesicherten Erkenntnissen l87j, daß 

für das plastische Potential g (cr) dieselbe Funktion wie für 
p-

die Fließfläche f (cr) zugrunde gelegt werden kann und daß 
p-

zudem für jeden Spannungszustand .2.. der Wert des Potentials 

g (cr) kleiner ist als der zugehörige Wert f (cr), erhält 
p- p-

Lade durch Substitution von f durch die rein empirisch 
p 

bestimmte Funktion n 2 bei sonst gleichen Verhältnissen: 

Mit 
h 

rm 1 
= 

erhält man so 

h = 

9p = 

I ~ . I ~ - 27 · I ~ · I 3 - iJ 2 ( f P l · I 3 

I ~ - ( 27 + iJ 2 • Im l · I 3 
1 

(4.26) 
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Anhang DO 

Vektoren ~~' ~~ für den dreidimensionalen Spannungszustand 

(vgl. Abschnitt 4.1.3.2) 

Der Tensor 

t:.a,, t:.0,2 60,3 

' ' ' t:.o = li.O 22 60 23 

' syrnrn. ' '6033 

wird geordnet zum Vektor 

ßa 11 

60 22 

LQ 
Ld33 

= 
.6.o 12 

6023 

ßo 13 

Analog 

Le:,, 

Le:22 

6~ 
LE33 

= 
Le:12 

6223 

6c: 13 
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Anhang Dl 

Elastische Stoffmatrizen l D8 j, lDeJ-l 

(vgl. Abschnitt 4.1.3 . 2) 

= E(l - v ) 
( 1 + v ) ( 1 - 2v ) 

0 0 0 

0 0 

1 ""' 1 

1 ""' 

0 . 0 0 

1 

! 1 "-. . 1 

1 
1 - 2v 
2(1-v ) O O 

r---____,1r--- symm . --+--------'1'..---" ____ _____, 

1 l-2 v 
i 2( 1-v ) 0 

1 ' 

I"" i 

i 
1 

1 

1 

i 
1 

j 

j 

i 
1 

1 

""' 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
i 

! 

""' 

f 

1 

-\) - \) 

1 
0 

1 

1 1 -v 0 

"" !""' 1 1 0 

1 ~ 
""' 1 2(1 + v) 

symm . 
""' 

1 1 

E Elastiz i tätsmodul 
v = Po i sson- Zah l 

' 1 - 2v 
2(1-v ) 

" 

0 0 

0 0 1 

0 0 

! 

1 

0 1 

0 1 

l 
' 

'"" 
1 
1 

: 
2( l+ v ) 0 

""' ~ 
2(l+ v) 

"' 
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Bestimmung von 

(vgl . Abschnitt 4.1.3.2, Gl. (4.40)) 

Aus 

fc = I~ + 2 · I 2 ( 4. l 8a) 

bestimmt sich a zu 

= { :: c } 
atc ~ at aI 2 } 

.9. = {-ar, + _c 
aQ aI 2 a.Q. 

= (2 (M, ] + 2 ( M2 J] Q. 

mit den Matrizen lM1 j und lM2 j nach Anhang DS. 

Der Vektor a - er3ibt sich dann zu 

2 0 0 

2 0 

2 

a 
-

symm. 

0 0 

0 0 

0 0 

4 0 

4 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

01 l 

022 

0 3 3 

012 

1 

H 
L:J 
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bzw. zu 

2 011 

2 022 

2 033 

a = 
4 012 

4 023 

4 013 
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Best imrnung von b 

(vgl . Abschnitt 4.1.3.2, Gl. (4.41)) 

Die Gleichung des plastischen Potentials g für das olastisch-
p " 

expansive Fließen lautet 

= 

Damit erhält man 

b = 

I 3 27I _'Yl · .r-m.r 
1 - 3 'I 2 1 3 

= { agp . 
a r, 

aI, 
-- + 

a.Q. 

Mit den Ausdrücken für A und B 

A · I 1 = ~ ar, = 2 I 3 
3 I 1 + m · 112 · "fi1l+T 

1 

- B = = - ( 27 + 112 . Im 
1 

(4.26) 

und den Matrizen lM1 j und lM3 j nach Anhang DS ergibt sich 

schließlich 

b = 

oder 
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~A B B 
0 8023 0 

~ 
A - 2 033 . A.- 2 022 01 l 

I~ A 8 
0 0 8 01 3 A - z 01 1 

'-.... 
022 

b = 

A 801 2 0 0 
~ 

symm . ""-

033 

803 3 - 80 1 3 - 8 023 012 

""-
~ 

8011 -8012 023 

"" I"-.. 8022 

""" 
01 3 
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Bestimmung von ~ = { aa~ } 

(vgl. Abschnitt 4.1.3.2, Gl. (4.48) 

Die Gleichung der Belastungsfunktion filr das plastisch

e xpansive Fließen lautet 

= 

Damit erhält man 

c = 

I !3 • ml 
1 

I ! - , l 
3 - 27 • I m 

1 (4.24) 

Mit den Ausdrücken filr a und ß 

a. . I = 
1 

- ß = 

Bfp 
ar , = 

= 

(3+m) . r!-1l '.r(2+ml_ 27. m .r !m-1) 
3 1 1 

_ I ! J • ml • ! -2 l 
1 I 3 

und den Matrizen lM1 J und lM3 J nach Anhang DS ergibt sich 

schließlich 

c = 

oder 
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~ ß ß 0 8 02 3 0 a a -2 o 33 a -2022 

~ 
01 1 

! 
~ s 0 0 ßo 1 3 a a - 2 011 
~ 

! 
1 

0 2 2 1 

1 
1 

c = 

~ 
0 0 a~ 8 0 1 2 

symm . I~ 
(303 3 -80 1 3 - ß023 

1 
1 

' 
0 33 1 

1 

01 2 

~ 

I""' 
ß o 1 1 - ß o 1 2 0 2 3 1 

""' i""' 60 2 2 01 3 

~ • 
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Bestimmung der Vektoren {~} ' ag_ 

{ a l i } 1. Der Vektor ao bestimmt sich aus 

I1 = cr i i + cr 2 2 + cr 3 3 zu 

c I1 
acr1 l 

~ 11 
acr2 2 

011 
d<J3 3 

0 

0 

0 

1 
=~ 

bzw . zu 

""' 1 1 1 
......... 

l" 1 

""' 
1 

"" 1 

symm . 

""' 

Anhang 05 -1-

{~} ' . aQ. 

0 0 0 C11 l 

0 0 0 C122 

0 0 0 033 

"" o~ 0 0 01 2 

~ 

0""' 
0 

"" o~ 
1 

B i 
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ar 
2. Der Vektor { acf-} bestimmt sich aus 

zu 

ar2 
3011 

~o -1 -1 0 0 0 
""-

011 

ar 2 
0022 

I" -1 0 0 0 
0 ""-

022 

ar 2 
d033 

I"--. o 0 0 0 
~ 

033 

ar 2 
0012 

= I"' 2 0 0 symm. ~ 
0'1 3 

ar 2 

0023 '""' 2""' 
0 

1 

0'2 3 

()I 2 

3013 
" 2 

""' 
01 3 

bZ\'/. ZU 
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3. Der Vektor { ~~3 } bestimmt sich aus 

zu 

Cl I 3 

0011 
~o 1 1 0 0 

""' 
2 03 3 7cr22 -023 0'11 

Cl I 3 

Clo 2 2 

~o 1 0 0 

""' 
2cr1 l . -01 3 0'22 

oI 3 

00'3 3 

Cl I 3 

Clo l 2 

= 

I""' 
0""" 

-012 0 0 

1"'-
-03 3 cr1 3 0'2 3 symm. ""'-

0 3 3 

(J 12 

Cl I 3 

00'23 ""' -01 l 0'1 2 

""'-
(J 2 3 

0!3 
d0'1 3 ""' -0'22 

""-
a 1 3 

bzw. zu 
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Ermittlung von A und A c p 
(vgl.Abschnitt 4.1.3.2, Gl. (4.46) und Gl. (4.47)) 

·~~~~~~~-

l. 

= 
af C A 
-uW aw c 

c 

(4.46) 

Mit der Beziehung 

= (4.21) 

wobei der Druck Pa= l lkp/cm2J nicht mit angeschrieben wird, 

erhält man 

Mit ~A nach Anhang B c 

= 

folgt daraus schließlich 

= 

f , - p 
c 

c . p 

2 f 2 - p 
c 

c . p 
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2 . 

= (4 . 47) 

Mit der experimentell bestimmten Beziehung 

(4.31) 
= 

- der Druck pa = 1 lkp/cm2J wird nicht angeschrieben -

folgt 

= 
1 

f · (---b) 
P q . wp 

und wegen t:. .>.. p nach Anhang B mi_t 

= 

erhält man schließlich mit Gl. (4.34) 

= ---) 
wp . peak 
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Herleitung der elasto~plastischen Stoffmatrix lDecpJ 

(vgl. Abschnitt 4.1.3.2, Gl. (4.53) 

Die Ausgangsgleichungen lauten (vgl. Gl. (4.51) 

= 

0 = 

0 = 

(D7.l) 

(D7 .2 ) 

(D7.3) 

Multiplikation der Gleichung (D7.l) mit ~T · lDeJ bzw. mit 

~T · lDeJ und Elimination von A~ durch Gleichung (D7.2) bzw. 

(D7.3) führt zu zwei Gleichungen für die beiden Unbekannten 

AA und AA , die als Lösung liefern: c p 

wobei 

und 

Cl. T 
-P 

= 

= 
Q T • (Oe] • Q . C T 

Ap + f..T ·[De] . .Q_ 

[ De:l • .9.. I 

I 



wobei 

T 
Cl c = 

- 199 -

Anhang D7 -2-

.f.T. [Oe). _Q • g_T 

Ac ... ..9.T • [De] • ..9. 

Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in Gleichung (D7.l) erhält 

man die gesuchte Spannungs-Dehnungs-Beziehung: 

60 = (4.52) 

mit der elasto-plastischen Stoffmatrix 

(4.53) 
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Volumenmaße der Bodenmechanik 

Bei Schüttgütern ist die Dichte im spannungslosen Zustand 

ein wesentlicher Parameter zur Kennzeichnung des Spannungs

Dehnungsverhaltens; für diese Dichte sind in der Literatur 

unterschiedliche Definitionen gebräuchlich, die hier kurz 

zusammengestellt sind. 

Vp 

Porenanteil (porosity, voidage): 

V8 : Gesamtvolumen 

VK: Kornvolumen 

VP: Porenvolumen 

n = 

Pore nzi f fer (void ratio, pore numbe r): e = 

VG 
V = 

VK 
"Spezifisches Volumen" nach l37 J 

VK 
w = 

VG 
"Volumenverteilung"nach lll2j 

n e V w 

e V - 1 1 n = n I -w + e V 

e n 1 1 - w = I - e V -n w 

V 
1 1 + 1 = I e V - ' - n w 

1 -
1 1 w = n I - w + e V 
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Grundbegriffe der Plastizitätstheorie l l02, 103 j 

In der vorliegenden Arbeit wird ein Werkstoffverhalten als 

plastisch bezeichnet, wenn wegen bleibender Verformungen 

bei Entlastung der Zusammenhang zwischen den Spannungen O·. 
1. J 

und Dehnungen s .. nicht mehr durch eine eindeutige Gesetz-
1. J 

mäßigkeit ausgedrückt werden kann (Bild Fl) . 

Die · aufgebrachte Deformationsenergie ist nicht mehr voll 

wiedergewinnbar . Irreversible Energieanteile treten in Er
scheinung. 

0 

l bleibende l 
i Verformung 1 

e: 

Bild Fl: Plastisches Materialverhalten 

Elastische und plastische Bereiche werden durch eine 

Fließgrenze bzw. -bedingung (yield function,-criterion) 

voneinander getrennt. 
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Im einfachen Fall der einachsigen Beanspruchung eines ideal 

elasto-plastischen Materials setzt stationäres Fließen ohne 

Dichteänderung ein, wenn die Spannung cr den kritischen Wert 

k (der als Verfestigungsparameter bezeichnet wird) erreicht 

hat (Bild F2) . 

Bild F2: Ideal elasto-plastisches Materialverhalten 

Die Fließgrenze bzw. -bedingung für diesen Fall ist 

t (cr) = k 

bzw. 

F {t(cr),k} = 0 

Im mehrachsigen Fall hat man statt der Spannung cr den 

Spannungstensor cr .. zu betrachten. 
l. J 

Analog zu (Fl) bzw. (F2) gilt dann 

t ( cr · · ) 
lj = k 

bzw. F { f ( cri j ) , k} = 0 
I 

wobei f( crij ) als Belas t ungsfunktion bezeichnet wird . 

• • 1 

(Fl) 

(F2) 

(F3) 

(F4) 
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Wegen der notwendigen Unabhängigkeit des stoffgesetzlichen 

Verhaltens vom beschreibenden Koordinatensystem (Koordinaten

invarianz) ist die Darstellung der Fließbedingung auch in 

den Invarianten des Spannungstensors möglich. 

Geometrisch anschaulich läßt sich die Fließbedingung (F4) 

im dreidimensionalen Koordinatensystem der Haupts~annungen, 

dem Hauptspannungsraum, als Fließfläche darstellen. 

Alle Spannungszustände innerhalb dieser Fließfläche - dem 

Koordinatenursprung zugewandt - sind elastische Zustände. 

Nach Überschreitung der Fließfläche kann idealplastisches 

oder verfestigendes (hardening) Materialverhalten vorliegen, 

je nach dem, ob nach einer Entlastung und anschließenden 

Wiederbelastung die ursprüngliche Fließfläche unverändert 

bleibt (Bild F2) oder erhöht wird (Bild F3). 

E 

Bild F3: Verfestigendes Materialverhalten 
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Die Möglichkeit einer weiteren Materialverfestigung kann 

durch eine Grenzfließfläche begrenzt sein. Nach Erreichen 

dieser Grenzfließfläche können neue Spannungszustände nur 

noch auf der Grenzfließfläche selbst liegen oder wieder ins 

Innere der Grenzfließfläche zurückfallen, was als auflockern

des (softening) Materialverhalten bezeichnet wird. 

Zur Beschreibung der Spannungs-Dehnungs-Beziehungen bei sich 

verfestigenden Materialien sind verschiedene Verfestigungs

hypothesen aufgestellt worden . Die Hypothese der isotropen 

Verfestigung (isotropic hardening) wird in der Praxis am 

häufigsten verwendet. 

Danach wird bei Überschreitung einer ursprünglichen Fließ

.fläche f 1 diese konzentrisch nach außen zur Fließfläche 

f 2 verschoben (Bild F4). 

Bild F4: Isotrope Verfestigung 

„ 1 

Fächer möglicher Spannurgszuwächse 
zum Erreichen von f 2 

a, . 
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Da der Grenzwert der plastischen Dehnungen vom erreichten 

Spannungsniveau abhängt, ist es i.a. notwendig, die 

inkrementellen Zuwächse der Dehnungen bzw. Spannungen während 

des Belastungsvorgangs zu ermitteln und diese anschließend 

zu summieren . 

Die Beziehung zwischen Dehnungsinkrementen und Spannungen 

wird durch eine Fließregel (flow rule) beschrieben. Die 

Hypothese, daß eine skalare Funktion der Spannungen g ( 0 .. .) 
1. J 

existiert lll5J, aus der durch partielle Differentiation 

nach den Spannungen die Richtung der Dehnungsinkremente 

bestimmt werden kann, führt zu der Formulierung 

( F5) 

mit ~A als Proportionalitätsfaktor. 

Nimmt man - wie in der sogenannte~ "perfekten" Plastizitäts

theorie - weiter an, daß die Funktion g(a .. ), die auch 
1. J 

als plastisches Potential bezeichnet wird, mit der Belastungs-

funktion f ( a .. ) zusammenfällt, so spricht man von "asso-
1.J 

ziierter" Plastizität. Für diesen Fall kann gezeigt werden, 

daß der Vektor des plastischen inkrementellen Dehnungszu

wachses normal zur Fließfläche steht - Normalitätsbedingung. 

Der in der Fließregel (F5) zunächst noch unbekannte Pro

portionalitätsfaktor ~A wird mit Hilfe eines hypothetischen 

Verfestigungsansatzes (hardening law) bestimmt; demnach 

gibt es für Werkstoffe mit isotropem Verfestigungsverhalten 

eine eindeutige Beziehung zwischen der plastischen ~rbeit 

W , die durch 
p 

(F6) 
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gegeben ist, und dem Verfestigungsparameter k : 

f (er; j 1 = k = h (WP I (FJ ) 

özw . 

wP = H {t(er;jl} (FB) 
I 

wobei tl eine experimentell bestimmbare monoton anwachsende 

positive Funktion ist. 

Mit den Gln. (FS), (F6) ~nd (FB) erhält man den Proportionali

tätsfaktor zu 

= 
aa . 

IJ 

ag (O ) IJ a IJ 
(F9) 

Mit (F7) ergibt sich schließlich die Fließbedingung (F4) zu 

= 0 (FlO) 

bzw. 

F {er; j • W P } = 0 
(Fll) 

• 

Mithin ist festzuhalten, daß die relative Größe und Richtung 

der durch Spannungsänderungen hervorgerufenen Dehnungsinkre

mente durch eine Fließregel bei zugehörigem plastischen 

Potential bestimmt werden, während die absolute Größe der 

Dehnungsinkremente vom Verfestigungsansatz abhängt. 


