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Vorwort:

Die Untersuchungen, iiber deren Ergebnisse im folgenden

berichtet wird, wurden im Rahmen des Forschungsvorhabens
"Berechnung von Silodriicken mit
numerischen Methoden - finite Elemente
oder &Ehnliche Verfahren"”

durchgefihrt. Sie wurden unter dem AZ: IV/1-5-128 vom

Institut flir Bautechnik, Berlin

gefdrdert, dem hierflir besonderer Dank ausgesprochen sei.
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Bezeichnungen

a, {a} Spaltenvektor
A, [A] Matrix
a( ) inkrementeller Zuwachs der GrdBe ( )

a Spannungen

Ol, 02, O3 Hauptspannungen

£ Verzerrungen

Y Wichte

o) Dichte

0} Scherwinkel

c Kohdsion

e Porenziffer

P, Vertikaldruck des Silogutes

Py Horizontaldruck des Silogutes
P, Wandreibungsdruck des Silogutes
$ Wandreibungswinkel

tané = u Wandreibungsdruckverhdltnis pw/ph
A Horizontaldruckverhdltnis ph/pV

Weitere GrdBen werden im Text erldutert

Spannungen : Druck: +, Zug: -

Verformungen : Stauchung: +, Liangung: -



iberblick und Zielsetzung der Arbeit

Die hohe Rate von schweren Bauschdden an Silokonstruk-
tionen fithrt zu der Frage, ob bei diesen Bauwerken die
fiir die Bemessung bendtigten Lasten und Schnittgr&Ben

zutreffend ermittelt werden.

Wie die in Abschnitt 2 durchgefihrte Sichtung der vor-
liegenden Verfahren zur Bestimmung der Druckverhilt-
nisse in Silozellen zeigt, gibt es derzeit keine in sich
geschlossene Theorie, mit der man die tats&dchliche
Beanspruchung einer Silokonstruktion beliebiger Geome-
trie wahrend des Fill- und AusflieBvorgangs wider-

spruchsfrei erfassen kann.

Da bislang fir Schiittgiiter keine wirklichkeitsnahen
Stoffgesetze vorlagen, ging man bei der Ermittlung von
Silodriicken lediglich von den Gleichgewichtsbedingungen

und zusidtzlichen vereinfachenden Annahmen aus.

Erst aufgrund der in jlingster Zeit gewonnenen Erkennt-
nisse auf den Gebieten der Boden- und Schiittgutmechanik,
die in Abschnitt 3 dargelegt sind, konnten wirklich-
keitsnahe Stoffgesetze fiir Schiittgliter entwickelt werden,
so daB somit zur Ldsung von Silodruckaufgaben der kom-
plette Gleichungssatz aus Gleichgewichtsbedingungen,
Kompatibilitétsbédingungen und konstitutiven Beziehun-

gen zur Verfiigung stent.

Auf der Grundlage dieses vollstdndigen Gleichungssatzes
sollen in dieser Arbeit die Druckverhdltnisse in Silo-
zellen beim Fiillen und wdhrend des Entleerungsbeginns

mit Hilfe eines numerischen Verfahrens studiert werden.



Zu diesem Zweck wird ein auf der Finiten Element Methode
basierendes Berechnungsmodell entwickelt und durch
vergleichende Berechnungen konkreter Aufgabenstellungen
aus der Bodenmechanik - dreidimensionale Scherversuche -
und dem Grundbau - Grundbruchberechnung eines Kreis-
fundamentes - liberpriift. Die Einzelheiten sind zusammen
mit dem verwendeten Stoffgesetz in Abschnitt 4 darge-

legt.

Im anschlieBenden Abschnitt 5 werden die mit diesem
Berechnungsmodell gewonnenen Ergebnisse der Silobe-
rechnung dargestellt und diskutiert. Dabei wird zwischen
dem F{ill- und Lagerungszustand und dem Entleerungsvor-

gang unterschieden.

Fir den Fiillzustand werden zundchst eigene numerische
Ergebnisse mit experimentell ermittelten Werten ver-
glichen. Eine Untersuchung i{iber den EinfluB verschie-
dener Parameter auf die inneren Spannungsverhdltnisse
in Silozellen wdhrend des Fiillzustandes ermdglicht
sodann einen Vergleich mit der Janssen-Theorie und der
Norm DIN 1055, Blatt 6, "Lasten in Silozellen", Aus-
gabe November 1964.

AnschlieBend werden die Anderungen der inneren Spannungs-
verhdltnisse im Silogut und deren Auswirkungen auf die
Wanddriicke beim Beginn des Entleerungsvorgangs aufge-

zeigt.



Diskussion vorliegender Silotheorien

Uberblick
Das Spannungs- und Verformungsverhalten eines Kontinu-
ums unter vorgegebenen Randbedingungen'wird bekanntlich

durch einen Gleichungssatz aus

- Gleichgewichtsbedingungen
- Kompatibilitdtsbedingungen und

- konstitutiven Beziehungen

so beschrieben, daB die Anzahl der in diesen Gleichun-
gen auftretenden Variablen der der Gleichungen ent-

spricht.

Bedingt durch die Unkenntnis {iber wirklichkeitsnahe
Stoffgesetze filir Schiittgiiter wird bei der Bestimmung
von Druckverhdltnissen in Silozellen in allen bisher
bekannt gewordenen Ldsungsansidtzen lediglich von den
beiden Gleichgewichtsbedingungen fiir das ebene Problem
nach Bild 2.1 Gebrauch gemacht; auf das Verformungs-

verhalten des Silogutes wird somit nicht eingegangen.

Da die Gleichungen (2.1) zur eindeutigen Bestimmung der
drei Spannungen Ogr 0,0 T nicht ausreichen - es gibt
unendlich viele Mdglichkeiten, diese Gleichgewichts-
bedingungen zu erfiillen -, wurden weitere vereinfachen-
de Annahmen hinzugezogen - vgl. Abschnitt 2.2 -

bzw. die Bruchbedingung des Silogutes verwendet - vgl.

Abschnitt 2.3 .
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Bild 2.1: Gleichgewicht an einem ebenen Silogutelement

Zur Ermittlung der Silodriicke im F{ill- und Lagerungszu-
stand geht Janssen |1]| nicht von einem infinitesimal
kleinen Element nach Bild 2.1 aus, sondern stellt die
Gleichgewichtsbedingung fiir einen - in horizontaler
Richtung - endlichen Abschnitt des gesamten Silos auf
(Bild 2.2):
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Oz + '?a—zz— dz
90,
A - 0; + pgAdz - Ao, + 32 dz)-t-U.dz =0 (2.2)

Bild 2.2: Gleichgewicht an einer endlichen Silogutscheibe

Mit den stark vereinfachenden Annahmen einer konstanten
Vertikaldruckverteilung iiber den Silogquerschnitt und mit

den Druckverhidltniswerten

tan § = — ‘ (2.3)

und
o= Sx (2.4)




die Uber die HShe des Silos als konstant betrachtet werden,

ergeben sich die bekannten Janssen-Ldsungen:

tan§-r-U-2

. ___P9A - A
J; = b AU (1 - exp ) (2.5a)
o, = A g0, (2.50)
T = Jd,.-tand (2.5¢)

X

mit den asymptotischen, durch einen Querstrich gekennzeich-

neten Grenzwerten fiir die Driicke in unendlicher Tiefe

5. - —P-9A (2.5d)
92 = tan§ - A - U

O, = A -0, (2.5e)
T = ax"tqnﬁ . (2.5f)

Das Wandreibungsdruckverh&dltnis tand ermittelte Janssen
durch Scherversuche; den Wert )\ berechnete er aus den von

ihm experimentell gewonnenen Silodriicken.



Zusammenfassend kann festgehalten werden, daB den Janssen-

Formeln folgende Annahmen zugrunde liegen:

1) der Vertikaldruck o, ist {iber die Siloquerschnitts-

fldche konstant verteilt

2) der Horizontaldruck oy verlduft konstant iiber den

Siloumfang

3) das Verhidltnis ) von Horizontaldruck zu Vertikal-

druck ist auf der ganzen Siloh&he konstant

4) die Reibungskraft wird an den Silowidnden iiberall

voll geweckt
5) die Dichte p ist konstant.

Diese fiinf Annahmen gaben den AnstoB zu einer Vielzahl
theoretischer Arbeiten, in denen bei grundsitzlich
gleicher Vorgehensweise wie bei Janssen versucht wird,
Aussagen {iber Druckverhiltnisse in Silozellen zu ge-
winnen, ohne die o.a. vereinfachenden Voraussetzungen
treffen zu missen.

Beispielhaft sollen einige davon hier aufgefithrt werden:

- Lvin | 2] und Walker |3]| berilicksichtigen in ihren
Herleitungen, daB der Vertikaldruck o, iiber den Silo-

querschnitt nicht konstant ist.

- Die Dichte p wird von Yoshioka et. al. | 4] nicht
als konstante GroBe, sondern als mit dem Vertikal-

druck o, verdnderlicher Wert angesehen.



- Takami/Oka |[5]| legen eine Herleitung fiir Silodriicke

bei Berilicksichtigung variabler Vertikaldriicke und

variabler Dichte p vor.

- Um die Janssen-Formeln ohne experimentelle Bestim-
mung von ) auf alle Schiittgliter anwenden zu kdnnen,
fihrt Koenen |6| fir diesen Wert das (aktive) Ran-

kine'sche Grenzspannungsverhdltnis

o] 1 -sin @ 2 P
)\ = =X = i e = t - .
(o 1 +sing an= 145 2] (2.6}

ein, wobei ¢ den inneren Reibungswinkel des jeweili-

gen Schiittgutes bezeichnet (Bild 2.3).

N

d;

Bild 2.3: Rankine'sches Grenzspannungsverhdltnis



Dabei sind O und o, Hauptspannungen, was voraus-
setzt, daB der Wandreibungswinkel § = o ist, obwohl
gleichzeitig eine Lastableitung in die Silowand
iiber Schub angenommen wird. Eine Zusammenstellung
der Arbeiten, die sich mit diesem Widerspruch be-

fassen, findet sich bei Wenzel | 7] und Motzkus |8].

Fir den ebenen Spannungszustand fanden Ohde |9 ],
Nanninga |[10] und Jakobson |1ll]| unter der Voraus-
setzung des aktiv-plastischen Gleichgewichts &dqui-
valente Formulierungen fiir den Horizontaldruckbei-
wert A, der sich mit den geometrischen Beziehungen

des Bildes 2.4 angeben l&aBt zu |7, 8|

X 1-sin28 - V(1-sin? §) (sin? o - sin?5)
) 4 : . —— (2.7)
1+sin2§ + VY (1-sin? §) (sin?y - sin2 §) .

Fir den Grenzfall § = 0 ergibt sich wieder das

Rankine'sche Grenzspannungsverhdltnis nach Gl1.(2.6).

T

G

8[}T -
‘—Oxu
d, —t

Bild 2.4: Spannungskreis fiir die Ldsungen nach
|9, 10, 11|




- Nach Cowin |[12]| werden mit den Janssen-Formeln
infolge der Voraussetzung, daf die Reibungskrifte
an den Silowdnden liberall voll geweckt werden,
lediglich untere Grenzwerte der Druckbeanspruchun-
gen errechnet. Die wirklichen Driicke kdnnen mit-
hin weit grdBer als nach Janssen sein.
Cowin/Sundaram | 13| berilicksichtigen zusitzlich
den EinfluB der variablen Dichte p auf die Silo-

driicke.

Aufgrund der genannten Vereinfachungen im Ansatz
sind die Janssen-Gleichungen Ffilir den Fiill- und
Lagerungszustand in ihrer Gliltigkeit eingeschrinkt.
Bei geeigneter Variation der entsprechenden Para-
meter kdnnen mit ihnen aber erfahrungsgemdB die

Driicke des Fiill- und Lagerungszustandes fiir einfache

Silokonstruktionen i{iblicher Abmessungen einigermagBen
zutreffend beschrieben werden. Fiir komplizierte
Konstruktionen (Exzentrizititen des Auslaufs, Quer-
schnittsverengungen, Entlastungsbalken etc.) gilt

dies nur in begrenztem MaBe.

Wiederholt ist versucht worden, die Janssen-Gleichun-
gen durch entsprechende Modifizierungen der Para-

meter tan§ und A auf die Ermittlung von Entleerungs-

driicken zu erweitern, z.B. Ohde |9|, Nanninga |[10],
Pieper/Wenzel | 14|, Reimbert |15|, Safarian |16],
Walters [17,18J. Diese vereinfachende, zum Teil
rein empirische Vorgehensweise ist unbefriedigend,
da den Losungen keine physikalische Bedeutung zu-

kommt und sie demzufolge stark voneinander abweichen.



2.3.1 Starr-plastische Stoffansdtze fiir Schiittgiiter

Die klassische Boden- und Schiittgutmechanik ver-

wendet zur Beschreibung des Zusammenhangs zwischen
der Normalspannung ¢ und Schubspannung t in einer
Bruchfldche das lineare Gesetz der Festkdrperrei-

bung von Coulomb [19]:

T = ¢+ 0 tang (2.8)

wobei ¢ die Kohdsion und ¢ den inneren Reibungswin-

kel bedeuten.

RAN

N

r

!

Bild 2.5: ¢ - 1 - Beziehung nach Coulomb
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Die Werte ¢ und ¢ werden als Materialkonstanten

angesehen.

Bei Anwendung dieser Bruchbedingung auf kdrnige
Materialien nimmt man an, daf in der Bruchfl&che
Festkdrper aufeinander-'gleiten; die Gleitfl&che

selbst ist unendlich diinn (Bild 2.6).

l / a-a : Gleitfliche

0, —» Je—o
2 /<\ 2
10
7
01
Bild 2.6

Mohr | 20| verallgemeinert diese Bruchbedingung mit
der Hypothese, wonach ein Bruch eintritt, wenn die
in einer beliebigen Ebene wirkenden Spannungen ¢

und 1t der Bedingung

T = Flo) (2.9)

geniigen, wobei F(g) eine experimentell zu bestim-

mende Funktion ist (Bild 2.7).
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Bruchhypothese nach Mohr

It = F o) P

Bild 2.7: Spannungskreise und Bruchhypothese

nach Mohr

Ausgehend von einem durch die drei Hauptspannungen
g1 Oy und 03 (cl > 0, > 04 ) charakterisierten
Spannungszustand kann der in einer beliebig geneig-
ten Ebene wirkende Spannungsvektor durch die dieser
Ebene zugeordnete Normalspannung ¢ und Schubspan-
nung t ausgedriickt werden. Mohr zeigt, daf bei Dar-
stellung in einem g, t-Diagramm die einem bestimmten
Spannungszustand zugehdrigen Wertepaare g,t fUF alle
modglichen Neigungswinkel der Ebene immer innerhalb
der schraffierten Fliche zwischen den drei Mohr-

Kreisen des Bildes 2.7 liegen.

Wenn der groBte Mohr-Kreis gerade die begrenzende
Bruchkurve berithrt, wie Punkt P in Bild 2.7, wird
ein Bruch eintreten, da in wenigstens einer Ebene
die Bruchbedingung 1 = F(g) erfiillt ist. Die Bruch-
bedingung nach Mohr ist somit die Einhiillende der
grdBten Mohr-Kreise, weshalb die mittlere Haupt-

spannung o, ohne EinfluB auf das Bruchkriterium ist.
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Mit der Mohr-Hypothese kann demnach keine allgemeine
Bruchbedingung der Form

Flo,.0,.04) = 0 (2.10)
beschrieben werden.
Der Ansatz (2.8) stellt ein zweiparametriges Modell

fir F(o) (Bild 2.8) dar, das sich wie folgt in

Hauptspannungen ausdriicken 1d8t:

1-sing 7 1 +singQ

S - _— 1 .
2-C-C0S @ 32~c-c05s.p ¢ L2412

[t

Bild 2.8: Mohr-Coulomb Bruchbedingung



Durch Nullsetzen von 9y oder o3 erhilt man einen

einachsigen Zug- bzw. Druckzustand, bei dem die

Konstanten ¢ und ¢ die Zug- bzw. Druckfestigkeit

des Materials bestimmen:

: B, = 2-C-cos¢ . B _2-c-cos¢ .
Z 7 1assing ! o - 1 - sin @ . (2.12)

Diese Deutung ist in Bild 2.9 geometrisch veran-

schaulicht.

Il §

einachsiger Druck
einachsiger Zug ——T

P
! o
L——ﬁz l Bo l

Bild 2.9: Geometrische Bedeutung von By und Bp

[g]

Mit dem Verhiltnis dieser Festigkeiten

Bo_ 1+sing (2.13)
Bz 1-sing.



erhdlt man schlieBlich folgende Bruchbedingung

g, = PBp +m-0; (2.14)

Anwendungen

Fiir den Fall des ebenen Verzerrungszustandes ist die
Mohr-Coulomb Bruchhypothese wiederholt in bodenmecha-
nischen Berechnungen zur Bestimmung des Grenzgleich-
gewichts benutzt worden, |21 - 26].

Dabei wird der Boden als starr-plastisches Material
betrachtet. Die beiden stationdren Gleichgewichts-
bedingungen unter EinschluB der Volumenkrifte nach
Gl.(2.1) bilden zusammen mit der Mohr-Coulomb Bruch-
bedingung ein vollstindiges, vom Verzerrungszustand
unabhingiges Gleichungssystem zur Bestimmung des
Spannungsfeldes. Die L&sung dieses inhomogenen
Differentialgleichungssystems kann z.B. nach der
Charakteristikenmethode erfolgen, da die beiden
nach Elimination einer Unbekannten verbleibenden

Gleichungen hyperbolischen Typs sind.

Die gleiche Vorgehensweise wurde des &fteren auch
zur Bestimmung der Spannungs- und Gleitlinienfelder
in Silobehdltern sowohl fiir den Flill- und Lagerungs-
zustand als auch fiir den Entleerungsvorgang gewidhlt,
| 27-33] .



Ansitze dieser Art sind jedoch aus mehreren Griinden

unbefriedigend:

- Durch die Vorgabe des starr-plastischen Stoffan-
satzes wird davon ausgegangen, daB sich das gesam-
te Fillgut an jeder Stelle im akuten Bruchzustand
befindet - eine Annahme, die den tatsdchlichen

Verhdltnissen nicht gerecht wird.

- Es sind lediglich Angaben {iber das Spannungsver-
hdltnis im Bruchzustand m&glich; die Spannungs-
entwicklung wdhrend der Belastung vom Ruhe- zum

Bruchzustand kann nicht erfasft werden.

- Uber das Verformungsverhalten des Materials sind

keine Angaben mdglich.

- Das Bruchkriterium ist nur abhidngig von der grdBten
und kleinsten Hauptspannung oy und o4 mit
(cl > 0, > 03 ). Dies widerspricht experimentellen
Beobachtungen an Sanden, wonach auch 95 das Stoff-

verhalten beeinflust.



3. Grundlagen einer neuen Silotheorie - Stoffgesetze

Mit Hilfe von neuentwickelten Versuchsgeridten und
entsprechend verbesserten Versuchsmethoden sind in
den letzten Jahren neue Erkenntnisse iber die stoff-
gesetzlichen Zusammenhdnge von Boden- und Schiittgut-
materialien gewonnen worden, die im folgenden darge-

stellt werden.

3.1.1.1 Experimentelle Erkenntnisse
Neuere experimentelle und theoretische Untersuchun-
gen auf den Gebieten der Boden- und Schiittgutmecha-
nik haben eine enge Beziehung zwischen dem Spannungs-
Verformungsverhalten eines Gutelementes und seiner

Lagerungsdichte aufgezeigt.

Dies 188t sich anhand des Scherdiagramms eines ko-
hdsionslosen Sandes bei einem einfachen weggesteuer-
ten Rahmenscherversuch verdeutlichen, bei dem sich
in Abhdngigkeit von der Ausgangsdichte - Dichte der
Probe im unbelasteten Zustand, siehe Anhang E - die

folgenden Zusammenhidnge zeigen (Bild 3.1):

- Beim locker gelagerten Sand widchst die Scher-
spannung monoton mit der Scherverformung; die
Verformung ist groBtenteils bleibend; eine Ent-
lastung filhrt zu einer sehr kleinen elastischen
Rickverformung, die wiedergewinnbar ist; die Poren-

ziffer nimmt wdhrend des Schervorganges ab.



Beim dicht gelagerten Sand nimmt die Scherspannung
zunidchst monoton mit der Verformung zu, erreicht
ein Maximum im Punkt P und nimmt danach ab: bei
Ent- und Wiederbelastung ist eine hdhere Steifig-
keit als bei lockerem Sand zu beobachten; die

Porenziffer nimmt widhrend des Versuchs zu.
Unabhdngig von der Ausgangsdichte wird bei groBen

Scherverformungen die kritische Scherspannung Tyr

und die kritische Porenziffer exy erreicht |34].

Scherspannung T

i p o = const.

kr

locker

s Scherverformung

Porenziffer e

A

e, |—

kel T T T T T -

&= Scherverformung

Bild 3.1: Scherspannung und Porenziffer als Funktion

der Scherverformung



Auf die besondere Eigenschaft des Sandes, je nach der
Ausgangsdichte bei Scherverformungen sein Volumen
plastisch zu vergrdBern oder zu verkleinern, hat erst-
mals Reynolds |35 hingewiesen; wenn durch geniigend
kleine Spannungen Einzelkornzertriimmerungen ausge-
oschlossen sind, handelt es sich um einen rein geome-

trischen Effekt, der durch Bild 3.2 an einem Kornh;ufen

deutlich wird.
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Bild 3.2: VolumenvergrdBerung Volumenverkleinerung
(aus|[50)) bei dicht gelagertem ©bei locker gelagertem
Sand Sand

Diese Beziehungen zwischen dem Spannungs—Verformungs;
verhalten einer Bodenprobe und seiner Lagerungsdichte
wurde von Roscoe et.al. |[u.a. 36, 37| eingehend stu-
diert und schlieBlich in einem dreidimensionalen Zu-
standsdiagramm mit der Normalspannung ¢, Schubspannung
t und Porenziffer e als Koordinaten anschaulich dar-

gestellt.



Jenike |38, 39| weist aufgrund der von ihm durchgefiihr-
ten Versuche darauf hin, daB bei den im Silobau iiblichen
Spannungen - die in Silokonstruktionen ijblicher Ausmafe
im Fiill- und Lagerungszustand bei maximal 20 LN/cmZJ und
somit ungefihr eine Zehnerpotenz unter den im Grundbau
iblichen Driicken liegen - nicht mit einer linearen
Coulomb-Beziehung nach Abschnitt 2.3.1 gerechnet werden
darf, sondern daB eine modifizierte Coulomb-Beziehung

eingefilhrt werden mugB, flir die folgendes gilt:

- die ¢g-t Grenzspannungsfunktion ist nichtlinear, und
zwar besonders bei kleinen g-Werten; somit ist der

Winkel ¢ keine Materialkonstante

- die Lage der Grenzspannungsfunktion ist von der Poren-
ziffer der Schiittgutprobe im unbelasteten Zustand ab-

hdngig

- die Grenzspannungsfunktion hat in Richtung steigender
oc-Werte einen Endpunkt, in dem stationidres FlieBen ohne
Volumendnderung einsetzt. Die Endpunkte der Grenz-
spannungsfunktion liegen anndhernd auf einer Geraden

durch den Ursprung.

Die Grenzspannungsfunktion wird nach Jenike als Flieg-
ort, die Verbindungslinie der Endpunkte der FlieBorte
als stationdrer FlieBort bezeichnet. Bild 3.3 zeigt eine
Schar von FlieBorten mit der Porenziffer e im unbelaste-

ten Zustand als Parameter.



ey
141\\\\§}0t10n0rer
lieBort

ey > € > e3 > g

Bild 3.3: FlieBorte nach Jenike

Die Erkenntnisse von Roscoe und Jenike fassen

Ashton et.al. [40] und Williams/Birks |41| mit ihrem
Zustandsdiagramm zur Beschreibung des Materialver-
haltens der in der Verfahrenstechnik iiblichen Schiitt-
giiter anschaulich zusammen (Bild.3.4). Ergdnzungen
und Erweiterungen finden sich bei Schwedes |42, 43|

und Hoffmann [44].

In dem dreidimensionalen Zustandsdiagramm fiir Schiitt-
gliter werden die Koordinatenachsen gebildet von der
Normalspannung ¢ senkrecht zur Scherebene, der Schub-
spannung t in der Scherebene und der Porenziffer e
(Bild 3.4).



c2 0>0 (Druck)

cy = Ccp: Kritische

0<0 (Zug) G-L-D: Fliefort

Zustandslinie

A - G . Verfestigungsort

Bild 3.4: Zustandsdiagramm fiir Schiittgiiter

Wird eine Schiittgutprobe mit der lockersten Lagerung
e] einer steigenden g-Belastung unterworfen, so
durchlduft sie in der g-e-Ebene die Erstbelastungs-
kurve a; - ap (virgin consolidation line). Diese Xurve
a; - aj ist die Grenzlinie fiir mdgliche Anfangszu-
stédnde dieses Materials, da Zustdnde auf der dem Koor-

dinatenursprung abgewandten Seite nicht mdglich sind.

Die ebenfalls in der g-e-Ebene liegende Kurve b} - by
gibt den entsprechenden Zusammenhang zwischen der
Zugfestigkeit eines kohdsiven Materials und der Poren-
ziffer wieder; bei kohdsionslosem Material fillt sie

mit der e-Achse zusammen.

Wird auf der Erstbelastungskurve aj; - aj bis zum
Punkt A belastet und dann wieder entlastet, so erfolgt



eine elastische Riickdehnung ldngs der Schwellkurve A-B-C-D
(swelling line); eine Wiederbelastung erfolgt ldngs dieser
Schwellkurve bis A und dann weiter auf a; - aj in Richtung
ajs. Ist einmal bis A belastet worden, sind Zustinde auBer-

halb der Schwellkurve nicht mehr mdglich.

Wird eine Probe auf a; - ajp bis E belastet und dann unter
o, = const einer wachsenden Scherbeanspruchung 1 ausgesetzt,
so werden die Zustiande der Probe durch die Kurve E-F-G in

der ¢, = const-Ebene wiedergegeben; die Porenziffer ver-

1
ringert sich dabei von ep auf e;5. In G wird ein stationdrer
FlieBzustand erreicht, bei dem eine weitere Anderung von t

und e nicht mehr mdglich ist.

Die Verbindungslinie der Endzustidnde G aus analogen Ver-
suchen mit verschiedenen Normalspannungen o, = const und
Anfangszustinden auf der Erstbelastungskurve ergibt die
Raumkurve c; - cg , die nach Roscoe "kritische Zustands-
linie" (critical state line) und nach Jenike "stationdrer

FlieBort" genannt wird.

Die kritische Zustandslinie unterteilt das mdgliche Ver-
halten eines Schiittgutmaterials in zwei Bereiche: die
Kurven ¢; - c2 und a; - aj spannen die sog. Verfestigungs-,
die Kurven cj - c3 und by - by die sog. FlieBoberfliche
auf. Die FlieBoberflidche schneidet die Ebene ¢ = 0 in der
Kurve d; - dp, die den Zusammenhang zwischen der Xoh&dsion
und der Porenziffer angibt und bei kohdsionslosen Gilitern

mit der e-Achse zusammenfillt.

Spannungszustinde unterhalb dieser Oberfldchen zeigen ein
elastisches Verhalten des Materials an, Zustinde auf den
Oberflichen bedeuten ein unmittelbar bevorstehendes FliefBen,

Zustdnde auBerhalb der Oberfldchen sind nicht mdglich.



Filhrt man einen Scherversuch an einer Probe von der Aus-
gangsdichte e3 unter konstanter Spannung oy durch (Punkt H),
so steigt die Schubspannung t linear mit der Verformung an,
bis in F die Verfestigungsoberfldche erreicht wird; von
diesem Punkt an wird die Probe unter weiterer Zunahme von

Tt bis zum Erreichen des stationdren FlieBzustandes im Punkt G

verdichtet. Solche Proben nennt man unterverfestigt.

Liegt der Ausgangszustand der Probe auf der Projektion der
kritischen Zustandslinie in die Ebene ¢ = 0 (Punkt B), so
wird beim Aufbringen der Schubspannung die kritische Zu-
standslinie in Punkt G ohne Porenziffernidnderung direkt
erreicht; die Probe ist kritisch verfestigt und erfihrt vor
und wdhrend des Fliefzustandes keine Volumenidnderung.

Beginnt der Scherversuch unter g, = const im Punkt I, so

verhdlt sich die Probe bis zum Eireichen der FlieBober-
fldche im Punkt K elastisch. Bei lastgesteuerten Scher-
versuchen bricht die Probe hier auseinander, widhrend bei
weggesteuerten Versuchen ein weiterer Schervorgang mdglich
ist und unter Abnahme von t und Zunahme von e lidngs der
FlieBoberfldche bis zum stationdren Zustand in Punkt G ver-
lauft. Solche Proben mit Ausgangszustinden unterhalb der

FlieBoberfldche nennt man {iberverfestigt.

Durch vertikale Projektion der Schwellkurve A-B-C-D nach
oben erhdlt man die in Bild 3.4 schraffierte "elastische
Wand", die die Verfestigungsoberfldche in der Xurve A-G

(Verfestigungsort) und die FlieBoberflidche in der Xurve

G-L-D (FlieBort) schneidet.

Die Projektion des Verfestigungs- und FlieBortes in die
oc-t—-Ebene ergibt die Kurven A'-G' und G'-L'-D'. Je nach

Lage des Punktes A auf der Erstbelastungskurve schneidet
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die elastische Wand aus der Verfestigungs- und FlieRober-
fliche andere Grenzkurven aus, deren Projektionen in die
g-t—-Ebene zu der von Normalspannung und Porenziffer ab-

hidngigen Kurvenschar nach Bild 3.3 fiihren.

Kennzeichnendes Merkmal dieser Grenzkurven ist die Tatsache,
daB alle Punkte einer jeden Grenzkurve zu Schiittgutproben
gehdren, die im unbelasteten Zustand die gleiche Porenziffer

aufweisen.

Bei Projektion der kritischen Zustandslinie in die g-t-Ebene

erhdlt man die Gerade 0-G':

T = O-tan@s (3.1)
/

wobei der Winkel ¢, ein Stoffparameter filir das betreffende

Material ist.

Diese Gleichung gilt nur fiir den kritischen Zustand, in

dem stationdres FlieBen ohne Volumendnderung stattfindet und
ist nach Roscoe die einzige Form einer Coulomb-Beziehung,
die verwendet werden sollte, da der Reibungswinkel ¢ = ¢

n ur in diesem kritischen Zustand ein Materialparameter

ist.

Es ist festzuhalten, daB die kritische Zustandslinie eines
Materials die Verbindungslinie stationdrer FlieBzustinde
unter verschiedenen Schiittgutdichten und verschiedenen, aber

festgelegten Kombinationen der Hauptspannungen darstellt und
daB der Winkel ¢, . der als Winkel der inneren Reibung im

kritischen Zustand bezeichnet werden kann, von der Nor-
malspannung und Porenziffer unabhidngig ist. Nur diesem
Winkel ¢ kommt die Bedeutung eines Materialparameters zu,
wdhrend jeder andere bei Silodruckberechnungen verwendete
Winkel ¢ wegen der nichtlinearen g-t-Grenzspannungsfunktion

keineswegs als eine derartige GrdBe aufzufassen ist.



3.1.2 Wandreibungskoeffizienten

Bei Silokonstruktionen wird ein groBer Teil der ver-
tikalen Lasten aus dem Eigengewicht der Schiittgiiter iiber

Reibung in die begrenzenden Seitenwinde eingeleitet.

Zur Beschreibung derartiger Reibungsvorgidnge von kdrni-
gen Siloglitern an den begrenzenden Silowdnden beim Fiillen
und Entleeren wird in den bisherigen Drucktheorien auf
die Coulomb'schen GesetzmdBigkeiten fiir trockene Rei-
bung von festen Kdrpern zuriickgegriffen, in denen unter-
schieden wird zwischen der

- Haftreibung Ry, fiir die gilt

Rg = po *° N, (3.2)

wobei N die Druckkraft senkrecht zur Berithrungsfldche

ist und yy ein Haftreibungskoeffizient, der als
- unabhidngig von der GrdBe der Berithrungsflache
- unabhdngig von der Druckkraft N
- abhidngig vom Zustand der sich berithrenden Fl&chen
und deren Materialien
angesehen wird
und der
- Gleitreibung R mit der Beziehung

R=u ¢ N, (3-3)

wobei j ein Gleitreibungskoeffizient ist, der



- unabhdngig von der Relativgeschwindigkeit der
Beriilhrungsflidchen

- unabhidngig von der Druckkraft N

sein soll.

Weiterhin gilt die experimentell beobachtete Relation

Ho > U - (304)

Die diesen Reibungsgesetzen filir feste Kdrper zugrundelie-
gende Annahme, daB die Reibungszahlen po und y empirisch
zu bestimmende Materialkonstanten sind, ist filir Normalfidlle
mit nicht zu extremen Druckkrdften und Relativgeschwindig-
keiten berechtigt. Gelegentlich sind jedoch einige Zusitze

bzw. Abdnderungen zu machen |45]:

- durch neuere Untersuchungen ist eine Abhidngigkeit der
Reibungszahlen po und p von der Druckkraft N festgestellt
worden: bei sehr kleinen und sehr groBen Driicken werden
die Reibungszahlen grdBer als bei mittleren Driicken. Im
ersten Fall kdnnen Adhisionswirkungen, im zweiten Form-

dnderungen der Materialien als Ursache angesehen werden.

- Weiterhin ist belegt, daB der Gleitreibungskoeffizient y
von der Relativgeschwindigkeit der Berihrungsfl&dchen

abhdngig ist (Bild 3.5).
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Bild 3.5: Qualitative Beziehung zwischen Gleitreibung und

Geschwindigkeit

Bei der Verwendung dieser fiir feste Korper aufgestellten
Coulomb'schen Reibungsgesetze auf die Beschreibung der
Reibungsverhdltnisse zwischen kdrnigen Siloschiittgiitern und
den Seitenwdnden der Behdlter geht man davon aus, dag die
Reibungskoeffizienten auch fiir kdrnige Materialien als reine
Materialkonstanten betrachtet werden kdnnen; dariiber hinaus
wird vielfach angenommen (z.B. in DIN 1055, Bl.6, "Lastsen
in Silozellen", Ausgabe Nov. 1964), daB zwischen dem als
konstant angenommenen Winkel der inneren Reibung und den
Reibungskoeffizienten eine feste Beziehung besteht, so das
die Reibungsbeiwerté in Abhidngigkeit vom inneren Reibungs-

winkel des betreffenden Silogutes bestimmt werden k&nnen.

In den Vorschldgen zur Neufassung von DIN 1055, Teil 6 werden
die Reibungsbeiwerte p, in Abhdngigkeit von der Art der
Flache, an der das Schiittgut reibt, in 3 Stufen erfast.



Neuere Untersuchungen zeigen jedoch, dag die Reibungskoeffi-
zienten im Silobau keineswegs als ausschlieBlich material-

abhidngige, konstante GrdBen zu betrachten sind.

Aufgrund eigener Versuche kommen Platonov/Poltorak t46J zZu
dem Ergebnis, daB der Haftreibungskoeffizient nicht konstant

ist, sondern mit wachsender Normalspannung grdB8er wird.

Nach Peschl |47, 48| hdngt auch der Gleitreibungskoeffizient
von der Auflast ab; er vermindert sich flir Getreide mit

zunehmendem Normaldruck.

Jenike | 49| weist fiir alle Schiittgliter darauf hin, daB der
Gleitreibungsbeiwert als Funktion von der Auflast anzusehen
ist, ohne jedoch klarzulegen, ob der Reibungsbeiwert bei

zunehmender Auflast grdBer oder kleiner wird.

Auch Ogniwek |50| kommt aufgrund eigener Versuche mit
Kasten- und Jenikeschergeriten an verschiedenen Wandmateri-
alien und Schiittgiitern zu dem Ergebnis, dag die Wandrei-
bungskoeffizienten fiir das Fiillen und Entleeren von Silos

von der Auflast abhdngen.

Er stellt fest, daB die Gleitreibungskoeffizienten mit
wachsender Auflast kleiner werden und in keinem festen
Verhdltnis zum inneren Reibungswinkel stehen. Zudem seien
als EinfluBparameter die Oberfldchenhdrte der Seitenwinde,
deren Oberfldchenrauhigkeit, die Kornform und -festigkeit
des Schiittgutmaterials und die Beziehung Korndurchmesser-

Wandrauhigkeit zu beriicksichtigen.

Wie wenig realistisch eine Klassifizierung der Wandrauhig-
keit nach dem Augenschein sein kann, zeigt das Beispiel

"Reibung an einer lackierten Stahlplatte" |50]:



Obwohl eine lackierte Stahlplatte sehr viel glatter als eine
walzrauhe Platte wirkt, ergaben sich fiir sie in den Ver-

suchen stets hohere Wandreibungskoeffizienten.

Dies liegt darin begriindet, daB die Lackschicht weicher ist
als das Einzelkorn des verwendeten Schiittgutes, so dag die
Teilchen bel Belastung in die Lackierung eingepreft werden,
wodurch es zu einer Korn zu Korn Reibung mit entsprechend

honhen Reibungsbeiwerten kommt.

Fiir organische Schiittgiiter ist bei der Ubertragung von Ver-
suchswerten in die Praxis die Glattung der Wiande im Betrieb

durch Fett, Wachs und 0Ol zu beachten.

Es ist festzuhalten, daB zur Berechnung der Druckverhiltnisse
in Silokonstruktionen nicht von konstanten, ausschlieglich
materialabhdngigen Reibungskoeffizienten ausgegangen wer-
den kann, da die zur Berechnung der grdBten Horizontaldriicke
benstigten Gleitreibungskoeffizienten eine deutliche Abhin-
gigkeit von der vertikalen Auflast zeigen: sie vermindern
sich i.a. mit zunehmender vertikaler Auflast und fithren
somit bei groBen Silos zu hdheren horizontalen Driicken.
Daraus folgt, daB Reibungskoeffizienten, die aus Messungen

an Modellsilos ermittelt wurden, nicht ohne weiteres zur

Berechnung der Wandreibungsverhdltnisse in grdBeren Silo-

konstruktionen verwendet werden diirfen.

Dariiber hinaus kdnnen die Reibungskoeffizienten nicht aus
dem Winkel der inneren Reibung mit einem vom jeweiligen

Wandmaterial abhingigen Faktor hergeleitet werden.



Zur Erstellung von konstitutiven Beziehungen sind ver-

schiedene Theorien entwickelt worden, die sich in

- inkrementelle bzw. differentielle und

- finite
Ansdtze unterteilen lassen.

In den finiten Gesetzen, die vorwiegend bei metallischen
Werkstoffen |51, 52| Anwendung finden, wird postuliert,
daB eine algebraische Beziehung zwischen den Dehnungen
und Spannungen besteht. Solche Beziehungen erhdlt man
formal durch Ubertragung des bekannten elastischen
Stoffgesetzes nach Hooke in den plastischen Bereich,
indem Spannungen und plastische Verzerrungsanteile
statt durch einen konstanten Elastizitdtsmodul durch
einen spannungsabhdangigen Sekantenmodul miteinander
gekoppelt werden.

Fir Sande sind derartige Stoffansdtze u.a. von Kondner/
Zelasko |53, Duncan/Chang |54 | entwickelt worden.

Da in finiten Stoffansdtzen die real immer vorhandene
Abhidngigkeit des Materialverhaltens vom Spannungsweg
i.a. nicht berilicksichtigt wird, gelten sie in der Regel
nur fir bestimmte Verformungswege und nur dann, wenn
im Laufe einer Belastungsdnderung das Verhdltnis der

Hauptspannungen konstant bleibt.

Leistungsfdhiger sind in dieser Hinsicht die inkremen-

tellen bzw. differentiellen Stoffgesetze, zu denen u.a.
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die auf der Grundlage der sog. klassischen Plastizi-
*

tdtstheorie entwickelten Stoffgesetze zidhlen. Der-

artige Gesetze fiir kohdsionslose Sande sollen im

folgenden aufgezeigt werden.

[

Erste Ansdtze, die filir metallene Werkstoffe entwickelte
klassische Plastizitdtstheorie auch zur Beschreibung
des Stoffverhaltens von sandartigen Materialien zu

verwenden, gehen zuriick auf Drucker/Prager [55].

Sie schlagen als FlieBgrenze eine erweiterte Form der

v. Mises-FlieBhypothese vor

f(dy, 9, J3) = Q- Ty e ng = k p (3.5)

wobeil J; die erste Invariante des Spannungstensors und
Jg die zweite Invariante des Spannungsdeviators bedeu-

ten.

Im Hauptspannungsraum beschreibt dieses Modell fiir

a = 0 einen Kreiszylinder (v. Mises), flir a> 0 einen
zur Aquisektrix symmetrischen geraden Kreiskegel mit
der Spitze im Zugspannungsoktanten (Bild 3.6). Diese
dreidimensionale FlieBbedingung 138t sich auf die
Mohr-Coulomb FlieBbedingung des ebenen Verzerrungszu-

standes reduzieren, wenn

Die Grundbegriffe der klassischen Plastizitdtstheorie

sind im Anhang F dargelegt.



az _ sinzgp
T 9+ 3sin2y (3.6a)

und

2 _ . 3c?cos?y
S = (3.6b)

gesetzt werden.

Bild 3.6: Mohr-Coulomb Flie@Bbedingung als erweitertes

v. Mises-Modell

Drucker |56| weist darauf hin, daBg die Bruchhypothese nach

Mohr-Coulomb im Hauptspannungsraum statt durch das v. Mises-
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Modell besser durch ein erweitertes Tresca-Modell wieder-
gegeben wird - vgl. auch Shield |57, Kirkpatrick | 58, 59| -,
wonach FlieBen des Materials dann einsetzt, wenn die grdgte
Schubspannung einen bestimmten kritischen Wert erreicht.

Zur Darstellung des Mohr-Coulomb Kriteriums als dreidimen-
sionales erweitertes Tresca-Modell wird auf die Gleichung (2.14)

zuriickgegriffen:

Durch Variation der Hauptspannungen oy und o4 erhilt

T
2
man daraus fiir die 6 Ebenen im Hauptspannungsraum folgende

Beziehungen:
1) 01 >0,7>04:" o =B +m ° o
2) o;:>oz;>ci: ci = 33 +m - Gi } o, = beliebig
3) 0,>0;>033 0, = By * M og L perienis
4) o3>0 >0, o5 =8y +m " g, } 1
5) ¢;>03>0,: o =By +m " g, } I
6) 0,>04>0,: 05 =By +tm " g 3 big.

Diese Grenzflidche stellt im Hauptspannungsraum eine sechs-
eckige, gleichseitige und fiir Bz * Bp nicht-gleichwinklige

Pyramide dar; fir g, = ist diese Pyramide auch gleich-
7 b4 g

B
D
winklig (Tresca), vgl. Bilder 3.7 und 3.8. (Zur Darstellung
der Pyramide in der Triaxial- und Deviatorebene siehe

Anhang A).



'N\\\"Q‘\\‘\*
N\ ’
7
7 =
/// =
= fE—
0,

Bild 3.7: Mohr-Coulomb FlieBbedingung als erweitertes
Tresca-Modell

erweiterter v. Mises

erweiterter Tresca (B, = Bp)

erweiterter Tresca (B, # Bp)

Bild 3.8: Schnitte der Mohr-Coulomb FlieBflidchen mit der

Ebene 0, = 0, = 05 (Oktaeder- oder Deviatorebene)



Weiter verwenden Drucker/Prager |55| und Drucker |56 in
ihren elasto-plastischen Stoffansdtzen die sogenannte
assoziierte FlieBregel, setzen also das plastische Potential
gleich der FlieBflache, wodurch der Vektor des plastischen
inkrementellen Dehnungszuwachses senkrecht zur FlieBfldche

stent.

Mit den erdrterten FlieBbedingungen |55, 56| konnte zum
ersten Mal beriicksichtigt werden, daB die Scherbeanspruchung
von sandartigen Materialien mit einer Volumendnderung ver-
bunden ist, wenngleich sich jedoch bei Zugrundelegung dieser

FlieBbedingungen die folgenden Unzuldnglichkeiten zeigen:

- Die Modelle |55, 56| filhren immer zu plastischer Volumen-
ausdehnung (Expansion), widhrend z.B. bei lockerem Sand das

Volumen nur abnehmen kann.

- Die mit diesen Modellen |55, 56| berechnete Volumenausdeh-
nung ist bei dicht gelagertem Sand wesentlich grdBer als

die experimentell beobachtete.

- Da diese Theorien |55, 56| lediglich einen Verfestigungs-
ansatz (work-hardening) beinhalten, kann bei dicht gela-
gertem Sand der Spannungsabfall nach {Uberschreiten der
maximalen Scherbeanspruchung (Punkt P in Bild 3.1) nicht

nachvollzogen werden - work-softening.

- Bei dem Modell [ 56| ist die Richtung der plastischen Deh-
nungsinkrementvektoren filir Spannungszustinde, die auf den

Schnittkanten der einzelnen Ebenen liegen, mehrdeutig.

Diese Unzuldnglichkeiten konnten auch durch Modifikationen
|60, 61, 62| und erweiterte Modellvorstellungen nur z.T.

behoben werden, da eine Mohr-Coulomb Beziehung iliberhaupt
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nicht zur Beschreibung einer FlieBfldche (-bedingung) ver-

wendet werden darf:

Nach Abschnitt 3.1.1 und Anhang F stellen FlieBflichen die
elastischen Grenzen eines Materials mit konstanter Aus-
gangsdichte dar; jedem Spannungszustand, der auf der kriti-
schen Zustandslinie liegt - und dies ist nach Abschnitt 3.1.

wegen des Materialparameters ¢ ; die elnzige Form elner
Coulomb-Beziehung, die verwendet werden kann - ist aber

eine andere Dichte zugeordnet, so daB die aus einer solchen
Coulomb-Beziehung aufgebaute FlieBfldche nicht die elasti-
schen Grenzzustdnde eines Materials konstanter Dichte dar-
stellt, sondern die Verbindung stationdrer Zustidnde ver-

schiedener Dichten, vgl. Abschnit 3.1.1.2.

Es ist also nicht sinnvoll, aus einer Coulomb-Beziehung eine

FlieBflache herzuleiten.

Die Anwendung der Normalitdtsbedingung auf eine solche Flies
fldche muB demzufolge ebenfalls zu unzutreffenden Ergeb-

nissen fiihren.

Zudem weist Jenike {38, 39] darauf hin, dag bei den - im
Vergleich zum Grundbau - niedrigen Driicken der Schiittgut-
mechanik keine lineare g-t-Beziehung nach Coulomb (Bild 2.5)
besteht, sondern daB ein von der Ausgangsdichte bzw. Aus-
gangsfestigkeit des Materials abhdngiger nichtlinearer Zu-

sammenhang zwischen ¢ und t vorliegt, vgl. Bild 3.3 .

Analog zur Mohr-Coulomb Bruchbedingung nach Gl.(2.11) kann

eine Abhidngigkeit zwischen den Hauptspannungen der den FlieB-

ort tangierenden Mohr-Kreisen und weiteren Gr&B8en (wie z.B.

Kohdsion, Zugfestigkeit, Kriimmung) aufgestellt werden.



Im Hauptspannungsraum erhdlt man dann eine sechseckige
Pyramide - erweiterter Tresca - mit nicht mehr geraden,
sondern gewdlbten Begrenzungsebenen und Oktaederschnitten

wie in Bild 3.8.

Mit den bislang aufgefiihrten FlieBfldchen kann beli Voraus-
setzung der Normalenhypothese lediglich die Volumenzunahme
des Sandes bel Scherbeanspruchung erfaft werden. Zur rech-
nerischen Erfassung der Volumenabnahme sind ergidnzende
Fliepgfldchen fiir den Verfestigungsbereich vorgeschlagen

worden.

Nach Jenike/Shield | 63| wird die FlieBfliche bei einem

von der Ausgangsporenziffer e; abhidngigen Schnitt

oy 0, = 04 durch eine Ebene abgeschlossen (Bild 3.9).

Oa
abschliefende
Ebene

Bild 3.9: FlieBflichen nach Jenike |38, 39| und Jenike/
Shield | 63| in der Triaxialebene (Ebene mit o4

und Aquisektrix)



In anderen Ans&tzen, z.B. |60, 64 - 68|, werden die kegel-
oder pyramidenfdrmigen FlieBfldchen durch eine Kappe abge-
schlossen - cap-type yield criteria , wvgl. Bild 3.10 fiir den
ebenen Verzerrungszustand. Man erkennt die Ubereinstimmung

mit Kurven des Typs A'-G' und G'-L'-D' nach Bild 3.4.

lt|‘

Zugb?quh Aut lockerungsbereich , Yerfestigungsbereich

1 1 T

gbschlieBende
Kzppe

FlieBert nach
Jenike

e . Porenzitter im
unbelasteten
Justand

= Verfestigungs -
ort

Bild 3.10: FlieBort mit Kappe (Verfestigungsort)

Erweitert man die Darstellung des Bildes 3.10 auf den Haupt-
spannungsraum, sO erhdlt man die in Bild 3.11 dargestellte
zeppelinformige FlieBfldche mit der Porenziffer e im unbe-
lasteten Zustand als Parameter.

Dies ist die grundsdtzliche Form der FlieBfldche fiir Schiitt-

und Silogiiter im Hauptspannungsraum.

Weitere grundlegende AnstdBe zur Formulierung von Spannungs-
Dehnungsbeziehungen fiir k6rnige Materialien auf der Grundlage
der Plastizititstheorie wurden wvon Rowe |69 ] und Roscoe et.al.

{70 | gegeben.



Bild 3.11l: FlieBfldche fiir Schiittgiiter im Hauptspannungsraum

Mit seinen auf Energieprinzipien beruhenden Untersuchungen
des Zusammenspiels von kugeligen Kdrpern bei Scherbean-
spruchung gelingt es Rowe |69, Einblicke in das Dilatations-
verhalten von Sanden zu gewinnen. Mit Hilfe der Plastizi-
tdtstheorie leitet er Beziehungen zwischen den Dehnungs-

und Spannungsinkrementen bei dreiaxialer Kompression

(cl:>c2 = 03), dreiaxialer Extension (cl = 0o = 03) und dem

ebenen Verformungszustand ab.



Roscoe/Schofield/Wroth | 70| kommen aufgrund von Versuchen
mit neu entwickelten Scherzellen zu dem SchluB, daB jeder
isotrope Boden bei kontinuierlicher Scherbeanspruchung letzt-
endlich einem kritischen Zustand (critical state) zustrebt,
(vgl. Abschnitt 3.1.2), in dem unbegrenzt weitere Scher-
deformationen ohne Anderung der drei Parameter hydrostatische
Spannung p, deviatorische Spannung q und Porenziffer e
moglich sind und daB derartige Zustdnde im dreidimensionalen
Raum mit den Parametern p, g und e als Koordinaten auf einer
einzigen kritischen Zustandslinie (critical state line)
liegen (Bild 3.12). (Die Spannungen ¢ und t in Bild 3.4
haben filir den ebenen Spannungszustand dieselbe Bedeutung wie

p und g in Bild 3.12 fiir den dreidimensionalen Spannungs-

zustand).

Projektion der CSL ‘ ¢
in p -q Ebene

critical
state

line

(CSL)

Bild 3.12: Critical State Line
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Mit diesen Zusammenhdngen zwischen p, g und e entwickeln
sie aus einfachen physikalischen Arbeitsbeziehungen fiir
zwel rheologische Modelle, dem "Granta-Gravel" und dem
"Cam-Clay", FlieBtheorien fiir die dreiaxiale Kompression

und den ebenen Verzerrungszustand {70, 71, 37J.

Diese Modellvorstellﬁngen erfahren eine wesentliche Er-
weiterung u.a. durch Poorooshasb |72, 73, 74|, der zeigt,
daB der Vektor des plastischen inkrementellen Dehnungs-
zuwachses bei Sanden nicht normal zur FlieBfldche steht.
Durch Einfiihrung eines von der FlieBbedingung unterschied-
lichen plastischen Potentials entwickelt er ein FlieBgesetz
zur Beschreibung des Verhaltens von Sand beil dreiaxialer

Kompression.

Wroth/Basset |75 geben FlieBgesetze flir Sand beim ein-

fachen Schervorgang.

Da mit den in der Bodenmechanik gebr&duchlichen einfachen
Scherzellen bzw. mit den i{iblichen Dreiaxialgerdten keine be-
liebigen dreiaxialen Spannungszustidnde erzeugt werden
konnen, stand zur Formulierung der bislang dargelegten
FlieBfldchen und FlieBgesetze lediglich eine begrenzte

Auswahl von experimentellen Daten zur Verfiligung.

Im einzelnen ist bei diesen "einfachen" Gerdten zu kriti-

sieren, das

- bei den Ublichen Scherzellen der Spannungszustand in einer

Richtung unbekannt bleibt

- mit den {iblichen Dreiaxialgerdten sich nur Spannungs-
zustidnde erzeugen lassen, bei denen oy # 0, = 04 ist;
mit ihnen kdnnen nur Extensions- (ol =0, > 03) und
Kompressionsversuche (ol> o, = 03) durchgefiihrt werden,
so daB man von der FlieBfldche im Hauptspannungsraum le-
diglich sechs Meridiane bzw. in der Deviatorebene (Pol-

figur) sechs Punkte kennt.



Es ist zwar bekannt |76]|, daB die Fliegfldche im Bereich
zwischen diesen sechs Punkten konvex verlduft, jedoch ist
der exakte Verlauf unbekannt und muB geschitzt werden;

so wird z.B. im Fall der Mohr-Coulomb Bedingung die Ver-
bindung der sechs Punkte als linear angenommen, Bild 3.13.

Bild 3.13: Mohr-Coulomb Bruchhypothese als erweitertes
Tresca-Modell (vgl. Bild 3.8)

Zur Ermittlung des exakten Verlaufs der FlieBflidche zwischen
den sechs Grenzlinien sind wirkliche Dreiaxialversuche not-

wendig, bei denen Lastfdlle o, * 0, * 03 m&glich sind.

Derartige Versuche sind mit Hilfe neuentwickelter Versuchs-

gerdte durchgefiihrt worden und in |77 - 84| beschrieben.

Die Versuchsergebnisse sind einander in Bild 3.14 gegeniiber-

gestellt.



(]
[

e = 052 nach
= 061 ) Ko/Scoit [78]

nach Gudehus { e = 0597y

|=

)
1))
)
o
o
=

/

Kompression

0.57 | nach Lade/
078 J Duncan [83]

0.58] nach Stutz,
066 siehe [81)

n

e Porenziffer im unbelasteten Zustand

Bild 3.14: Darstellung der Fliegfldche in der Deviatorebene
(aus [85])

In Bild 3.15 werden die Versuchsergebnisse von Lade/Duncan
| 83| mit den Ergebnissen nach der Mohr-Coulomb-Hypothese
verglichen. Dabei erfasgt in Bild 3.15b
O — O
b =23
91 T 93
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den EinfluB der mittleren Hauptspannung e im Bereich zwi-
schen der Kompression (gl>»02 =05 > b = 0) und der Exten-
sion (ol =0,>03 > b = 1) und stent nach Anhang A in Be-
ziehung zum Winkel 0 zwischen der Kompression und Extension,
vgl. Bild 3.15a; ¢ ist der Winkel der inneren Reibung nach

der Mohr-Coulomb-Hypothese, vgl. Bilder 2.5 und 2.8.

‘\/%jo3 Mohr-Coulomb mit

48,5°
38,6°

SLEVERI

}vg]. Bild 3.15b

—_—

aus Kompressionsversuch .

= 0,57 } nach
0,78 Lade/Duncan [83]

Kompression

Bild 3.l15a: Vergleich Mohr-Coulomb mit Versuchsergebnissen

nach Lade/Duncan |83 in der Deviatorebene



g, - 0
Y = arc sin
* 1 O3
60°
—_————— O \gﬂ-l%c ——oa| ¢ = 0,57
0 ] A
55
Versuch
50° —— e
48,5 "
450 —0 —O- o —0 e —ee ey C T 0,78
‘ Versuch L
/
0 :::3’
40 e . .
38,6 =
35° g,
»b =
o o
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Kompression e x
Mohr-Couiomb mit ¢ aus Extensian

e: Porenziffer im unbelasteten Zustand

Bild 3.15b: Vergleich Mohr-Coulomb mit Versuchsergebnissen

nach Lade/Duncan |83] im ¢ -b-Diagramm.

Die Darstellung der Bilder 3.14 und 3.15 erlaubt fiir den
Verlauf der FlieBflidchen in der Deviatorebene folgende

Feststellungen:

- Die experimentell beobachtete FlieBfliche weicht z.T.
stark von der FlieBfliche nach Mohr-Coulomb ab.



- Die mittlere dauptspannung o, (ol >02;>03), die bei der
Mohr-Coulomb-Hypothese unberiicksichtigt bleibt, beein-

flugt den Verlauf der Flieffl&dche.

- Die Abhidngigkeit der FlieBflidche von der Lagerungsdichte
wird bestdtigt (vgl. Abschnitt 3.1.1.1).

Gudehus | 82| entwickelt neben der Fliefbedingung auch die
ibrigen auf der Plastizitdtstheorie beruhenden Gleichungen
zur Beschreibung des elasto-plastischen Verhaltens von
Sanden. Er iibernimmt die erstmals von Brown | 86] vorge-
schlagene Fliefiregel fiir plastisch volumentreue Metalle,
die nur fiir die deviatorischen Komponenten der inkremen-
tellen plastischen Verzerrungsvektoren die Normalitits-
bedingung voraussetzt. Zur Erfassung der plastischen Vo-
lumenadnderungen des Sandes fiihrt er eine hauptsdchlich von

der Dichte abhdngige Dilatanzfunktion ein.

Mit diesen Stoffgleichungen |82] lassen sich - bis auf den
Spannungsabfall bei dicht gelagertem Sand nach Uberschrei-
ten des Punktes P in Bild 3.1 - die Zusammenhdnge des

Bildes 3.1 zutreffend beschreiben.

Lade/Duncan | 83| kommen aufgrund der von ihnen durchge-
fiihrten Versuche zu einem Verlauf der FlieBfldche in der
Deviatorebene, der aus Bild 3.14 ersichtlich ist. Den Ver-
lauf der FlieBfldche im Hauptspannungsraum nehmen sie als
geradlinigen Kegel an, was den experimentellen Beobachtun-
gen anderer Autoren, wonach die Fliegfldche leicht ge-
krimmt verlduft, der dffnungswinkel des Kegels bei Anwach-
sen der hydrostatischen Spannung also abnimmt, widerspricht.
Eine entsprechende Korrektur wird jedoch spidter von Lade

|87, 88| vorgenommen.



Lade/Duncan bestdtigen im lbrigen die Beobachtungen von
Ko/Scott u.a. | 78], wonach die Normalititsbedingung bei
Sanden nicht gilt. In Bild 3.16 ist die FlieBfldche nach
Lade/Duncan zusammen mit dem Vektor der plastischen Deh-
nungsinkremente in der Triaxial - und Deviatorebene darge-

stellt.

Y

Es zeigt sich, dag die Normalitdt zwischen FlieBoberfliche
und plastischem Dehnungsinkrementvektor in der Triaxialebene
(Rendulic-Ebene) nicht bestent, wihrend sie in der Deviator-

ebene anndhernd gegeben ist.

Auf der Grundlage dieser in |83, 84| dargelegten Versuche
entwickeln Lade/Duncan |89| eine elasto-plastische
Spannungs-Dehnungs-Beziehung fiir kohdsionslosen Sand, die

spdter von Lade |87, 88| erweitert wird.

Mit den Ansdtzen | 87| lassen sich die in Bild 3.1 darge-
stellten Zusammenhdnge und die mit dem Zustandsdiagramm
fir Schiittgiiter (Bild 3.4) aufgezeigten Abhidngigkeiten

hinreichend vollstdndig und zutreffend nachvollziehen.



g,
de lockerer Sand
o
- \)\%&\4
oo ‘
dichter Sond-/- oN a) Triaxialebene
. L
= A X -—

\\ \ V20, = ﬁo:
de

dichter Sand

b) Deviatorebene
01 (gleicher Ausschnitt

/ wie in Bild 3.14)

Bild 3.16: FlieBfldchen und Richtungen der Vektoren
der plastischen Dehnungsinkremente nach
Lade/Duncan |83].



Die Gegeniiberstellung der bisherigen Theorien zur Be-
stimmung von Druckverhdltnissen in Silozellen (vgl. Ab-
schnitt 2) hat aufgezeigt, daB es bisher keinen in sich
geschlossenen Ansatz gibt, mit.dem - ausgehend von den
Stoffparametern des betreffenden Silogutes - die Druck-
verhdltnisse in Silokonstruktionen beliebiger Geometrie
wihrend des Fiillens und AusflieBens zutreffend beschrie-

ben werden kdnnen.

Der Grund ist in den mangelhaften Kenntnissen iiber wirk-

lichkeitsnahe Stoffgesetze fiir Schiittgiiter zu sehen.

Erst mit neuentwickelten Versuchsgerdten, mit denen bhe-
liebige dreidimensionale Spannungszustdnde erzeugt werden
kdnnen, sind Einblicke in die stoffgesetzlichen Zusammen-
hidnge von Schiittglitern gewonnen worden, die zur Ent-

wicklung von wirklichkeitsnahen Stoffgesetzen fijhrten.

Einschrinkend muB gesagt werden, daBf sich die Entwicklung
derartiger Stoffbeziehungen bislang fast ausschlieflich
auf den kohdsionslosen Sand als stellvertretendes Gut

fir kohidsionslose Silomaterialien mit sehr steifen,
nahezu inkompressiblen Einzelkdrnern beschridnkt, wihrend
das stoffgesetzliche Verhalten organisch-kohidsiver
Silogiiter, wie Mehl und Extraktionsschrote, oder von
Garfutter (Silage), von einigen Detailproblemen

abgesehen, so gut wie nicht erforscht ist.

Insbesondere liegt mit dem inkrementellen, nichtassozi-
ierten elasto-plastischen Stoffgesetz flir kohdsionslose

Sande von Lade | 87| eine Formulierung vor, mit der



das Verhalten derartiger Materialien bei allgemeinen
dreidimensionalen Spannungsdnderungen offensichtlich
hinreichend beschrieben werden kann.

Dieses Stoffgesetz wird als Grundlage filir die weiteren

Untersuchungen gewdhlt.

Flir statische Aufgabenstellungen bildet es zusammen mit
den Gleichgewichtsbedingungen und den geometrischen
Feldgleichungen bei vorgegebenen Randbedingungen die
Grundlage zur Beschreibung der Spannungs- und Verfor-

mungszustidnde im betrachteten Kontinuum.

Zur Losung derartiger Probleme kann zwischen einer d4dif-
ferentiellen Methode - Differentialgleichungssystem -
und einer integralen - Variationsprinzip, weighted
residual methods, etc. - unterschieden werden. Letztere
bietet den Vorteil, daB Niherungsansitze, wie z.B. im
vorliegenden Fall filir die Verschiebungen, der richtigen

Losung "optimal" angepaBft werden kdnnen.

Formulierungen, bei denen die Ansdtze flir die unbekann-
ten GroBen nicht Uber das gesamte Integrationsgebiet,
sondern nur Uber Teilgebiete erfolgen, fiihren u.a. zur
Methode der Finiten Elemente (FEM), die in dieser Arbeit

verwendet werden soll.

Auf der Grundlage des elasto-plastischen Stoffgesetzes
von Lade |87 und mit Hilfe der iblichen kontinuumsmecha-
nischen Beziehungen fiir die Gleichgewichts- und Kompati-
bilitdtsbedingungen soll im folgenden eine FEM-Formulie-
rung flir das vorliegende physikalisch nichtlineare Prob-

lem entwickelt werden.



Rechenalgorithmus

Berechnungsmodell

Den in dieser Arbeit durchgefiihrten Siloberechnungen

liegen die folgenden Annahmen und Voraussetzungen

zugrunde:

]-.

4'

Als mathematische Grundlage zur Ldsung der Probleme
dient die Finite Element Methode (FEM).

Das Kontinuum wird durch dreieckige Elemente mit
linearen Ansatzfunktionen fiir die Verschiebungen

diskretisiert.

Es werden rotationssymmetrische Probleme behan-
delt.

Als betrachtetes Material wird trockener, kohd-
sionsloser Sand gewidhlt. Der Sand wird als homo-
genes, isotropes Material betrachtet. Das nicht-
lineare Verhalten des Sandes wird durch das Stoff-
gesetz von Lade |87 erfaft. Zugspannungen werden

ausgeschlossen.

Es werden kleine Deformationen zugrunde gelegt.



Wegen der vorausgesetzten Rotationssymmetrie - vgl.

Abschnitt 4.1.1 - werden die Verzerrungen

-E;T = {Er’az‘erz'a&]> (4.1)

(4.2)

nach Bild 4.1 in jeder Ebene senkrecht zur Rotations-
achse vollstidndig durch die beiden Verschiebungskompo-
nenten u und v in radialer bzw. axialer Richtung fest-

gelegt | 90].

bzv

Bild 4.1: Dehnungs- und Spannungskomponenten bei

Rotationssymmetrie



Bild 4.2: Diskretisierung

Die Diskretisierung des Xontinuums erfolgt in der vor-
liegenden Arbeit durch Dreieckselemente - vgl. Bild 4.2 -
‘'mit linearer Interpolation der Verschiebungen iiber die

Elementfldche (CST-Elemente). Die Verschiebungen
y . u(nz)l e
- - V(rlz)J (403)

eines beliebigen Punktes P innerhalb des Elementes mit
den Knotenpunkten 1,2,3 werden somit in {iblicher Weise

wie folgt approximiert:



wobei
LL'o',!'otiLy! o
N = {_’_|___2_{__|__3___ (4.5)

die Matrix der Formfunktionen mit den Flidchenkoordinaten
Lj nach Bild 4.3 und

T v
_Q_e ={U1,V1‘u2'v2‘u3' 3} (4-6)

der Verschiebungsvektor der Elementknoten 1,2,3 ist.

zv b
= M
Ly(P) = A
A = TA,
T
r,u

Bild 4.3: Fliachenkoordinaten



Mit dem linearen Verschiebungsansatz (4.4) erhilt man
aus den iUblichen Dehnungs-Verschiebungs-Beziehungen | 90|

die konstanten Dehnungen im Element zu

- B .
= =2 (4.7)

mit der 4 x 6 Matrix B, deren Elemente aus der Form-
funktion iliber die iiblichen Differentialbeziehungen her-

geleitet werden.

Uber die konstitutive Beziehung fiir elastische Kontinua

(4.8)

la
"

lo

|m

erhdlt man aus den bekannten konstanten Dehnungen g
die konstanten Elementspannungen g, wobei D die elasti-

sche 4 x 4 Stoffmatrix ist.
Das Gleichgewicht am Element ergibt sich aus dem Prinzip
der virtuellen Arbeit zu

K .a® = f (4.9)
mit den Knotenlasten

e
i = {f,r.f1z,f2,,fzz,f3r,faz} (4.10)

und den Knotenverschiebungen a® nach Gl. (4.6);:



K€ ist die 6 x 6 Elementsteifigkeitsmatrix, die sich
fiir die in dieser Arbeit betrachteten rotationssymme-

trischen Problemstellungen zu

K = 2m [BT.D - B rdrdz (4.11)

ergibt [91].

Eine systematische Addition der Elementsteifigkeits-
matrizen K€ und der Knotenkridfte £e fiihrt zu der Gleich-

gewichtsbeziehung

|x

. a = f (4.12)

im globalen System

mit £ : Knotenkrifte
a : Knotenverschiebungen
K : Steifigkeitsmatrix™’

des Gesamtsystems.

Die Losung dieses linearen Gleichungssystems liefert die
Knotenverschiebungen a, mit denen sich aus Gl. (4.7) und
Gl. (4.8) aus einer Nachlaufrechnung die Verzerrungen
und Spannungen elementweise ermitteln lassen.

Wenn jedoch, wie im vorliegenden Fall, nichtlineares
Materialverhalten vorliegt und zudem Krifte-Randbedin-
gungen zu beriicksichtigen sind, erh&dlt man statt der
linearen Beziehung (4.12) ein nichtlineares algebraisches

Gleichungssystem der Form

(4.13)
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Als wirksame Methode zur LOsung derartiger Gleichungs-
systeme haben sich die gemischten inkrementell-itera-
tiven Methoden erwiesen. Hierbei wird die &uBere Last f
in einzelnen Inkrementen Af aufgebracht und das innerhalb
jeden Inkrements i als linear betrachtete Gleichungs-

system
=F = (4.14)

flir jede Laststufe neu geldst; das nichtlineare Problem
wird somit durch eine Folge von linearen Problemen an-
gendhert.

Durch eine Gleichgewichtsiteration 1&8t sich fiir jede
Laststufe die gewlinschte Genauigkeit erzielen, wobei
wegen der Belastungsinkrementierung schon die Anfangs-
werte der Iteration i.a. sehr dicht an der genauen
Losung liegen, so daB eine schnelle Konvergenz gewdhr-

leistet ist.

In der vorliegenden Arbeit wird das "initial stress'"-
Verfahren verwendet, auf das wegen der ausfiihrlichen
Darstellung in der Literatur |z.B. 92, 93j nur kurz
edngegangen werden soll:

Die Last-Verschiebungskurve einer Struktur sei filir den
eindimensionalen Fall mit der Kurve A B C gegeben,

vgl. Bild 4.4 . Eine Belastung AP von A aus fihrt

wegen der in Punkt A.vorzugebenden Steifigkeit - sie
wird in der vorliegenden Arbeit zu Beginn eines jeden
Iterationsablaufs aus dem bereits bekannten Spannungs-
zustand im Punkt A ermittelt und wdhrend der Iteration
unverdndert beibehalten - zur Ldsung B', die von der
wirklichen Last-Verschiebungs-Kurve abweicht. Aus der zu
B' gehdrenden Verschiebung Avy 148t sich die Ldsung A'
auf der Kurve ermitteln. Damit erh&dlt man die
"Ungleichgewichtslast" AP;, mit der das System erneut
belastet wird und die zur Ldsung B" fihrt. Dieser Itera-
tionszyklus wird solange durchlaufen, bis man sich der

richtigen Ldsung B hinreichend genau gendhert hat.



Last PA
8 B c
M B
AP, g
- AA
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e

L—-Av1-—J ~ Verschiebung v

Bild 4.4: "Initial stress"-Verfahren

3 %

Der EinfluB der Nichtlinearitdt wird somit durch zu-
sdtzliche Korrekturlasten auf der rechten Seite der
Gleichgewichtsbeziehung (4.14) erfaBt; die Steifigkeits-
matrix Kj wird lediglich zu Beginn jeden Inkrements i
neu generiert und triangularisiert, wdhrend des Ite-
rationsablaufs selbst aber konstant gehalten, was

rechentechnisch von Vorteil ist.

Aus mathematischer Sicht ist der Berechnungsablauf des
"initial-stress"-Verfahrens im wesentlichen identisch

mit einem modifizierten Newton-Raphson Verfahren.



4.1.3

4.1.3.1

Im folgenden Abschnitt 4.1.3.1 wird das Stoffgesetz
fiir kohdsionslose Sande in der von Lade | 87| gege-
benen Form erléutert; es ermdglicht die Berechnung
von Dehnungsdnderungen. aus vorgegebenen beliebigen
Spannungsanderungen.

Flir die numerischen Behandlungen wird jedoch die
invertierte Form dieses Stoffgesetzes bendtigt,
also eine Beziehung zur Ermittlung von Span-
nungsdnderungen aus vorgegebenen beliebigen Deh-
nungsdnderungen, die im Abschnitt 4.1.3.2 in

Matrizenform entwickelt wird.

1. Allgemeines

Auf der Grundlage zahlreicher Versuche mit neu-
entwickelten Dreiaxialgerdten, die beliebige

Spannungszustdnde

zulassen |83, 84|, entwickeln Lade/Duncan |54, 89|
ein elasto-plastisches Stoffgesetz fiir kohdsions-
lose Sande, das spdter von Lade [87] erweitert
wird. Das Gesetz beschreibt den Zuwachs der Deh-
nungsinkremente in Abhidngigkeit von einer allge-
meinen Anderung des dreidimensionalen Spannungs-

zustand . . ..+ - i
es 013 auf cvl:J Aclj in der Form

Agj; = Floj +A0ij) | (4.15)



Im einzelnen beriicksichtigt das Stoffgesetz die folgenden

in Versuchen beobachteten Eigenschaften von kohidsionslosen

Sanden:

eine nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung

- den EinfluB der mittleren Hauptspannung Py (ol:>02> 03)

- Kontraktanz- und Dilatanzvermdgen des Sandes bei

deviatorischer Beanspruchung

- irreversible Volumenabnahme bei hydrostatischer Xom-

pression

- Work-softening des Sandes bei {Jberschreiten der

deviatorischen Grenzspannung (Punkt P, Bild 3.1)

- Ubereinstimmung der Achsen von Dehnungs- und Spannungs-
inkrement bei niedrigen Spannungen mit {Jbergang zur
Ubereinstimmung der Achsen von Dehnungsinkrement und

Spannung bei hohen Spannungen |94, 95|

- Abhdngigkeit der Spannungs-Dehnungs-Beziehung von der

Ausgangsporenziffer.

Die im Stoffgesetz enthaltenen Stoffparameter werden
- in Abhdngigkeit von der Ausgangsdichte des Materials -
aus gewdhnlichen dreiaxialen Druckversuchen (CD-Versuchen)

gewonnen.
Der Boden wird als homogenes isotropes Material betrachtet.

Im folgenden bezeichnen Ij, I, I3 die erste, zweite bzw.

dritte Invariante des Spannungstensors o554 Py ist der

atmosphidrische Druck und ¢, bedeutet die kleinste Haupt-

3
spannung, (cl>02>c3) .



2. Elasto-plastische Spannungs-Dehnungs Beziehung

Bei der Formulierung des elasto-plastischen Gesetzes geht
Lade davon aus, daB sich das Gesamtdehnungsinkrement Ae

in drei Anteile aufspalten 148t, ndmlich in die Anteile der

- elastischen AE?
- plastisch-kontraktiven AEF und
- plastisch-expansiven Ag? Dehnung,
so daB gilt:
Ag = Ae® + A€ + AeP (4.16)

Bild 4.5 zeigt schematisch die Anteile der Gesamtdehnung,
die als elastisch, plastisch-kontraktiv und -expansiv an-

gesetzt werden.

Man erkennt, daB von Belastungsbeginn an elastische, d4.h.
reversible und plastische, d.h. irreversible Dehnungen
vorhanden sind; die Volumenverformung ist anfangs kontrak-
tiv und kann spiter expansiv werden (wie in Bild 4.5) oder
kontraktiv bleiben; die plastiséhen Dehnungen sind erst
kXleiner als die elastischen Dehnungen, aber bei grdBerer

Belastung iiberwiegen die plastischen Anteile.

Die drei Anteile des Gesamtdehnungsinkrementes werden nach-
einander berechnet, die elastischen Anteile nach Hooke, die
plastisch-kontraktiven und plastisch-expansiven Anteile mit
plastischen Ansidtzen, die kappenfdrmige bzw. kegelfdrmige
FlieBfldchen beinhalten.



. elastisch
plastisch - kontraktiv

plastisch - expansiv

® © 6

= E1+ €2+€3

<

Expansion

Kompression

Bild 4.5: Schematische Darstellung der elastischen, plastisch-

kontraktiven und plastisch-expansiven Dehnungs-
anteile bei einem entwidsserten dreiaxialen Kom-

pressionsversuch (ql >0, =04 = const.)



2.1 Elastische Dehnungsanteile

Die elastischen Dehnungsanteile, die bei Entlastung riick-
gewinnbar sind, werden in blicher Weise nach dem Hooke'schen
Gesetz ermittelt; dabei wird ein Elastizititsmodul filir Be-
lastung und Entlastung benutzt, wie er erstmals von Janbu | 96

vorgeschlagen wurde:

Eur = qu(.o_3) (4.17)

Die Poisson-Zahl wird gemds |54, 97, 98| zu 0,2 angenommen.

Die Materialparameter K und n werden aus dreiaxialen Kom-

pressionsversuchen ermittelt.

2.2 Plastisch-kontraktive Dehnungsanteile

Die wdhrend hydrostatischer Belastung auftretenden Dehnungen
sind z.T. irreversibel, 4.h. plastisch, und fithren zu
bleibender Volumenabnahme. Um dieses Stoffverhalten mechanisch
nachzuvollziehen, fiilhrt Lade fiir diesen Spannungsbereich

als FlieBfldche eine Kugel mit dem Mittelpunkt im Ursprung

des Hauptspannungsraumes ein (Bild 4.6). Dies entspricht dem
in Bild 3.4 mit der Xurve A-G bzw. A'-G' gegebenen Ver-

festigungsort.



gekrummter

Dehnungsinkrementvektor
fur plastische Kontraktion

Vﬁf 05, Viidea

Bild 4.6: FlieBflachen filir plastische Kontraktion (Kugel) und
plastische Expansion (gekriimmter Kegel) in der

Triaxialebene

Mit den ersten und zweiten Invarianten I und I, des
Spannungstensors 1ldB8t sich dieser Verfestigungsort angeben

zu
2
fe = Iy « 21, (4.18a)
oder, in Hauptspannungen formuliert, zu

te = 0 « o2 + o} (4.18b)



Wenn sich durch eine Lastinderung ein grdBerer f, - Wert als
der momentane einstellt, liegt verfestigendes Materialver-

halten mit plastischer Volumenabnahme vor.

Da eine hydrostatische Belastung bei der angenommenen Iso-
tropie des Bodens zu gleichgroBen Dehnungen in allen drei
Hauptachseh fiihrt, fdllt der Dehnungsinkrementvektor mit

der Aquisektrix zusammen und steht somit senkrecht auf der
Kugeloberfliche (Bild 4.6). Demzufolge ist das plastische
Potential g, identisch mit der Belastungsfunktion f; und man

erhdlt als FlieBregel - vgl. Gleichung (F.5) in Anhang F -

pet = an - 2 (4.19)

wobel A\s ein momentaner Proportionalitdtsfaktor ist, der

den absoluten Wert des Dehnungsinkrementvektors angibt.

Der Proportionalitdtsfaktor A)\o 188t sich mit Hilfe einer

experimentell bestimmbaren Beziehung

W, = H(f) (4.20)

- vgl. Gleichung (F.8) in Anhang F - ermitteln, fiir die Lade
aufgrund der Ergebnisse aus hydrostatischen Kompressions-

versuchen die funktionale Abhidngigkeit

W = C-opg-lde) (4.21)



erhilt mit den Materialkonstanten C und p, die aus hydro-

statischen Kompressionsversuchen gewonnen werden.

Mit der plastischen Arbeit AWo = g ° Ag Dbestimmt sich

AXe nach Anhang B zu

AWc
2fc / (4-22)

AN, =
wobei mit Gleichung (4.21)
2 1-p
AW, = C-p-pg-(B) . A(=%) (4.23)

f
¢ fe Pa

Es ist festzustellen, daB kontraktives FlieBen nicht zum
Versagen, d.h. zum Bruch des Materials fithren kann; der
Bruch wird ausschlieflich durch die kegelfdrmige FlieBfldche

des expansiven FlieBens kontrolliert.

2.3 Plastisch-expansive Dehnungsanteile

Als Belastungsfunktion fiir den jeweiligen Beginn des plastisch-

expansiven FlieBens gibt Lade folgende Beziehung an

IS GNP TTRS T

Dies entspricht dem FlieBort G-L-D bzw. G'-L'-D' in Bild 3.4.



Im Hauptspannungsraum stellt diese Funktion einen gekriimm-
ten Kegel dar mit der Kegelspitze im Koordinatenursprung
(Bild 4.7a). Die Krimmung der FlieBflidche steigt mit dem
Wert von m; fiir m = 0 verlduft die FlieBfl&dche geradlinig.
Bild 4.7b zeigt Schnitte des Kegels mit der Deviatorebene
I, = const fiir verscliiedene Werte I1/1I3; dieser Verlauf
gibt die experimentell beobachtete FlieBgrenze gut wieder
189, 99].
Bei steigender Beanspruchung dehnt sich der Fliegort im
Hauptspannungsraum symmetrisch um die Aquisektrix nach
auBen hin aus, bis letztendlich die Bruchgrenze des Bodens

erreicht wird, die durch
b= (4.25)
gegeben ist (Bild 4.7c).

Die Dehnungsinkremente fiir das plastisch-expansive FlieBlen
werden mit einer nichtassoziierten FlieBregel bestimmt, da
es sich gezeigt hat, daB die plastischen Dehnungsinkrement-
vektoren bei sandartigen Materialien nicht normal zur Flieg-
fldche stehen (vgl. Abschnitt 3.2.2).

Lade gibt fir das plastische Potential g, eine &dhnliche
Formulierung wie fiir die Belastungsfunktion fp (siehe An-

hang C)

1o~ [27+ m, (2], (4.26)

Q
o
"



a)  Tricxiclebere 2
7 Oy b) Cevictorebene

G:‘ ,\Jp = 1, (Bruchgrenze)

fo = n1 (Bruchgrenze)

FlieRgrenzen f, <M,

o
B

¢) Hauptspannungsraum

Bild 4.7: FlieB- und Bruchfldche fiir plastisch-expansives

FlieBen



dabei ist Ny eine Funktion von £p und o3 fir die aufgrund

von dreiaxialen Kompressionsversuchen die Formulierung

1, - S - f, + R- ‘%i + t (4.27)
a

mit den Stoffparametern S, R, t gefunden wurde.
Somit gilt nach Gleichung (F.5) in Anhang F

AP = Ah, o (4.28)

und analog zu (4.22)

AWp
Ahp = G (4.29)
3gp +m -7y - (—1—1-) -I3

nach Anhang B, wobei AWp der Zuwachs der plastischen Arbeit
beim plastisch-expansiven FlieBen ist, der aus dem isotropen
Verfestigungs- und Auflockerungsansatz (isotropic work-
hardening und -softening law)

W = H

) p (fpl (4.30)

pestimmt wird - vgl. Gleichung (F.8) in Anhang F .

Aus dreiaxialen Kompressionsversuchen wurde ein Zusammen-
hang zwischen Wy und fj gefunden, wie er schematisch in
Bild 4.8 dargestellt ist und mathematisch beschrieben wer-

den kann durch

fp = a - EXp(-b-Wp)-(w_p.)Vq »y 9>0 =« (4.31)
Pa /



dabei sind a, b und fir gegebene ¢, - Werte konstante
9 g 3

GroBen.

Nach Bild 4.8 steigt fp mit zunehmender plastischer Arbeit
Wp an, bis bei f; = ny mit zugehdrigem Wy pegk ein Bruch
auftritt; danach nimmt fo mit wachsendem W, ab. Die plasti-
sche Arbeit, die bendtigt wird, um den Sand bis zum Bruch

zu filhren, steigt mit wachsender 63—Spannung.

A
03 aus Versuch A >

aus Versuch B

4 —

ngeaks S S Wppeak A

Bild 4.8: Zusammenhang zwischen fp und Wp

Mit der experimentéll begriindbaren Abhdngigkeit

= P. %.(93)1 (4.32)

Wp.peak Pa

(P,l: Stoffparameter)



gilt fir g, b und a:

- . O3
q = a+ B 5 (4.33)
b - ! *
Q'Wp,peok (4-34)
1
a - (= Pa )"
T W, ek (4.35)

Das zur Bestimmung von A)p in Gleichung (4.29) bendtigte
Inkrement der plastischen Arbeit ergibt sich aus Gleichung
(4.31) zu

S N B
AW, = Afp (4.36)

3. Stoffparameter

Die zur Beschreibung des Gesetzes bendtigten 14 Stoffpara-
meter werden sidmtlich aus Versuchen an gewshnlichen Drei-
axialgeriten gewonnen; entweder aus hydrostatischen Xom-
pressionsversuchen (ol =0, = 03) oder aus gewdhnlichen
dreiaxialen Druckversuchen (ol>-02 = g3).

Lade |87 gibt diese Parameter fiir drei verschiedene kohi-
sionslose Bdden (Sacramento River Sand, Crushed Napa Basalt,

Painted Rock Material) bei jeweils zwei Ausgangsdichten;
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als Beispiel werden in Tafel 1 die Werte fiir den Sacramento

River Sand aufgefiihrt.

In |[88] hat Lade fiir vierzehn weitere kohdsionslose Bdden
mit unterschiedlichen Dichten die Werte n und m zur Be-
stimmung der FlieB- und Bruchgrenze bei plastisch-expan-
sivem FlieBen aus verdffentlichten Versuchsergebniséen er-

mittelt und zusammengestellt.

Alle Stoffparameter sind dimensionslos; die Dimensionen
in den Gleichungen von Lade |[87| werden - wenn notig - durch

den Druck ps = 1 |xp/cm?| bestimmt.

Porenziffer, e 0,61 0,87
’ (dicht) | (locker)
. K 1680 960
elastische
Anteile n 0,57 0,57
v 0,20 0,20
plastisch-
kontraktive . 0,00023 0,00028
Anteile p 0,86 0,94
m 0,23 0,093
R -2,95 -1,00
plastisch- S 0,44 0,43
expansive t
Anteile o Gt
a 3,00 3,00
8 -0,060 -0,076
P 0,12 0,24
L 1,16 1,25

Sacramento River Sand L87J

Tafel 1: Zusammenstellung der Stoffparameter fir




4. Kontrolle des Stoffgesetzes

In [87| zeigt Lade mit vielen Testbeispielen, 4daf mit dem
aufgezeigten Stoffgesetz das Spannungs-Dehnungs-Verhalten
von kohdsionslosen Sanden bei beliebigen dreidimensionalen

Spannungsabldufen richtig und vollstdndig wiedergegeben

werden kann.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden zur XKontrolle des eingesetz-
ten Stoffgesetzes und des aufgestellten Finite Element
Programms Problemstellungen aus den Gebieten der Boden-
mechanik und des Grundbaus rechnerisch nachvollzogen; dabei

konnte die Gliltigkeit des Stoffgesetzes nach Lade ebenfalls

bestitigt werden (vgl. Abschnitt 4.2).



4.1.3.2 Inversion des Stoffgesetzes von Lade

——————————————————— L= e T e = -

Fiir das in Abschnitt 4.1.3.1 dargestellte Stoffgesetz

von Lade wird eine Beziehung in der Form

Ag = [D]- Ae (4.37)

angestrebt.

Durch Substitution der Gleichungen (4.19), (4.28) fir
die plastisch—kontraktiven bzw. -expansiven Dehnungs-
anteile in Gleichung (4.16) und bei Beachtung der

Hooke'schen Beziehung

Aee = [p*]”' . Ac (4.38)

(mit [Dej—l nach Anhang D1l) fiir die elastischen Deh-

nungsanteile erh&dlt man

P

Ae = D)7 cBo +BNe -a + AN, b (4.39)

mit den Vektoren

af
- (Anhang D2)  (4.40)
und
dgp
£ = { 3o } (Anhang D3) (4.41)



Plastisch-kontraktives bzw. -expansives Flieflen tritt ein,

wenn die FlieBbedingungen

]
o

(g . W

und

(4.42)

(4.43)

die mit Gleichung (F.ll) des Anhangs F aus den Gleichungen

(4.18) und (4.21) bzw. (4.24) und (4.31) folgen, erfiillt

sind.

Der Zuwachs dieser Fliefbedingungen ergibt sich zu

aF. 4T aF
F = cl . A —C.
bF {ag} g * W
T
s, = [(E2) g o
ao aw,
Mit den Parametern
1 af
A = . = AW
c AN, AW, ¢
Ay = .3 aw,
AXp W,

(unter Beriicksichtigung von Gl. (F.7) des Anhangs F)

* AWC = 0

° AWp = 0

(Anhang D6)

(Anhang D6)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)



und dem Vektor

erhdlt man daraus

AF,

AF

Aus den Gleichungen (4.39),

Matrizenform

1]
o]

i
Kg)

78

zusammengefaft werden kdnnen,
konstanten Ao und A\p eliminiert (siehe Anhang D7).

- Ag + A

. A_O_ + Ap
(4.49),
a b
Ac 0
0 A

<

(Anhang D4) (4.48)
Ak, = 0 (4.49)
Ay = 0 (4.50)
(4.50), die zu der

AXe p (4.51)

AN,

werden die Proportionalitits-



Dies fihrt zu der angestrebten Beziehung

Adg = [D°°P] . aAg (4.52)

zur Berechnung von Spannungsinkrementen aus vorgegebenen
Dehnungsinkrementen wmit der elasto-plastischen Stoffmatrix
(vgl. Anhang D7)

ecp - e (D¢ - Q- (Q.T = g_-;) - [D®]
D™ (gl . - [[D i Ac+al - [D®]-a - af-[D®]-a
(4.53)
[D°]-b - (cT - al) -[D°]
Ap”_C_T'[D']-_b_—g};-[D']-Q .

Derartige allgemeine Matrizenformulierungen fir Plastizi-
tdtsprobleme wurden erstmals von Yamada et.al. [100] und

Zienkiewicz et.al. [93] vorgelegt.

Die Stoffmatrix (4.53) kann direkt zum Aufbau der Element-
steifigkeitsmatrizen gem. Gl. (4.11) verwendet werden.

Dabei ist zu beachten, daB wegen der nichtassoziierten FlieB-
regel fiir das plastisch-expansive FlieBen die Stoffmatrix
[pecp] unsymmetrisch ist, wodurch die Elementsteifigkeits-
matrizen und somit auch das ganze Gleichungssystem un-
symmetrisch werden, was bei der Berechnung im Vergleich zu
.elastischen Problemen einen erheblichen Speicher- und

Rechenzeitbedarf erfordert.



4.1.4.1

Simulation des Fiillvorgangs

Um in dem Berechnungsmodell den kontinuierlichen
Vorgang des Fiillens eines Silos mit dem betreffenden
Silogut zu erfassen, wird als Ndherung angenommen,
daB das Silogut schichtenweise eingebracht wird:
jeweils neue Schichten von einer finiten HBhe h,
einer Ausgangsporenziffer e verbunden mit einer davon
abhdngigen Dichte p werden auf das bereits einge-
lagerte alte Silogut aufgebracht, so daB dieses durch
das Eigengewicht des neu eingelagerten Materials er-

neut belastet wird (Bild 4.9).

Wahrend des Fiillvorgangs wird durch die von oben her
aufprallenden Silogutpartikel auf das bereits einge-
lagerte Material ein dynamischer EinfluB ausgelibt,

der im Rahmen dieser Arbeit vernachl&dssigt wird.

* CST- Element
|
I
l
l

f bt o
hi

Ringelement nach f — ehictt
Abschnitt 4.1.5.2 ™~

t t alte
Reibungskraft nach Schichten
Abschnitt 4.1.5.1 T

f )

Siloboden nach
Abschnitt 4.1.5.1 u. £15.2

Bild 4.9: Prinzipielle Darstellung der Diskretisierung

und der Randbedingungen beim Fiillvorgang
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Als Silogut wird trockener, kohdsionsloser Sand gewdhlt

- im speziellen wird hier der Sacramento River Sand (S.R.S.)
betrachtet, fir den die Stoffparameter in Abhdngigkeit von
den Ausgangsporenziffern eq = 0,61 (dichte Lagerung) und

e, = 0,87 (lockere Lagerung) in Tafel 1 gegeben sind.

Der S.R.S. besteht nach |101]| aus Feldspat und Quarz mit
einer Kdrnung von 0,297 - 0,149 |mm|, so daB dieses Material

als Mittel-Feinsand einzustufen ist.

Nach |[102| betrdgt flir den S.R.S. die Dichte der Bodenkdrner
p = 2,68 [g/cm3jl so daB sich die Dichte des trockenen

Bodens mit der Beziehung

Py =7 P (4.54)

bei dichter Lagerung (ed = 0,61l) zu

Pr = 1,66 [g/cm3|
und bei lockerer Lagerung (el = 0,87) zu

Pr = 1.43 [g/cm3]|
ergibt.
Die Einhiillenden der aus dreiaxialen Druckversucnen ermittel-
ten Mohr'schen-Spannungskreise sind fir den S.R.S. in
Bild 4.10 dargestellt. Es ist deutlich zu sehen, dag der

Reibungswinkel ¢ keine Materialkonstante ist, sondern von

der Ausgangsporenziffer e und dem Normaldruck ¢ abhidngt.



- 82 -

T [kN/cm?]

06 Y 2L4°
0.4
a)
02 Sacramento River Sand
' e,= 061
O T T T T T T
0 0,25 0,50 0.75 1,00 1.25 olkN/cm?]
T [kN/cm?)
0'6 B ::5340/ 2L,°
v —~
e
04 1 2
b) //,
02 Sacramento River Sand
e, = 0,87
0 . - T

0 025 050 075 1,00 1,25 o [kNicm?]

Bild 4.10: Einhiillende der Mohr'schen Spannungskreise fiir
a) dicht gelagerten
b) locker gelagerten

Sacramento River Sand, aus LlOlJ



Aus dem Fillvorgang resultieren am Boden des Silos
horizontale und vertikale Druckspannungen, die beim
Offnen des Silos am Rand des Offnungsbereiches auf
Null abgebaut werden, so daB das Silogut ausflieBen

kann.

Mit dem Berechnungsmodell wird dieser Vorgang des
Entleerungsbeginns durch die Vorgabe von geeigneten
Randbedingungen simuliert; wegen des gewdhlten Stoff-
gesetzes ist auch hier eine inkrementelle Vorgehens-

welse erforderlich:

Die horizontalen und vertikalen Auflagerkridfte Aj
aus dem Fiillzustand im Offnungsbereich werden durch
n-maliges Aufbringen von Kr&dften (-Aj/n) auf Null
abgebaut; fiir die Randknoten im Offnungsbereich wird
dabei die freie Verschieblichkeit in vertikaler und
horizontaler Richtung zugelassen. Die aus dem i-ten
Belastungsinkrement folgenden Zuwdchse der Zustands-
grdBen (Verschiebungen, Spannungen etc.) werden den
jeweiligen zu Beginn des Inkrements vorliegenden
Gesamtwerten iberlagert; fiir das erste Belastungs-

inkrement sind dies die Werte aus dem Fiillzustand.

Da das in dieser Arbeit verwendete Stoffgesetz ledig-
lich das Stoffverhaltens des Sandes im Druckoktanten
des Hauptspannungsraums beschreibt, kann der Aus-
flieBvorgang rechnerisch nur solange nachvollzogen
werden, bis die aus dem Flillvorgang resultierenden
Druckspannungen im Offnungsbereich abgebaut sind

und das Silogut ins FlieBenJ«mmm.(vgl. Abschnitt
5:.2)



4.1.5.1

EinfluB der Behdlterwand

Der innere Spannungszustand in einem Silo wird stark
durch den EinfluB der Reibung des Silogutes an den
begrenzenden Seitenwdnden beeinfluBt. DieseroEffekt
wird in dem Berechnungsmodell durch eine Krafte-
randbedingung erfaBt, mit der die Reibungskridfte in
Abhdngigkeit vom aktuellen Spannungszustand fort-

laufend aktualisiert werden:

In jeder Silogutschicht werden die Reibungskrédfte

fir das Inkrement (i) aus dem Spannungszustand am
Ende des Inkrements (i-1) mit Hilfe des Coulomb'schen
Gesetzes flir trockene Reibung von festen Korpern

(vgl. Abschnitt 3.1.2) bestimmt, wobei konstante Wand-
reibungskoeffizienten up und Ug fiir die Berechnung

des Fill- bzw. Entleerungsvorgangs verwendet werden.

Der RiUckgriff auf das Coulomb'sche Gesetz ist ein
Notbehelf, der durch mangelnde Kenntnisse iiber wirk-
lichkeitsndhere Wandreibungsgesetze filir kdrnige

Materialien begriindet ist.

Flir den Bereich des Behidlterbodens wird angenommen,
daB infolge des hohen Vertikaldrucks die Reibungs-
krifte derart groB sind, daB sich das Silogut hori-

zontal nicht verschieben kann.



4.1.5.2 Wandsteifigkeit

Um den EinfluB der horizontalen Wandverformungen zu

erfassen, werden die Behidlterwidnde durch elastische

Ringelemente abgebildet.

Die Steifigkeitsmatrix fiir ein derartiges Ringelement
wird aus den iblichen Beziehungen an kreisfdrmig ge-
krimmten, dinnwandigen Tragelementen mit vernachldssig-

barer Biegesteifigkeit unter gleichbleibender radialer

Belastung hergeleitet.

Aus der Beziehung

E .- A (4.55)

fiir eine Anderung des Kreishalbmessers r infolge der

gleichbleibenden radialen Belastung mit

N : Ringzugkraft
E : Elastizitdtsmodul des Ringes
A : Querschnittsfldche des Ringes mit A = t * h,

wobel t << r

bestimmt sich die Steifigkeitsmatrix fiir ein Ringelement

nach Bild 4.11 zu

(4.56)
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mit dem dazugehdrigen Verschiebungsvektor

_U_T = {U1 ,V‘ ,U2 ,Vz} (4.57)

Bild 4.11: Querschnitt eines Ringelementes

Der Behdlterboden wird als unendlich starr angesehen; in
Verbindung mit der Annahme iiber die Reibungskrdfte (vgl.
Abschnitt 4.1.5.1) fiihrt dies zu horizontal und vertikal

unverschieblichen Auflagerbedingungen nach Bild 4.9.



4.1.6 Berilicksichtigung der physikalischen Nichtlinearitit

Zur Erfassung der physikalischen Nichtlinearitit sowie
der Bruch- bzw. Zugbedingung des Stoffgesetzes von
Lade |[87] wird in dem Berechnungsmodell das in Abschnitt

4.1.2 dargelegte "initial stress"-Verfahren verwendet.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie der beim Iterations-
ablauf bendtigte Lastvektor - Ungleichgewichtslast - der
rechten Seite des Gleichungssystems (4.14) ermittelt

wird.

a) Berilicksichtigung der physikalischen Nichtlinearitit

Die physikalische Nichtlinearitdt wird deutlich durch
die Gleichung (4.53) filir die Stoffmatrix {DeCPJ, die
in Abhdngigkeit vom gesuchten Spannungszustand g an-

gegeben ist.

Die inkrementelle Vorgehensweise fithrt aufgrund der
zu Beginn des Inkrements vorzugebenden Steifigkeits-
matrix zu Spannungszustdnden, die mit dem Stoff-
gesetz unvertrdglich sind - vgl. Bild 4.12 fiir den

eindimensionalen Fall.

Der Spannungszustand des Punktes P erfiillt zwar das
Gleichgewicht, verletzt jedoch das Stoffgesetz, das
durch den zu e_ gehdrigen Spannungszustand des

P
Punktes P richtig wiedergegeben wird.

Die Spannungsdifferenz Ag wird mit dem "initial

stress"-Verfahren umgelagert.



Bild 4.12: Verletzung des Stoffgesetzes infolge vorgegebener
Steifigkeit

b) Berilicksichtigung der Bruchgrenze

Mit der Gleichung
b= M (4.25)

ist die absolute Bruchgrenze des Sandes gegeben; wird
durch eine inkrementelle Belastung von Punkt Q (vgl.

Bild 4.13) aus ein Spannungzustand erreicht, der wie
Punkt P diese Bruchbedingung verletzt, indem er auBer-
halb der "Bruchbirne" liegt, so ist dieser unzuldssig und
muB umgelagert werden. Dazu wird in der vorliegenden Ar-
beit folgender Weg gewdhlt:

Der erreichte hydrostatische Spannungszustand S_ des

h
Punktes P wird beibehalten, wihrend der deviatorische

Anteil S, von P nach P iterativ reduziert wird, bis

d
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letztendlich ein zuldssiger Spannungszustand erreicht
ist, der das Gleichgewicht und die Bruchbedingung er-
flillt (vgl. Bild 4.13).

Zwar kdnnte durch einen wesentlich aufwendigeren, "ge-
naueren" Iterationsablauf, bei dem auch der hydrostati-
sche Spannungsanteil Sh gedndert wird, die "exakte"

~Ldsung R (vgl. Bild 4.13) gefunden werden; da jedoch
der Ausgangsspannungszustand Q und - wegen der inkremen-
tellen Lastaufbringung - auch der erreichte Spannungszu-
stand P sehr dicht beieinander an der Bruchgrenze liegen,
bleibt der durch die hier gewdhlte vereinfachende Vor-
gehensweise begangene Fehler, der mit der Spannungs-
differenz zwischen den Punkten R und P wiedergegeben

wird, sehr gering.

——
V20, =V20,

Bild 4.13: Umlagerung bei Verletzung der Bruchbedingung
(Der Abstand zwischen Q und P ist stark ver-

groBert wiedergegeben)



¢) Beriicksichtigung der Zuggrenze

Da das Stoffgesetz von Lade [87] flir kohdsionslosen Sand
nur im Druckoktanten des Hauptspannungsraums gliltig ist,
sind Spannungszustidnde mit Hauptzugspannungskomponenten

unzuldssig und missen umgelagert werden.
Es wird die folgende Vorgehensweise gewdhlt:

Ein Spannungszustand, wie mit Punkt P in Bild 4.14 dar-
gestellt, wird umgelagert, indem die Hauptzugspannungs-
komponente eliminiert wird ( > Punkt Q in der 0, = O5-

Ebene); da dieser Punkt Q die Bruchbedingung Gl. (4.25)
verletzt, miissen auch die anderen Hauptspannungskompo-
nenten modifiziert werden, so daB der neue Spannungszu-
stand mit Punkt P im Ursprung des Hauptspannungsraums

zu liegen kommt.

T

“or ™ Oy

Bild 4.14: Umlagerung bei Verletzung der Zugbedingung
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Auch in diesem Fall ist diese Vorgehensweise dadurch be-
griindet, daB der Ausgangsspannungszustand und der nach der
inkrementellen Belastung erreichte Spannungszustand wegen
der gewdhlten inkrementellen Lastaufbringung sehr dicht

beieinander liegen - in diesem Fall nahe am Ursprung.

In den Bildern 4.12 - 4.14 sind Spannungszustidnde, die zwar
das Gleichgewicht erfilillen, aber gewisse Nebenbedingungen
(Stoffgesetz, Bruch- oder Zuggrenze) verletzen, durch den
Punkt P dargestellt; aufgrund der Nebenbedingung wird ein
Spannungspunkt P ermittelt, der die Nebenbedingung erfiillt,

aber das Gleichgewicht verletzt.

Die dabei auftretenden Spannungsdifferenzen Ag werden mit
dem in Abschnitt 4.1.2 dargestellten 'initial-stress'-Verfahren
auf iterativem Wege so umgelagert, daB sowohl das Gleich-

gewicht als auch die Nebenbedingungen erfiillt sind.

Mit der Differenz Ag zwischen dem "elastischen" und "richti-
gen" Spannungszuwachs, die auch als 'initial-stress' be-
zeichnet wird, erhdlt man den fiir den Iterationsablauf be-
ndtigten neuen Lastvektor auf der rechten Seite des

Gleichungssystems (4.14) zu

At = 87 . Ao av (4.58)



Zur Berechnung und Auswertung von konkreten Problem-
stellungen wurden zwei Rechenprogramme sowie ein Aus-
werteprogramm fiir die zeichnerische Darstellung der
Spannungsfelder durch HOhenlinien erstellt; alle Pro-
gramme sind in FORTRAN IV codiert. Die Erprobung und
Anwendung der Rechenprogramme erfolgte auf der ab-
teilungseigenen PRIME 400, die des Auswerteprogramms

auf der Rechenanlage IBM 370/158 der Universitit Dortmund.

Der Ablauf des Programmes 1 fiir die Berechnung des Fiill-
zustandes eines Silos ist in dem Strukturdiagramm
Bild 4.15 dargestellt.

Das zweite Programm {ibernimmt die zwischengespeicherten
Daten des Programms 1 (Ausgangszustand) und fithrt die
Berechnung des Entleerungsvorgangs durch, vgl. Struktur-

diagramm Bild 4.16.

Die Ldsung des nichtsymmetrischen Gleichungssystems er-
folgt nach der Eliminationsmethode von Gauss in zwei
voneinander unabhdngigen Rechenschritten, vgl. Unter-
programme (1) und (2) in den Strukturdiagrammen. Diese
Zerlegung hat den Vorteil, daB die Steifigkeitsmatrix
K auf der "linken Seite" des Gleichungssystems (4.14)
und die aus ihr berechnete Dreiecksmatrix bei der
Korrektur z.B. infolge der physikalischen Nichtlineari-
tdt, die mit den Ungleichgewichtslasten nach Gl. (4.58)
zu einer neuen "rechten Seite" des Gleichungssystems

fiihrt, nicht verindert werden.

Diese rechenzeitsparende Vorgehensweise ist als "Iteration

liber die rechte Seite des Gleichungssystems" bekannt.
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Numerische Uberpriifung des Berechnungsmodells

Bodenmechanik

zZzur Uberpriifung des verwendeten Stoffgesetzes und der
entwickelten FEM-Formulierung werden Versuche aus der

Bodenmechanik rechnerisch nachvollzogen.

Aus der Flille der bei dreiaxialer Belastung mdglichen
Spannungswege werden hier die beiden Belastungswege
herausgegriffen, die in der bodenmechanischen Versuchs-
technik am gebriuchlichsten sind und filir die somit abge-

sicherte Versuchsergebnisse vorliegen (vgl. Bild 4.17):

~ WegC:)gibt den Belastungsverlauf fiir einen konventio-
nellen dreiaxialen Druckversuch wieder, bei dem die

axiale Belastung ¢, auf die Bodenprobe gesteigert

1
wird, wdahrend der seitliche Druck 5 bzw. 05 konstant

bleibt:
ol>-02 = 03 = const.

- Mit Weg(:)sind proportionale Belastungswege angedeutet,
bei denen das Verhdltnis der axialen Spannung o, zur
seitlichen Spannung ¢, bzw. g4 wahrend des Belastungs-

2
vorganges konstant bleibt:

01/63 = const.

Das diskretisierte Modell fiir die Berechnungen ist zu-
sammen mit den Randbedingungen in Bild 4.18 dargestellt;

die Abmessungen beziehen sich auf die Angaben in [101].

Als Bodenmaterial wird locker bzw. dicht gelagerter

Sacramento River Sand mit den Stoffparametern nach Ta-

fel 1 gewdhlt.



(01‘03)
/0 J4
/ r<\/” * !
'y 5
Q\.\-?
K\
Oz == -— 0
JAD A P d
5 0
)
3
¢ s
Qs 1
=y
Oz =d3

Bild 4.17: Spannungswege beim Triaxialversuch (D

und bei proportionaler Belastung ()

CST - Element

Bild 4.18: Diskretisierung und Randbedingungen der

Bodenprobe; MaBe in |em|.
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Entwidsserte dreiaxiale Kompressionsversuche

Die Ergebnisse der eigenen FEM-Berechnungen fiir ent-
wisserte dreiaxiale Kompressionsversuche sind den
versuchsmdBig ermittelten Werten aus |101]| fiir die
gleichen Probenabmessungen und Ausgangsporenziffern

in den Bildern 4.19 und 4.20 gegeniibergestellt.

Die berechneten Kurvenverldufe stimmen qualitativ
und quantitativ gut mit den Werten aus den Ver-
suchen iiberein. Der Abfall des Spannungsverhdlt-
nisses 01/03 mit wachsender seitlicher Spannung

o4 wird richtig erfaBgt, ebenso der EinfluB von

o3
kleinem ¢

auf die Volumendehnung €, ¢ Expansion bei
3 bzw. Kompression bei groBem o3¢ Auch der
Kurvenlauf nach Uberschreiten der 01/03 - Spitzen-

werte ( = softening) wird richtig wiedergegeben.

Aus der Gegeniiberstellung der Bilder 4.19 und 4.20
ist deutlich der Einfluf der Ausgangsporenziffer
- lockere bzw. dichte Lagerung - auf das Verhalten
der Bodenprobe bei der Belastung zu ersehen, vgl.

auch Bild 3.1.



03 = 9.4 [Nlem?]

- €1 [0/01

€4 (%]

Sacramento River Sand ; e = 0,87

:FEM ; o,s,v : Versuche [101]

Bild 4.19: Entwidsserter dreiaxialer Kompressionsversuch;

lockere Lagerung
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= 10 [N/cm?)

1 T T T T T T o €1 [OA’]
0 5 10 15 20 25

- £ [0/°]

Sacramento River Sand; e = 0,61

:FEM o, m,v: Versuche [101]

Bild 4.20: Entwidsserter dreiaxialer Kompressionsversuch;
dickte Lagerung
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Die Ergebnisse der eigenen FEM-Berechnungen bei pro-
portionalen Belastungswegen mit Sacramento River
sand sind filir die konstanten Verhidltniswerte

01/03 = 1,0 und 01/03 = %,8 fiir locker und dicht
gelagerten Sand in den Bildern 4.21 und 4.22 dar-
gestellt.

Zum Vergleich sind versuchsmidBig ermittelte Werte

| 87| eingetragen.

Die Kurvenverlidufe in den.g3/gl und °3/€v - Dia-
grammen passen fiir beide Ausgangsporenziffern gut zu

den aus Versuchen ermittelten Werten.

Es fillt auf, daB die Volumenzusammendriickung £y bei
dichter Lagerung vom Spannungsverhdltnis gl/g3 nahe-
zu unabhidngig ist, wdhrend bei lockerer Lagerung
eine Steigerung von Ul/°3 zu einer Erhdhung der
Zusammendriickung flihrt.

Auch diese Tendenz wird mit den rechnerisch ermit-

telten Kurvenverldufen richtig wiedergegeben.
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Sacramento River Sand ; e = 0,87
+FEM v ,e: Versuche [87]

Bild 4.21: Proportionale Belastungswege bei locker gelagertem

Sacramento River Sand

= 0;[N/cm?]

s

Ev [°/o]
Sacramento River Sand e = 067

FEM v,e . Versuche [87]

Bild 4.22: Proportionale Belastungswege bei dicht gelagertem

Sacramento River Sand
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Ein Stoffgesetz als mechanisch-mathematische Verallge-
meinerung von Beobachtungen an Laborversuchen mit spe-
ziellen Randbedingungen kann erst bei der Berechnung
realer, kpmplexer Problemstellungen und im Vergleich mit
dazugehdrigen Versuchsergebnissen seine allgemeine

Eignung und Verwendbarkeit beweisen.

Dazu wird im folgenden das Stoffgesetz von Lade | 87|
zur Berechnung der Grundbruchlast eines schlaffen

(EI = 0) Kreisfundamentes auf homogenem Halbraum einge-
setzt. Das Fundament wird monoton mittig belastet; eine
Schubspannungsﬁbertraguhg in der Sohlfuge soll nicht

moglich sein.

Fliir den Halbraum gilt das Stoffgesetz von Lade mit den
Stoffparametern fiir lockere und dichte Lagerung nach

Tafel 1.

Bild 4.23 zeigt die Diskretisierung und die Randbedin-
gungen dieses Beispiels; die Unterteilung des Rasters
mit den CST-Elementen ist dort unten rechts angedeutet.

Das System besitzt 512 Elemente und 289 Knoten.
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Bild 4.23: Diskretisierung des Halbraums, Randbedingungen
und Belastung
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In Anlehnung an |[104]| werden die Breite und Hohe des Element-
netzes mit jeweils 15,0 |m| bei einem Radius des Fundamentes
von 1,0 |[m] relativ groB gewdhlt, um den EinfluB der festen

Rinder so weit wie moglich auszuschalten.

Seitlich vom Kreisfundament wird eine Auflast
q = 28,6/33,2 |kN/m2| aufgebracht, womit Ffiir y = 14,3/16,6 |kN/m3|
pei lockerer/dichter Lagerung (vgl. Abschnitt 4.1.4.1) eine

Einbindetiefe von 2,0 |m| simuliert wird.
Der Berechnungsablauf gliedert sich in zwei Abschnitte:

- Zunachst wird die Konsolidierung des Bodens infolge seines
Eigengewiéhtes und der Auflast q berechnet (primdrer
Spannungszustand). Unter dieser Belastung stellen sich
Horizontalspannungen ein, die mit denen des aktiven Erd-
drucks iibereinstimmen; die Erddruckbeiwerte aus der FEM-
Berechnung von Kzn = 0,28/0,23 bei lockerer/dichter
Lagerung entsprechen denen der aktiven Coulomb'schen Erd-
drucktheorie bei Beachtung der inneren Reibungswinkel
nach Bild 4.10.

- AnschlieBend wird das Fundament mit Belastungsinkrementen
von jeweils Ap = 4,0 [N/cm2J bei dichter und von
Ap = 2,5 [N/cmzj bei lockerer Lagerung des Halbraumes bis

zum Grundbruch belastet.

Als Ergebnis dieser Grundbruchberechnungen sind im Bild 4.24
die vertikalen Verschiebungen des Fundamentmittelpunktes
in Abhdngigkeit von der Fundamentbelastung fiir den locker

und dicht gelagerten Halbraum aufgetragen.
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x X % nach DIN 4017, Teil 1

Bild 4.24: Lastsetzungskurve aus Grundbruchberechnung

Diese Darstellung zeigt, daB der flir Grundbruchberechnungen
charakteristische Verlauf der Lastsetzungskurve mit seiner
Anndherung an eine horizontale Tangente mit dem FEM-Programm
fiir beide Lagerungsdichten richtig ermittelt wird. Die iiber-
proportionale Zunahme der Setzung mit der Laststeigerung
zeigt deutlich den EinfluB der Nichtlinearitdt des verwen-

deten Stoffgesetzes.
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Ebenfalls richtig erfagt wird das Vermdgen des dicht gela-
gerten Sandes, hShere Fundamentbelastungen zu ertragen

als locker gelagerter Sand.

Ein Vergleich zwischen der GrdBe der Versagenslast aus der
FEM-Berechnung und aus einer Berechnung nach DIN 4017,

Teil 1, "Grundbruchberechnungen', Ausgabe August 1979,

unter Beachtung von Bild 4.10 fiir die inneren Reibungswinkel,
zeigt fiir beide Lagerungsdichten eine bemerkenswert gute

Ubereinstimmung.

Dies soll jedoch nicht so gedeutet werden, als ob hiermit
das absolut richtige Ergebnis vorliegen wiirde, da eine
Berechnung nach DIN 4017, Teil 1 wesentlich durch den
Winkel ¢ der inneren Reibung als EingangsgroBe filir die

Berechnung beeinflugt wird.

Ohne Vergleich mit geeigneten Versuchsergebnissen ist keine
abschlieBende Aussage hinsichtlich der absoluten Richtig-
keit der Ergebnisse mdglich, jedoch ist zu beachten, dag
die Ergebnisse nach der FEM-Berechnung zumindest in der

Ndhe der tatsichlichen Grundbruchlast liegen diirften.

Als Résumee dieser Grundbruchberechnungen kann festgestellt
werden, daB die Verwendung des anhand einer kleinen Boden-
probe ermittelten Stoffgesetzes von Lade | 87| zur Berechnung
von Problemstellungen mit wesentlich groBeren Geometrien zu
realistischen Ergebnissen fiihrt, bei der die zu beobachtenden
phdnomenologischen Erscheinungen im Boden richtig wiederge-
geben werden, so daf der Einsatz des entwickelten FEM-
Programms zur Berechnung der Druckverhdltnisse in Silozellen

gerecntfertigt erscheint.
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5. Darstellung und Diskussion der Siloberechnungen

Die im Abschnitt 4.2 vorgelegten numerischen Unter-
suchungen zu Problemstellungen aus der Bodenmechanik

und dem Grundbau haben aufgezeigt, daB die im kohidsions-
losen Sand zu beobachtenden Erscheinungen (Spannungs-
verhdltnisse, etc.) mit dem im Abschnitt 4.1 entwickelten
FEM-Berechnungsmodell wirklichkeitsnah wiedergegeben°wer—
den kdnnen.

Dieses Berechnungsmodell wird im folgenden zur Bestimmung
von Druckverhdltnissen in rotationssymmetrischen Silo-
zellen beim Fillen und wdhrend des Entleerungsbeginns
eingesetzt.

Zuerst wird auf.die Berechnung der Druckverhdltnisse

wdhrend des Fiill- und Lagerungszustandes eingegangen:

- Im Abschnitt 5.1.1 werden die flir die weiteren Berech-
nungen relevanten Erkenntnisse einer Voruntersuchung
dargelegt.

Um aufzuzeigen, daB mit dem entwickelten FEM-Berechnungs-
modell Problemstellungen aus dem Gebiet der Silostatik
realistisch bearbeitet werden kdnnen, schlieBt sich

eine vergleichende Gegeniiberstellung der aus einer
eigenen FEM-Berechnung ermittelten Spannungsverhdlt-
nisse in Silozellen mit anderen, experimentell ge-

wonnenen Daten an.

- Es folgt der Abschnitt 5.1.3 mit einer Untersuchung
iber den EinfluB verschiedener Parameter auf den

inneren Spannungszustand im Schiittgut.

- Auf der Grundlage dieser Erkénntnisse werden dann im
Abschnitt 5.1.4 die eigenen numerischen Ergebnisse mit
den Janssen-Formeln und der DIN 1055, Bl. 6, Ausgabe
Nov. 1964, verglichen.

Im Abschnitt 5.2 wird auf die Berechnung der Druckverhdlt-

nisse in Silozellen beim Beginn des Entleerens eingegangen.
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Fillzustand

Vor der eigentlichen Berechnungs- und Auswertephase
wurde eine vergleichende Untersuchung durchgefiihrt

mit dem Ziel, den Einfluf

- der Diskretisierung des Silos (Elementanzahl)
und

- der Anzahl der einzufiillenden Schichten
(Sschichtenhdhe "h", vgl. Bild 4.9)

auf die Ergebnisse aufzuzeigen.

Fir die anschlieBenden weiteren Berechnungen ergeben

sich daraus die folgenden Erkenntnisse:

- Diskretisierung:

Die weiteren Berechnungen werden an dem in Bild
5.1 dargestellten Elementnetz mit 199 Elementen
und 126 Knoten durchgefiihrt.

Zwar zeigten alle Berechnungen, daB die Druck-
verhdltnisse des Flillzustandes bereits mit einem
wesentlich groberen Elementraster qualitativ gut
beschrieben werden kdnnen - siehe als typisches
Beispiel Bild 5.2 filir den Horizontaldruck auf eine
Silowand -, jedoch werden auch die Berechnungen
fiir den Fillzustand an dem o.a. feinen Element-
raster durchgefiihrt, da der Fiillzustand die Aus-
gangsbasis fiir die Berechnung des Entleerungsvor-
gangs bildet - vgl. Strukturdiagramm Bild 4.16 -,

bei dem wegen der zu erwartenden groBen Anderun-
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gen der SpannungsgrdBen und -orientierungen der
Bereich um den Auslauf herum entsprechend fein
diskretisiert werden muB, vgl. Abschnitt 4.1.4.2

und 5.2.

Die Strecken a, b bzw. ¢, d in Bild 5.1 kdnnen
der jeweiligen Silogeometrie, z.B. der GrdBe der

Auslaufsffnung, etc. beliebig angepaft werden.
~ Schichtenhshe "h":

Vergleichende Berechnungen zeigen, daB die Anzahl
der einzufiillenden Silogutschichten bzw. die
Schichtenhdhe "h" keinen nennenswerten Einflun
auf die GroBe und Verteilung der Verformungs- und
Spannungszustidnde im Silogut hat, vgl. als
Beispiel Bild 5.3:

Nach allen Berechnungen lag der Horizontaldruck
auf die Seitenwinde beim schichtenweisen Fiillen
maximal 2 % iiber den Werten aus dem Fiillen des

gesamten Silos mit einer Schicht.

Da der EinfluB des schichtenweisen Fiillens auf
die inneren Spannungsverhdltnisse derart gering
ist, kann der gesamte Berechnungsablauf wesent-
lich vereinfacht werden, indem im weiteren so
vorgegangen wird, daB der Silo auf einmal mit
einer Schicht gefiillt wird, die Schichtenhshe "h"

also gleich der gesamten Silohdhe "H" ist.

Im iibrigen gelten die Angaben des Abschnittes 4.1.
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lockerer S.R.S.
e = 087
Yi = 14,3 [kN/m3)]
Eﬁ L = 0,0
Ph 1 Schicht
30
Elemente
— : 199
=
py [KN/m?]

Bild 5.2: EinfluB der Elementanzahl auf den Horizontaldruck

p, an der Silowand



Bild 5.3:

- 112

*———20hn]——-f

6(m

lockerer S.R.S.

e = 0,87
Y, = 14,3 [k\/m?
L= 04

30 Elemente

1 Schicht

5 Schichten

py, [kN/mZ]

EinfluB der Schichtenanzahl auf den Horizontaldruck

Py

an der Silowand



5.1.2

- 113 -

Durch umfangreiche Druckmessungen an zylindrischen
Modellsilos kommt Frese |1l05| zu Angaben iiber GrdfSe
und Verlauf des horizontalen Fiilldruckes auf die
begrenzenden Silowdnde.

Als Fillmaterial wird Quarzsand mit einer Kdrnung
von 5 = 3 mm (= Feinkies) und einer Wichte

vy = 14,51 LkN/m3J bei lockerer Lagerung verwendet.
Der Wandreibungsbeiwert dieses Flillgutes wird von

Frese zu p = 0,474 angegeben.

Diese experimentell ermittelten Seitendriicke bieten
sich fiir einen Vergleich mit den numerischen Ergeb-
nissen einer eigenen FEM-Berechnung an, da zum einen
die Parameter des Stoffgesetzes von Lade (87| fiur
einen locker gelagerten Quarzsand bekannt sind

- vgl. Tafel 1 mit den Angaben iiber den S.R.S. -
und zum anderen auch die Wichten y des von Frese
verwendeten Fillgutes und des S.R.S. filir den hier
vorliegenden Fall der lockeren Lagerung praktisch
identisch sind: y (Frese) = 14,51 [kN/m3J;

y (S.R.S.) = 14,3 |kN/m3| .

Zwar ist zu beachten, daB sich die Parameter der
Tafel 1 auf einen wmittleren bis feinen Quarzsand
beziehen, wdhrend bei Frese mit einem feinen

Quarzkies gearbeitet wird, jedoch darf filir diese
beiden Materialien ein stoffgesetzlich &dhnliches

Verhalten erwartet werden.
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Verlauf und GrdBe des horizontalen Wanddruckes aus der eige-

nen FEM-Berechnung sind in Bild 5.4 den experimentell er-

mittelten Werten von Frese |105| gegeniibergestellt:

Das von vielen Verfassern - vgl. z.B. bei |14, 106]| -
durch Versuche und erstmals von Janssen |[1]| auch theore-
tisch gefundene Ergebnis, daB die Driicke mit zunehmender
Silotiefe einem Grenzwert zustreben, findet mit den

Resultaten des hier entwickelten numerischen Berechnungs-

verfanrens seine Bestidtigung.

Nach Bild 5.4 stimmen die rechnerisch ermittelten Hori-
zontaldriicke sowohl im Verlauf als auch in der GroB8e gut

mit den gemessenen Werten iberein.

Der von Frese |105| angegebene Verlauf einer "mdglichen
Druckzustandslinie" mit der ausgeprdgten Schwingung um
die "Mittelwertkurve" konnte - zumal in der oberen Hilfte
des Silos - in dieser Deutlichkeit nicht festgestellt
werden; lediglich im unteren Bereich des Silos zeigt die
Druckkurve leichtere Schwingungen und in Bodenn&dhe einen
Abfall des Horizontaldrucks, der durch die Bodenreibung

bedingt ist - vgl. dazu Abschnitt 5.1.3.1.

Der rechnerisch ermittelte Verlauf des vertikalen Boden-

druckes ist in Bild 5.5 dargestellt:
Der mittlere Bodendruck eraibt sich daraus zu

Pym = 20,1 |kN/m2 |,
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z[m]

lockerer S.R.S

e, = 0,87
v = 14,3 [kN/m3]
E& u = 0,474

0,79[m]

1“———T 1*—— 5A[ml——~T

\ "mégliche Druckzustandslinie"
F—"  nach Frese (105]
experimentell ermittelte

A Mittelwertkurve
£ nach Frese [105]

N\
1)
Zi///,,,,— FEM-Berechnung

Py [kN/m?]

Bild 5.4: Horizontaldruck p

Py nach Frese |105| und nach eigener

FEM-Berechnung
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wihrend Frese [105] mit der experimentell bestimmten
"Mittelwertkurve" nach Bild 5.4 iliber die Gleichge-

wichtsbezienhung

z
U
l:’vm(z): y-Z——A—/Dde
0

zu dem geringeren mittleren Bodendruck

= 2
Pum 14,5 |kN/m#4 |

kommt .

Diese Abweichung wird verstandlich, wenn man die Hori-

zontaldruckverldufe in Bild 5.4 vergleicht:

Da sich der Druck p, aus der FEM-Berechnung - vor allem
im Bereich der "Schwingungen" - etwas kleiner als bei
Frese [105| einstellt, fiihrt dies wegen der festen
Kopplung y = pw/ph zu geringeren Wandreibungskriften
und somit aus Gleichgewichtsgriinden zwangsldufig zu
grdBeren vertikalen Bodendriicken Pom als bel Frese [105].
Nach den Berechnungen mit dem FEM-Berechnungsmodell
werden 26,1 % der Lasten aus dem Schiittguteigengewicht
iber Bodenpressungen und 73,9 % iber die Wandreibung
abgetragen; diese Werte betragen bei Frese |105]| 18,8 %
bzw. 81,2 %. Aufgrund von Messungen des Bodendruckes
von Motzkus | 8| an rechteckigen, mit Quarzsand gefiill-
ten Silozellen mit ebenem Boden bei einem Wandreibungs-
beiwert y = 0,5 werden 33 % des Siloguteigengewichts
vom Siloboden getragen. Das Ergebnis aus der FEM-Be-
rechnung fligt sich somit gut in den durch experimen-

telle Ergebnisse abgesicherten Rahmen ein.
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Zudem erhdlt man nach einem durch experimentelle
Erkenntnisse begriindeten Vorschlag [8], wonach
im Fillzustand ein Horizontaldruckverhidltnis
gem. Gl. (2.7) zutreffend sei, fir die vorlie-
genden Verhdltnisse dieses Beispiels einen
A-Wert von A = 0,33,  was sich gut mit dem aus
den Ergebnissen der FEM-Berechnungen ermit-
telbaren mittleren Horizontaldruckbeiwert von

Am = ~ 0,30 deckt, wdhrend sich dieser Wert

bei Frese [105] zu Ay = 0,42 ergibt.

Als Ergebnis dieses Abschnitts bleibt festzuhalten,
daB mit dem in dieser Arbeit entwickelten FEM-Be-
rechnungsmodell unter Verwendung des wirklich-
keitsnahen Stoffgesetzes von Lade [87] die Spannungs-
verhdltnisse in Silozellen wdhrend des Fiillzustandes
sowohl dem Verlauf als auch der GrdBe nach zu-

treffend ermittelt werden kdnnen.

Parameterstudie

Zu dieser Arbeit wurden zylindrische Silozellen

mit den unterschiedlichsten Geometrien nachgerechnet,
von denen im Rahmen dieser Darstellung nur einige
wenige - exemplarisch fiir alle iibrigen Geometrien -
betrachtet werden konnen. Die im folgenden aufge-
zeigten prinzipiellen Erscheinungen sind jedoch
charakteristisch fiir alle durchgefiihrten Berechnun-

gen.
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Wie in der Silodrucktheorie von Janssen |[1] und in
allen darauffolgenden Ansdtzen (vgl. Abschnitt 2)

wird auch in dieser Arbeit die Wandreibung wegen des
Fehlens wirklichkeitsndherer Wandreibungsgesetze

- speziell auch fiir kSrnige Schiittgiiter, vgl.
Abschnitt 3.1.2 - durch einen konstanten Coulomb'schen
Wandreibungskoeffizienten beriicksichtigt (vgl.
Abschnitt 4.1.5.1), so daB die Wandreibungsdriicke und
die horizontalen Seitendriicke in einem festen Ver-

hdltnis zueinander stehen.

Um den EinfluB der Wandreibung auf das Spannungs-
und Verformungsverhalten im Silogut zu studieren,
sind Berechnungen mit unterschiedlichen Wandrei-
bungskoeffizienten durchgefiihrt worden; die dabei
aufgetretenen typischen Erscheinungen sollen anhand

der Bilder 5.6 bis 5.12 erldutert werden:

- In Bild 5.6 ist der EinfluB der Wandreibung auf
den horizontalen Wanddruck p, an der Silowand
dargestellt. Fir den Fall der vollstdndig glatten
Silowand (p = 0,0) erhdlt man den bereits von den
Grundbauberechnungen her bekannten linearen
Horizontaldruckverlauf, vgl. Abschnitt 4.2.2; mit
zunehmender Wandreibung weichen die Driicke immer
weiter von diesem linearen Verlauf ab und ndhern
sich den von Janssen |1 | beschriebenen exponen-
tionalen Kurvenverldufen. Es zeigt sich deutlich,
wie mit zunehmender Wandreibung der Horizontal-
druck in grdBerer Silotiefe einem Grenzwert

zustrebt.
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Bild 5.6: EinfluB der Wandreibung auf den Horizontaldruck

p, an der Silowand
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Bei allen untersuchten Geometrien und Elementnetzen war
in einem Abstand bis zu ca. 2r vom Siloboden eine
"Schwingung" im horizontalen Druckverlauf zu registrie-
ren. Diese Erscheinung ist dadurch zu erkldren, daBg mit
wachsender Auflast nach und nach immer mehr in der
Wandndhe gelegene Elemente dieses Bereichs bereits vor
Aufbringung der gesamten Auflast aus dem Siloguteigen-
gewicht die fp =n, - Brucngrenze (vgl. Gl. 4.25)
erreichen, was darauf hindeutet, daf in diesen Berei-
chen die maximale Tragfihigkeit des Silogutes erreicht
ist, so daB dort keine weiteren Tragreserven mehr vor-
handen sind. Die zusdtzlichen Lasten aus dem Eigen-
gewicht miissen somit durch die nach Abschnitt 4.1.6
durchzufiihrende fp—Umlagerung von anderen umliegenden
Elementen aufgenommen werden, so daf es auch zu einem
Anstieg des Horizontaldrucks Py kommt. Ein derartiges
Ansteigen des Horizontaldruckes in Bodenndhe konnte bei
zylindrischen Silozellen mit ebenem Boden u.a. bei

Quarzsand auch experimentell bestitigt werden |107].

Die anschlieBende Abnahme des Seitendrucks in unmittel-
barer Bodenndhe deutet auf den Einfluf der Bodenreibung
hin, indem der Siloboden infolge der Bodenreibungs-
krdfte einen Teil der Horizontalkridfte aufnehmen kann

und die Wand in diesem Bereich somit entlastet wird.

Bild 5.7 zeigt den EinfluB der Wandreibung auf den ver-
tikalen Bodendruck. Wihrend fiir den Fall der glatten
Wand (p = 0,0) das gesamte Eigengewicht des Silogutes
durch den iUber den Querschnitt konstant verlaufenden

Bodendruck p_ = p = 57,2 |kN/m2| getragen wird,

vm
nimmt bei zunehmender Wandreibung dieser mittlere
Bodendruck wegen der Lasteinleitung von Vertikalkrdften
in die Silowdnde deutlich ab; bei y = 0,5 werden mit

einem mittleren Bodendruck von p = 11,7 | kN/m2| nur

i
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noch 20,5 % der Gesamtlast vom Boden getragen, wdhrend
79,5 % iiber Reibung in die Silowidnde eingeleitet
werden. Mit der nachfolgenden Tabelle Bild 5.8 wird
verdeutlicht, wie sehr die Lastabtragung vom Wand-

reibungsbeiwert y beeinflugt wird.

Neben dieser Auswirkung auf die GrdBe des mittleren
Bodendrucks ®om ist auch ein deutlicher Einflug der

Wandreibung auf den Verlauf des Bodendruckes zu ver-

zeichnen, vgl. Bild 5.7:

Wahrend bei y = 0,0 der Bodendruck lber den Querschnitt
konstant verteilt ist, stellt sich bei y # 0,0 ein Ver-
lauf ein, bei dem der Bodendruck von einem GrdBtwert in
der Symmetrieachse aus wegen des zunehmenden Einflusses
der Reibung zur Wand hin abnimmt; so betrigt bhei

p = 0,5 der Bodendruck neben der Wand mit p =

v, wand
9,4 |kN/m2| nur noch ca. 49 % des in der Silomitte

vorherrschenden Druckes.

Prozentualer Anteil
am
u P Schittguteigengewicht
2

() | oy | Py
0,0 SF g 100 0
0,1 39,2 68,5 31,5
0,2 28,4 49,7 50,3 Geometrie und

Parameter:

0y3 21,5 37,6 62,4 val. Bild 5.6
0,4 17,2 30,1 69,9
0,5 11,7 20,5 79,5

Bald 5.8: EinfluB der Wandreibung auf das Verhidltnis der

Boden- und Wandreibungslast
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- Infolge der Auflast aus dem Eigengewicht des Silogutes

kommt es zu Setzungen im Material, vgl. Bild 5.9.

Da das Silogut zur Rechenvereinfachung in einer Schicht
_eingebracht wird - vgl. Abschnitt 5.1.1 -, ergeben sich
auch im Schnitt A bei der HShenkote h = 400 [cm] Setzun-

gen; beil dieser Vorgehensweise ist der Silo nach Been-

digung des Fiillvorgangs also nicht - wie es bei einem
schichtenweisen Fiillen der Fall wire - exakt 4 [m] hoch
gefillt.

In Analogie zum Verlauf der vertikalen Driicke kommt es
im Fall der glatten Wand (u = 0,0) zu gleichmdBigen
Setzungen iiber den Siloquerschnitt, wdhrend sich bei
wachsender Wandreibung eine absolute Abnahme der
"mittleren" Setzung und eine relative Abnahme der Set-
zung von der Symmetrieachse zur Wand hin feststellen
14B8t. Diese Erscheinung nimmt vom unteren Teil des
Silos, wo die Wandreibung am ausgeprdgtesten ist, zum

oberen Teil hin ab.

- Der EinfluB der Wandreibung auf den Spannungszustand im
Inneren des Silogutes wird durch die Gegeniiberstellung
der Bilder 5.10 und 5.11 aufgezeigt. Dort sind die
Linien gleicher Driicke (Isobaren) fiir die grdsten und
kleinsten Hauptspannungen zusammen mit den Richtungen,
in denen diese Driicke wirken, fiir die Fdlle u = 0,0 und
u = 0,5 aufgetragen; auBerdem ist der Verlauf des ver-
tikalen Boden- und des horizontalen Wanddrucks darge-
stellt. Da die Drilicke in tangentialer Richtung in
Verlauf und GroBe anndhernd identisch mit den Werten
der dargestellten kleinsten Hauptspannung sind, wird

auf eine gesonderte Wiedergabe verzichtet.
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Fiir den Fall der glatten Wand (y = 0,0) werden die inneren
Spannungsverhidltnisse mit den Bildern 5.10a und 5.10b
wiedergegeben: beide Hauptspannungen sind erwartungsgemdn
in jeder Silotiefe iber den Querschnitt konstant verteilt
und wachsen linear mit der Tiefe an; sie wirken exakt in

lotrechter bzw. waagerechter Richtung.

Im Vergleich mit den Bildern 5.11la und 5.1lb wird die
Verdnderung dieses "gleichmdBigen" Spannungszustandes
durch den EinfluB der Wandreibung (yp = 0,5) offenkundig:
beide Hauptspannungen verlaufen jetzt - vor allem in der
unteren Silohdlfte - ungleichfdrmig iUber den Querschnitt.
Durch den EinfluB der Wandreibung weichen ihre Druck-
richtungen zum Rand hin immer mehr von der lot- bzw.

waagerechten Ausgangslage in der Silomitte ab.

Die Driicke nehmen im oberen, von der Reibung weniger
beeinfluBten Teil des Silos gleichmdBig zu und erreichen
bei ungefihr halber Silohdhe Spannungswerte, die nach
unten fast konstant bleiben bzw. nur noch wenig anwach-
sen; die Driicke erreichen also - wie in der Janssen-
Theorie | 1| vorausgesagt - mit zunehmender Silotiefe

einen Grenzwert.

Im Bereich bis zu ca. 2r iiber dem Boden sind wegen der
welter oben beschriebenen fp - Umlagerungen drastische
Spannungsianderungen zu verzeichnen:

Da das in diesem Bereich in Wandndhe gelegene Silogut
bereits vor Aufbringung der gesamten Last aus dem Eigen-
gewicht versagt, so daB die Spannungen hier nicht weiter
anwachsen kdnnen, miissen andere Silogutbereiche diese
Lasten zusidtzlich aufnehmen, wodurch die Driicke iiber die
Hohe 2r zur Silomitte hin stark ansteigen.
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- Diese Spannungszustidnde im Innern des Silogutes spiegeln
sich auch in dem Verlauf des in den Janssen-Formeln
(GL. 2.5) und den nachfolgenden Arbeiten verwendeten
Horizontaldruckbeiwertes )\ = ph/pV wieder, der in Bild

5.12 dargestellt ist:

Wahrend dieser Wert ) in der Silomitte (Bild 5.12a) von
der Wandreibung kaum beeinfluBt wird, sind geringe Aus-
wirkungen an der Wand (Bild 5.12b) vor allem in der unteren
Silohilfte festzustellen; auch fiir die A - Kurve zeigt

sich in diesem Bereich die bereits fiir den Verlauf des
Horizontaldrucks Py (Bild 5.6) festgestellte "Schwingung".
Nach Bild 5.12 148t sich der mittlere )\-Wert iiber den
ganzen Silobereich filir alle Reibungsbeiwerte zu \p, = ~ 0,30

angeben.
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vgl.Bild 5.6

Bild 5.12:
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EinfluB der Wandsteifigkeit
Da in den bislang iliblichen Verfahren zur Bestimmung
der Druckverhidltnisse in Silozellen lediglich von

den Gleichgewichtsbedingungen Gebrauch gemacht

wird (vgl. Abschnitt 2), kann mit ihnen naturgemdns
nicht Uberpriift werden, ob die Steifigkeit bzw. die

Verformbarkeit der begrenzenden Siloseitenwdnde die

inneren Spannungsverhidltnisse im Silogut beeinfluBt

oder nicht.

Mit dem in dieser Arbeit entwickelten Berechnungs-
modell kann dieser Effekt untersucht werden; die

Vorgehensweise ist im Abschnitt 4.1.5.2 dargelegt.

Mit dem Flillmaterial "locker und dicht gelagerter
S.R.S." sind fiir verschiedene Silogeometrien bei
technisch sinnvoll vorgegebenen Steifigkeiten der
Silowdnde aus Stahl und Stahlbeton nach Gl.(4.56)
die inneren Spannungszustdnde im Schiittgut ermittelt
worden. Daneben wurden diese Berechnungen auch fir
eine unendlich steife Wand durchgefiihrt, indem die
seitliche Verschieblichkeit der in der Wand liegen-
den Elementknotenpunkte durch horizontale Auflager

verhindert wurde.

Beim Vergleich all dieser Ergebnisse zeigten sich
zwischen den Spannungszustdnden bei zugelassener
Wandverformung und denen bei der unendlich steifen

Wand keine nennenswerten Unterschiede.

Daraus kann geschlossen werden, daB die Wandsteifig-
keit - zumindest bei dem hier verwendeten Fiillgut
und den untersuchten exakt zylindrischen Silogeo-
metrien - keinen EinfluB auf den inneren Span-
nungszustand im Schiittgut und damit auf die

horizontalen Wanddriicke ausiibt.
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5.1.3.3 EinfluB8 der Lagerungsdichte
Der EinfluB der Lagerungsdichte auf die Spannungs-
verhdltnisse in Silozellen soll anhand der Ver-
ldufe fir den horizontalen Druck o, an der Silowand
aufgezeigt werden:

Bild 5.13 zeigt den Horizontaldruck py, an der Silo-
wand flir locker und dicht gelagerten Sacramento
River Sand mit den Stoffparametern nach Tafel 1

und den Wichten Yiocker = 14:3 [kN/m3j und

Yaicht = 16:6 |kN/m3 |. Bei prinzipiell gleichem
Kurvenverlauf ergibt sich dabei fiir den dicht
gelagerten Sand erwartungsgemdfB eine Erhdhung des
Druckes, die fir den HOchstdruck ca. 16 % betrdgt,
was in etwa dem prozentualen Anwachsen von Y1 auf
Yq entspricht.

Um zu untersuchen, ob diese Druckerhdhung allein durch
das Anwachsen der Wichte von Y1 auf Y4 zurilickzu-
fiihren ist, oder ob auch die filir lockere und dichte
Lagerungsart unterschiedlichen Stoffparameter da-

rauf einen EinfluB ausiiben, wird in Bild 5.14 der
Horizontaldruck P, an der Silowand mit den Para-
metern fir dichte (Kurve C)) und lockere

(Kurve C)) Lagerung, aber bei gleicher Wichte Yqr

aufgetragen.
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lockerer S.R.S

e = 0,87
Yy = 14.3 [kN/m?]

dichter S.R.S

ey = 0,61

Yd = 16,6 %N/m3j
1.

ph[kN/mzl

Bild 5.13: EinfluB der Lagerungsdichte auf den Horizontal-

druck Py an der Silowand

Fy
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z [m]

Geometrie: vgl. Bild 5.13

® : 2@ inBild 5.13

lockerer S.R.S

ey = 0,87
aber: v, = 16,6 TkN/m?3!

G
p,[kN/m?]

Bild 5.14: EinfluB der Stoffparameter auf den Horizontal-

druck Py an der Silowand

iy

~

(y @= Y@ = 16,6 ’LkN/m3J
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Beim Vergleich dieser Kurven zeigt sich, daB sich
der Horizontaldruck bei dichter Lagerung (Kurve (:))
zu groB einstellt, falls - f&dlschlicherweise -

mit den Stoffparametern fiir lockere Lagerung ge-

rechnet wird.

Man erkennt den EinfluB der Stoffparameter:

Beim Ubergang von der lockeren zur dichten Lagerung
fihrt die zwangsldufige Erhdhung der Wichte wvon

Yy auf Yq 24 einer deutlichen Steigerung des
Horizontaldrucks, die jedoch durch die Verwendung
der Stoffparameter fiir die dichte Lagerung so abge-
mindert wird, daB der Druck linear mit dem Anstieg

von vy, auf Yq um 16 & zunimmt.

Aufgrund vergleichender Berechnungen mit dem FEM-
Modell wird auch der mittlere Horizontaldruckbei-
wert Ay = ph/pV von der Lagerungsdichte des
Silogutes beeinfluBt; widhrend sich z.B. filir die
Geometrie des Bildes 5.13 der )\p-Wert bei dem
lockeren S.R.S. zu Ap = ~ 0.30 einstellt, ergibt
sich dieses Verhidltnis bei dem dichten S.R.S. zu
Am = ~ 0.27.

EinfluB des Silodurchmessers

Um den bei den numerischen Berechnungen beobach-
teten EinfluB des Silodurchmessers auf den Horizon-
taldruck py, an der Silowand aufzuzeigen, wird auf
die Bilder 5.6 und 5.13 zuriickgegriffen, in denen
die Horizontaldriicke fiir zylindrische Silozellen
mit den Geometrien (in |[cm| )

Hy/r1 = 400/30 und Hy/ry = 2000/3090 u.a. flir locke-
ren Sand bei einer Wandreibung von p = 0.5 darge-
stellt sind.
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Fiir beide Geometrien ist die Silohdhe Hj so grog
gewdhlt, daB sich fiir die betrachteten Horizontal-
driicke bei zunehmender Silotiefe Grenzwerte ein-
stellen, die wegen der sonst gleichen Verhiltnisse
direkt miteinander verglichen werden kdnnen.

Es zeigt sich, daB die GrdBe des Seitendrucks wééent—

lich vom Siloradius abhdngig ist:

Hy/ry
Hy/r)

400/ 30 Py omax = 414 [KN/m2|
2000/ 300 38,28 |kN/m2|.

]

ph,max =

Vergleicht man filir diese beiden Geometrien die Hori-
zontaldriicke in gleichen HShenkoten, so stellt sich
heraus, daB das Verhdltnis der Seitendriicke phl/ph2
fast linear mit dem Verhdltnis der Radien

ri/rp = 30/300 = 1/10 zunimmt, der Seitendruck also
fast linear abhidngig ist vom Siloradius bzw. vom hy-
draulischen Radius wegen A/U = r/2 bei zylindrischen

Silozellen.

Ein EinfluB der Silogeometrie auf den Horizontaldruck-
beiwert A = ph/pV konnte nach den Berechnungen mit
dem FEM-Modell nicht festgestellt werden; so ergibt
sich z.B. flir die Geometrien der Bilder 5.6 und 5.13
bei y = 0.5 fiir den lockeren Sand ein {bereinstimmen-
der mittlerer A-Wert von Ay = ~ 0.30 ; vgl. dazu auch

die Ausfijhrungen iiber ) in Abschnitt 5.1.2.
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5.1.4 Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den

Janssen-Formeln und mit DIN 1055, Blatt 6,

Aufgrund der mit dem FEM-Berechnungsmodell gewonnenen
Einblicke in die inneren Spannungsverhdltnisse von
zylindrischen, sandgefilillten Silozellen mit Wandrei-
bung kann fir den Fillzustand zur Giiltigkeit der
Janssen-Formeln, Gln. (2.5), und der darauf fuBenden
DIN 1055, Blatt 6, Ausgabe November 1964, Stellung

genommen werden.

a) Horizontaldruck P, _an der Silowand

GemdB den Janssen-Formeln, Gln. (2.5), folgt der
Horizontaldruck p, an der Silowand einem exponen-
tionalen Kurvenverlauf mit einem Grenzwert §£ bei
zunehmender Silotiefe.

Diese grundsdtzliche Aussage konnte mit allen
Berechnungen des FEM-Modells bestdtigt werden, wvgl.
z.B. die Bilder 5.6 und 5.13. Besondere Merkmale,
wie z.B. der EinfluB der Bodenreibung auf den Hori-
zontaldruck oder die durch f -Umlagerungen hervor-
gerufene leichte "Schwingung" im Druckverlauf
kdnnen mit der Janssen-Theorie naturgemdB nicht
erfaBt werden, haben aber andererseits auch keinen
EinfluB auf die GrdBe des maximalen Horizontal-
drucks §h;

Zwar kdnnen die folgenden zur Herleitung der
Janssen-Formeln getroffenen Voraussetzuﬁgen und
Annahmen aufgrund der mit dem FEM-Berechnungsmodell

gewonnenen Ergebnisse als nicht erfiillt gelten:

- der vertikale Druck P, verlduft nicht konstant

iber den Siloquerschnitt, vgl. z.B. Bild 5.7
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- die Spannungen o, und py, an der Silowand sind
nach Bild 5.11 keine lot- bzw. waagerecht ge-

richtete Hauptspannungen

- das Verhidltnis )\ = ph/pV ist nach Bild 5.12 nicht

. eine iiber die gesamte SilohShe konstant verlaufende

GroBe.

Dennoch werden mit der Janssen-Formel

G = Pn = LU (2.5e)

zur Bestimmung des maximalen Horizontaldrucks §h
an der Silowand die wesentlichen Aspekte richtig
erfaBt:

die Wichte y = p * g und - mit dem Verhiltnis A/U,
das sich fiir zylindrische Silozellen zu A/U = r/2
bestimmt - auch der Radius r gehen in diese Be-
ziehung linear ein. Diese theoretisch gefundene
Abhdngigkeit wird nach Abschnitt 5.1.3.3 und
5.1.3.4 mit den Ergebnissen des FEM-Berechnungs-

modells bestitigt.

Ebenfalls wird mit dem Faktor 1/y in der Janssen-
Formel (2.5e) der nichtlineare EinfluB der Wand-
reibung auf den maximalen Horizontaldruck 5% richtig
erfant:

Dies wird mit dem Bild 5.15 gezeigt, in dem die

normierten Verhiltnisse
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mit §£ aus FEM-Berechnungen flir eine Variation von y
bei ansonsten konstanten Werten y = 14,3 LkN/m3J,
A/U= 0,15 |m| (vgl. Bild 5.6) in Abhdngigkeit von y
dargestellt sind; gleichzeitig ist die von Janssen

gegebene Abhidngigkeit

als Funktion von p aufgetragen.

Py 1
A bzw.*;-
Rc T ‘
P
A aus FEM - Berechnungen
Y —
10,0 s
50 -
Mithin
— 1
ph (- 'E
0 T T T T T —
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 K

Bild 5.15: Abhingigkeit der normierten maximalen
Horizontaldriicke E% und des Verhdltnisses 1/y

vom Wandreibungsbeiwert yu
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Die Ubereistimmung der Werte aus der FEM-Berechnung
und nach Janssen ist offensichtlich, so daB der
nichtlineare EinfluB der Wandreibung auf den maximalen
Horizontaldruck mit der Formulierung von Janssen

zutreffend wiedergegeben wird.

Da gemd&B DIN 1055, Blatt 6, Ausgabe Nowvember 1964,
der horizontale Druckverlauf an der Silowand mit den
Janssen-Formeln, Gln. (2.5), zu bestimmen ist, gelten

diese Ausfiihrungen filir die DIN gleichermaBen.

Mit einem Vergleich der Horizontaldruckverldufe an
der Silowand nach der FEM-Berechnung und nach der
Janssen-Theorie, Gl. (2.5b), wird in Bild 5.16 fir
die Geometrie und Parameter nach Bild 5.13, Kurve <> :
beispielhaft aufgezeigt, daB die Horizontaldriicke
sowohl dem Verlauf als auch der GrdBe nach gut mit

den Janssen-Formeln abgeschdtzt werden kdnnen:

fir ein mittleres Horizontaldruckverhdltnis

A = 0,27, wie es sich gemdB den FEM-Berechnungen
nach Abschnitt 5.1.3.3 flir den dicht gelagerten
S.R.S. einstellt, zeigt sich eine sehr gute Uber-
einstimmung zwischen den Ergebnissen nach der FEM-
Berechnung und nach Janssen, wdhrend die Janssen-

" Theorie mit dem von der DIN 1055, Blatt 6, Ausgabe
November 1964, vorgeschriebenen X - Wert von A = 0,5
bis zum Erreichen des Grenzwertes §h h&here Hori-
zontaldriicke als die FEM-Berechnung liefert.
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z [m]

Geometrie und Parameter:
vgl. Bild 5.13®)

@ . © FEM

0,5 (DIN 1055,B81.6)

>
n

1]

0,27 (aus FEM-Berech-
nungen mit dich-
tem S.R.S., vgl.
Abschn. 5.1.3.3.)

i
p, [kN/m?]

Bild 5.16: Vergleich des Horizontaldrucks p, an der Silo-
wand
C) nach FEM
C) nach Janssen
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b) Vertikaldruck P, iiber den Siloquerschnitt

Nach Janssen |[1| besteht zwischen den iiber den Siloquer-
schnitt (vermeintlich) konstant verlaufenden Horizontal-

und Vertikaldriicken die feste Beziehung
D = L . P
Pv = X LI (2.54)

wobei A eine iiber die Siloni*. ionstante GrdBe sein soll.
Bei diesem theoretisch gefundenen Ansatz macht die Be-
stimmung des Wertes ) groBe Schwierigkeiten; wvgl. dazu

die Ausfilhrungen in Abschnitt 2.2.

Wie jedoch in Abschnitt 5.1.3.1 mit dem Bild 5.11 aufge-
zeigt wurde, sind die Horizontal- und Vertikaldriicke in-
folge des Einflusses der Wandreibung vor allem in der
unteren Siloh&dlfte - also dort, wo die Grenzwerte E;

und Py auftreten, keineswegs gleichfdrmig liber den Silo-
querschnitt verteilt. Auch das Verhdltnis ) ist in diesem
Bereich keine konstante Gr&Be, sondern Schwankungen unter-
worfen, die von der Silowand zur Symmetrieachse hin ab-
nehmen, vgl. Bild 5.12.

Zudem besteht nach Abschnitt 5.1.3.3 eine Abhidngigkeit
des )-Wertes von der Lagerungsdichte, wdhrend ) nach
Abschnitt 5.1.3.4 von der Silogeometrie nicht beeinfluBt

wird.

Die Annahme von Janssen [lj, daB das Horizontaldruck-
verhiltnis )\ eine konstante GrdB8e seli, kann somit nicht

bestitigt werden.

Mit Gl. (2.5d) kann also lediglich eine Abschdtzung des
mittleren Vertikaldruckes Pom erfolgen, bei der man von

Mittelwerten fir Pl und A auszugehen hat.
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Bei der Abschdtzung von Phm ist zu beachten, daB nach
Bild 5.11b der maximale Horizontaldruck 5% an der Wand
zur Silomitte hin ansteigt.

Die Mittelwerte An flir den Sacramento River Sand konnen
nach Abschnitt 5.1.3.3 in Abhdngigkeit von der Lagerungs-

dichte angegeben werden zu

locker gelagerter S.R.S. : Apg = ™ 0,30

dicht gelagerter S.R.S. ~ 0,27,

>
=]
1]

Wie bereits in Abschnitt 5.1.2 angedeutet, decken sich
diese Werte ungefihr mit den nach Gl. (2.7) bestimmbaren

A-Werten:

!

V. ¥ N A
, | nach G1.(2.7)

o fir locker gelagerten

0,5 347 S R.S. nach Bild 4.10 .28
§ o fiur dicht gelagerten

0.5 407 S R.S. nach Bild e.10 | Ut

Auch Motzkus| 8| kommt aufgrund von Messungen des Horizon-
tal- und Vertikaldrucks an rechteckigen, sandgefiillten
Silozellen zu dem SchluB, daB ) ndherungsweise mit der

Gl. (2.7) abgeschdtzt werden kann.

Nach DIN 1055, Blatt 6, Ausgabe November 1964, hat die
Ermittlung des maximalen Bodendruckes 5; nach Gl. (2.54d)
zu erfolgen, wobei der Wert ) nach der Norm unabhingig
vom Wandreibungskoeffizienten y und dem Winkel ¢ der
inneren Reibung fiir alle Schﬁttgﬁter.einheitlich zZu

A = 0,5 anzusetzen ist.
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Mit diesem Ansatz wird schon der mittlere Bodendruck
Pym’ der nach z.B. Bild 5.7 kleiner ist als der maximale

Druck B; in der Silomitte, zu gering ermittelt:

einerseits ist der mittlere, iber den Siloquerschnitt
konstante Horizontaldruck Phm groBer als der Wert'EL

in Gl1. (2.5d), andererseits ist das mittlere Horizontal-

m, locker Sl Xm,dicht e
deutlich kleiner als der nach der DIN vorgeschriebene

Wert » = 0,5.

druckverhdltnis Am mit

So ergibt sich z.B. flir die Silogeometrie nach Bild 5.6
bei y = 0,5 der maximale (und konstante) Bodendruck ent-
sprechend der Norm mit EL = 4,29 [kN/mzj nach Gl. (2.5e)
zZu E; = 4,29/0,5 = 8,58 [kN/mZJ, wiahrend schon der mitt-
lere Bodendruck fiir diesen Fall nach Bild 5.8 mit

Bom = 11,7 [kN/mZJ um 36 % liber diesem Wert liegt; mit

dem Mittelwert Am = 0,3, wie er sich flir locker gelagerten
S.R.S. aus den FEM-Berechnungen ergibt, erhdlt man einen
mittleren Bodendruck von Pym = 14,3 [kN/mzj, vgl. Bild 5.17.
Mit diesem Bild wird deutlich aufgezeigt, wie vor allem

in der Silomitte der tatsdchliche Bodendruck deutlich

liber dem nach der Norm ermittelten Druck liegt.

P, [kN/m?] @ —— : FEM
i ® —-— : A =0,5 gemdB
DIN 1055, B1.6, 1964
T —— : A = 0,3 nach

- | FEM (vgl. Bild5.7)

| i FEM-Berechnungen

e . . - > - Biowand mit lockerem S.R.S.

104 PJonssen ) . ‘\\f:: vgl. Abschnitt
P

0 T T nndll & [Cm]
0 10 20 \\ 30
Siloboden

Bild 5.17: Vertikaler Bodendruck P,
(@ nach FEM
C) nach Janssen
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Dieses auf der Basis von FEM-Berechnungen gefundene
Ergebnis deckt sich auch mit den experimentell gewonnenen
Erkenntnissen von Motzkus [8], der aufgrund von Messungen
des Bodendrucks zu der Feststellung kommt, daB der ver-
tikale Druck mit der DIN-Vorschrift rechnerisch zu klein
ermittelt wird, und vorschligt, abweichend von DIN 1055,
Blatt 6, Ausgabe November 1964, mit einem kleineren

A-Wert nach Gl. (2.7) zu rechnen.

Als Ergebnis dieses Abschnitts ist flir den Flillzustand
festzuhalten, daB mit der DIN 1055, Blatt 6, Ausgabe
November 1964, der Horizontaldruck an der Silowand sowohl
dem Verlauf als auch der GroB8e nach realistisch abzu-
schidtzen ist, wdhrend der vertikale Bodendruck deutlich

zu niedrig bestimmt wird.
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5.2 Beginn des Entleerens
Damit das Silogut aus dem Silobehdlter ausflieBen Xkann,
muB die aus dem Druck des Eigengewichts herriihrende
"Vorspannung", die nach Beendigung des Fiillvorgangs im
Silogut vorhanden ist, im Bereich der Auslaufdffnung

abgebaut werden.

Da das in dieser Arbeit verwendete Materialgesetz von
Lade | 87| das stoffgesetzliche Verhalten von Schiittgiitern
im Druckoktanten des Hauptspannungsraums bel statischen
Problemstellungen beschreibt, kann der kinetische Vor-
gang des AusflieBens mit dem hier entwickelten FEM-
Modell rechnerisch nur so lange nachvollzogen werden,

bis die Druckvorspannung aus der statischen Belastung
abgebaut ist und das eigentliche Ausfliefen unmittelbar

bevorstent.

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen des Abbaus
dieser Druckspannungen im Offnungsbereich auf den
inneren Spannungszustand im gesamten Schiittgut be-
schrieben. Die rechentechnische Simulation dieses Vor-

gangs ist im Abschnitt 4.1.4.2 dargelegt.

In allen Berechnungen fiihrt die Abnahme der Druckspan-
nungen am Rand der Auslaufdffnung - hervorgerufen durch
inkrementelles Aufbringen der negativen Auflagerkrifte
aus dem Fiillzustand - dazu, dag in immer gr&feren Be-
reichen des Silogutes Zugspannungen auftreten, die

nach Abschnitt 4.1.6 umzulagern sind. Fir das letzte
Belastungsinkrement kann kein statischer Gleichgewichts-
zustand mehr gefunden werden, was darauf hindeutet, das

das Silogut unmittelbar vor dem AusflieBen stenht.
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Die beobachteten typischen Erscheinungen derartiger Be-
rechnungen werden mit den Bildern 5.18 und 5.19 anhand der
Isobaren und der Druckspannungsverldufe an der Silowand
und am Siloboden aufgezeigt; dazu wird auf die Geometrie

und Parameter des Bildes 5.6 zuriickgegriffen.

Um die Verdnderungen des inneren Spannungszustands im Silo-
gut wdhrend des inkrementellen Abbaus der Druckspannungen

im Offnungsbereich iibersichtlich und chronologisch aufzu-
zeigen, werden aufeinanderfolgend die Spannungszustinde nach
Beendigung des Fiillvorgangs (Bild 5.18a, 5.19a, identisch
mit Bild 5.1la, 5.11lb), nach Abbau der halben Druckspannungen
(Bild 5.18b, 5.19p) und nach fast vollstindigem Abbau der
Druckspannungen im Offnungsbereich (Bild 5.18c, 5.19c)
dargestellt.

Die Bilder 5.18 und 5.19 zeigen deutlich, wie sich der innere
Spannungszustand bei Abnahme der Druckspannungen im Aus-

laufbereich verindert:

Die nach Beendigung des Fiillvorgangs vorhandenen verti-
kalen und horizontalen Druckspannungen in den iiber der
Offnung befindlichen Silogutbereichen nehmen iiber eine
gewisse Hohe hin ab und lagern sich zum Eckbereich hin
um, so daB dort die inneren Druckspannungen deutlich
anwachsen. Weiter oben gelegene Silogutbereiche werden
von diesen Umlagerungsvorgdngen iiberhaupt nicht be-
troffen; die Spannungsgrbﬁen dort behalten ihre Werte
gegeniiber dem Fillzustand unverdndert bei.

Die Richtungen der grdBten und kleinsten Hauptspannungen
dndern sich im Offnungsbereich wihrend des Entleerungs-
beginns: die grdBte Hauptspannung schldgt von der ver-
tikalen Richtung des Fiillzustands in die horizontale

beim Entleerungsbeginn um.
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Die Spannungsumlagerungen wirken sich auf den Verlauf
des vertikalen Bodendrucks und des horizontalen Wand-
drucks so aus, daB im Vergleich zu den Driicken aus dem
Fiillzustand ein starkes Anwachsen dieser Driicke im Eck-

bereich zu verzeichnen ist.

Wiahrend des eigentlichen Ausfliefvorgangs werden sich diese
Erscheinungen zu weiter oben hin gelegenen Silogutbereichen

fortpflanzen.

Als EinfluBparameter auf den inneren Spannungszustand in-
folge des Druckabbaus im Offnungsbereich sind die Wand-
reibung (uE = 0,4; 0,3; 0,2; 0,1) und der Auslaufradius
(z.B. fiir die Silogeometrie nach Bild 5.18 die Auslaufradien
ra = 5; 10; 15; 20 [cmj) untersucht worden:

- Der Offnungsradius hat einen groBen EinfluB auf die Ver-
dnderung der inneren Spannungsverhdltnisse im Silogut;
bei kleineren Offnungen sind zwar ebenfalls die oben be-
schriebenen Umlagerungsvorgdnge zu beobachten, jedoch
sind die Spannungserhhungen in diesem Fall mehr auf die
inneren Silogutbereiche beschridnkt und klingen zum Rand
hin infolge der Pufferwirkung des dazwischenliegenden
Silogutes ab; die Horizontaldriicke an der Wand und die
vertikalen Bodendriicke wachsen nicht so stark an wie bei

groBeren Auslaufradien.

- Da die Spannungszustidnde im Silogut mit dem hier beschrie-
benen Berechnungsmodell wegen der stationdren Grund-
gleichungen lediglich bis zum unmittelbar bevorstehenden
AusflieBen beschrieben werden kdnnen und grdBere Bewe-
gungen im Silogut somit nicht eintreten, zeigen sich fiir
verschiedene Wandreibungskoeffizienten i erwartungsgemd

kaum Verdnderungen bei den Spannungsumlagerungen.
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Es bleibt festzuhalten, daB der vor dem AusflieBen statt-
findende Abbau der Druckspannungen im Auslaufbereich zu

deutlichen Spannungserhdhungen im Silogut fiijhrt, die sich
in Abhidngigkeit von der Grdge des Offnungsradius bis zur
Silowand hin mit entsprechendem Anstieg des horizontalen

Wwanddrucks auswirken kdnnen.
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Zusammenfassung und Ausblick

Mit einem Uberblick iiber die derzeit iiblichen Verfahren
zur Bestimmung der Druckverhdltnisse in Silozellen
wdhrend des Fiill- und AusflieBvorgangs wird aufgezeigt,
daB in den bisherigen Theorien wegeﬁ der mangelnden
Kenntnis iber zutreffende Stoffgesetze lediglich von den .
Gleichgewichtsbedingungen und zusdtzlichen vereinfachenden

Annahmen ausgegangen wird.

Im Gegensatz zu diesen herkdmmlichen Methoden wird in
der vorliegenden Arbeit unter Verwendung eines wirklich-
keitsnahen Stoffgesetzes von Lade |87] flir kohdsionslose
Silogiiter der vollstdndige Gleichungssatz der Xontinuums-
mechanik, bestehend aus Gleichgewichtsbedingungen,
Kompatibilitidtsbedingungen und konstitutiven Beziehungen,

zur Berechnung von Silodriicken verwendet.

Ausgehend von diesem Gleichungssatz wird ein auf der
Finiten Element Methode basierendes numerisches Berech-
nungsmodell entwickelt, wobei das resultierende nicht-
lineare algebraische Gleichungssystem mit einem ge-

mischten inkrementell-iterativen Verfanren geldst wird.

Dazu wird fiir das nichtassoziierte elasto-plastische
Stoffgesetz von Lade |87] eine Matrizen-Formulierung
entwickelt, die das nichtlineare Spannungs-Dehnungs-
verhalten von kohdsionslosen Sanden unter beliebigen

dreidimensionalen Druckbeanspruchungen beschreibt.

Neben dieser physikalischen Nichtlinearitdt werden in
dem Berechnungsmodell die Bedingungen berilicksichtigt,
dag fiir das in dieser Arbeit betracntete Silogut eine
Bruchgrenze vorliegt und Zugspannungen auszuschliefen
sind. AuBerdem werden Kradfterandbedingungen erfaft, mit
denen die Einfliisse aus der Reibung des Silogutes an

den begrenzenden Seitenwdnden beschrieben werden.
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Bei den mit diesem Berechnungsmodell zu dieser Arbeit
durchgefiihrten Siloberechnungen wird zwischen dem Fill-
und Lagerungszustand und dem Entleerungsvorgang unter-

schieden.

Zum Problemkreis "Berechnung der Fiilldriicke in Silo-

zellen" wird anhand eines Vergleiches eigener numerischer

Ergebnisse mit experimentell ermittelten Werten aufge-
zeigt, daB die Spannungsverhdltnisse in gefiillten Silo-
zellen sowohl dem Verlauf als auch der GrdB8e nach mit
dem hier entwickelten Berechnungsmodell zutreffend

ermittelt werden.

Mit einer vergleichenden Untersuchung werden die Ein-
fliisse verschiedener Parameter, wie Wandreibung, Wand-
steifigkeit, Lagerungsdichte des Silogutes und Silo-
radius auf die GroBe und Verteilung der Verformungen
und Spannungen im Inneren des Silobehdlters und an den

Boden- und Wandbereichen dargestellt.

Die dadurch gewonnenen Einblicke in die inneren Spannungs-
verhdltnisse des Silogutes ermdglichen einen Vergleich
mit den Janssen-Formeln |1 | und der darauf fuBenden

DIN 1055, Blatt 6, "Lasten in Silozellen", Ausgabe
November .1964: ‘

Die GroBe des maximalen Horizontaldrucks an der
Silowand wird mit der Janssen-Theorie bzw. mit

der DIN 1055, Blatt 6, richtig ermittelt, wihrend
der Verlauf dieses Drucks liber die Behdlterhdhe
abweichend von der Norm besser mit dem kleineren
Horizontaldruckverhdltnis A nach Ohde |9| bestimmt

werden sollte.
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Der vertikale Bodendruck ergibt sich mit den Vor-
schriften der Norm deutlich zu niedrig. Zur richti-
gen Erfassung eines mittleren vertikalen Boden-
drucks sollte auch hier - ausgehend von einem mitt-
leren Horizontaldruck - der gegeniiber der Norm
kleinere A-Wert nach Ohde | 9] verwendet werden.

Die Ermittlung der Spannungs- und Verformungszustinde
im Silogut wdhrend des Fiill- und Lagerungszustandes
bildet die Ausgangsbasis fiir die nachfolgenden Berech-

nungen des kinetischen AusflieBvorgangs.

Zu diesem Problemkreis wird aufgezeigt, wie der Abbau
der Druckspannungen am Rand der Auslaufsffnung beim
Entleerungsbeginn zu deutlichen Spannungserhdhungen im
eingelagerten Silogut fithrt, die sich bis zur Silowand
hin mit entsprechendem Anstieg der Wanddriicke auswirken

konnen.

Die hier filir das Silogut "kohdsionsloser Sand" durch-
gefilhrte Untersuchung l1d8t sich ohne weiteres auch auf
andere Silogiiter ausdehen; dazu miiBten durch entsprechende
Versuche an Triaxialgerdten die jeweiligen Stoffpara-

meter flir das Gesetz von Lade |87 bereitgestellt werden.

Desweiteren sind konstitutive Beziehungen filir solche
Silogiliter zu entwickeln, bei denen weitere stoffge-
setzliche EinfluBgrdBen, wie z.B. viskoelastische

Effekte, von Bedeutung sind, z.B. fiir Giarfutter.

Neben den in dieser Arbeit untersuchten exakt zylindri-
schen Siloformen sollten Silogeometrien mit unvermeid-
lichen, herstellungsbedingten baulichen Imperfektionen,
wie sie sich z.B. beim Gleitverfanren fiir Stahlbeton-
silos ergeben kdnnen, untersucht werden, da eine Ab-
weichung von der geometrisch exakten Silogeometrie zu

hoheren Horizontaldriicken fithren kann [108, lO9J.
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Auch sollten andere Silogeometrien, wie z.B. zylin-
drische Silos mit zentrischen und exzentrischen Trichtern,
in die Untersuchungen mit einbezogen werden. Daneben

ist der EinfluB von Einbauten auf die Spannungsverhidlt-

nisse zu studieren.

Desweiteren ist das vorliegende Berechnungsmodell in
Hinblick auf die Beschreibung des vollstindigen kine-
tischen Entleerungsvorgangs zu erweitern. Der bendtigte
Gleichungssatz |[110, 111| besteht aus den Bewegungs-
gleichungen nach Cauchy, einer Beziehung fiir die Ver-
zerrungsrate und einer konstitutiven Beziehung, mit der
neben den iiblichen Gleichgewichtsspannungen eines
elésto-plastischen Stoffes zusitzlich dissipative Span-
nungen aus der Bewegung erfaft werden kdnnen | 112, 113];

siehe auch die Literaturhinweise in [114J.

Fiir diese Berechnungen zum vollstidndigen kinetischen
Entleerungsvorgang eines Silos k&nnen - wie schon bei
den hier durchgefiihrten Untersuchungen zum Entleerungs-
beginn - die in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse

und Ergebnisse zum Fiillzustand die Ausgangsbasis bilden.
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Darstellung der Mohr-Coulomb-Bruchbedingung filir kohdsions-
loses Material in der Triaxial- und Deviatorebene

(vgl. Abschnitt 3.2.2)

Im Schnitt der Pyramide mit der Ebene, die von den Achsen
03 und /2 o, = /Ewoz aufgespannt wird (Bild Al), zeigen

sich zwei Schnittkanten der Pyramide, ndmlich die Geraden

03 = W . F O, (O1>Oz >03)
und
03 = —.\/1_2— * Il - 01 (03 > 02 >d1)

Nach Bild A2 erscheinen die Strecken AB und AC in der Devi-
atorebene in wahrer Ldnge. Mit den Vorwerten o, g, y und
AD nach Bild Al bestimmen sich AB und AC fiir einen Deviator-

abschnitt 0 = 05 = 05 Wle folgt:
AB = AD -t - 28 = D=l . 3
an (y - Bl => AB e ¥ . o,
2 sing -
= 6 -
3sng = Ot
AC = AD-tan (B-a) = AC = =l \F.5
2m+1 1
- Zsmkp ﬁ.81
3+siny .

Wegen der 6-fachen Symmetrie geniigt zur vollstidndigen Dar-
stellung ein Ausschnitt, wie z.B. der Sektor zwischen den

Achsen 2/3 /03'und - 2/3 /cf in Bild A2.
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_ 1esiny
T 1-sing
81—82-83
=
D V23, =VZG,=v23, VZay =202
1 1 1 )
a = actan { — - — ; = arctan (—
1 - —-
= arctan (— - m ; AD = o, - V3
Y (Z- ) ’

Bild Al: Pyramide nach Mohr-Coulomb in der Triaxialebene

ol=o2—o3fi.ir xp=300=> m = 3

@03

{23'-01 ]c —3-0'2

Bild A2: Mohr-Coulomb Pyramide in der Deviatorebene
fir ¢ = 30°
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Ein beliebiger, aus den Komponenten der Hauptspannungen ge-
bildeter Ortsvektor T im dreidimensionalen Hauptspannungs-
raum 148t sich immer so zerlegen, daB eine Komponente @ in
Richtung der Aqgisektrix weist, wdhrend die dazu Senk-

rechte D in der Deviatorebene liegt (Bild A3).

Bild A3: Zerlegung des Ortsvektors r

Der Abstand der Deviatorebene vom Koordinatenursprung wird

durch den Betrag
al = 2L
b = 3 (A1)

gegeben; der Vektor p in der Deviatorebene 148t sich z.B.

in Polarkoordinaten durch den Betrag

lpl = V232 (A2)

und den Winkel

cos 30

"

le
PRy
lu
W -

«
w
~
~N

(A3)
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festlegen, vgl. Bild A4. In diesen Gleichungen ist Il die
wihrend I. und I;

erste Invariante des Spannungstensors, 2
die zweite bzw. dritte Invariante des Spannungsdeviators

bedeuten.

5o

P

Bild A4: Festlegung des Vektors D in der Deviatorebene

Aus Gl. (A3) 138t sich mit

O, - Oy
. A4
TR (A4)

ein Ausdruck herleiten, der in der Bodenmechanik hdufig

zur Erfassung des Einflusses der mittleren Hauptspannung

g, bei 0;1>0,>03 verwendet wird, vgl. z.B. Bild 3.15b.
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Bestimmung der Proportionalitdtsfaktoren AXg und AX, fiir

plastisch-kontraktives und-expansives FlieBen
(vgl. Abschnitt 4.1.3.1, Gl. (4.22) und Gl. (4.29))

a) Plastisch-kontraktives FliefBen

Aus der FlieBregel (4.19) erhdlt man

AN = Agc o ___a_-c_l_
af. ()

Nach Hill |[102] gilt: AW, = g - O,

Die Elimination von Aec fiihrt zu

She st
Mit
fo = I% . 21,
bzw.
fe = ,°% + 0, + 0% + 204 + 205 + 203,
ist
af%éo) g = 2f, ,

so daB sich fir A). folgender Ausdruck ergibt:

AW,
2 te

AN, =

(4.18a)

(4.18b)

(4.22)
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pb) Plastisch-expansives Flieflen
In Analogie zum plastisch-kontraktiven FlieBen erhdlt

man unter Einfiihrung des plastischen Potentials gp

aag 1
AN = AW . = —
p p i
8gp,lo) g
Mit
_ 3 p m
% = I - {27, (3=} (4.26)
ergibt sich
ag Pa,m
_é_g.?_._q = 39, +m-n2-(—I1) I,
und daraus
AW
AN, = = = : (4.29)



- 184 -

Anhang C

Herleitung des plastischen Potentials fiir plastisch-

expansives FlieBen
(vgl. Abschnitt 4.1.3.1, Gl. (4.26))

Fiir das plastisch-expansive FlieBen gibt Lade die

Belastungsfunktion

iy = =L I, - 27-1, (4.24)
I3
bzw.
3 m m
0 = I3.IT-27.17.1,-f -1,

Mit den experimentell abgesicherten Erkenntnissen |87, dasB
fir das plastische Potential gp(g) dieselbe Funktion wie fiir
die FlieBfl&ache fp(g) zugrunde gelegt werden kann und das
zudem fiir jeden Spannungszustand-g der Wert des Potentials
gp{g) kleiner ist als der zugehdrige Wert fp{g), erhilt
Lade durch Substitution von fp durch die rein empirisch

bestimmte Funktion Ny bei sonst gleichen Verhidltnissen:

3 m m
h = I1' I, - 27 -I‘ -I3 - nz(fp)- I3
h
Mit ‘—_m_ = gp
1
erhdlt man so
3 1 1
9p - 1% - (27 + M, - —F;) N & R (4.26)
1
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Vektoren Ag, Ae flir den dreidimensionalen Spannungszustand

(vgl. Abschnitt 4.1.3.2)

Der Tensor

Ag, Agy, Aoy,
>N
~
~
pg - Ao,, A0,
~

symm. ~

AT,

wird geordnet zum Vektor

Ao11

Aoy,

Ao 23

Aoy

Analog
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. : e e -1
Elastische Stoffmatrizen |D |+ |D J
(vgl. Abschnitt 4.1.3.2)
' \1 | : 0 0
1l -vi 1-wv 0
1 . 0 0 0
L =V
1 0 0 0
rpe] = U V)
LT 1+ V(1 - 2v) -2y
HET 0
symm.
1-2v 0
2(1-V)
1 1-2v
2(1-v
1 -V -V 0 0 0
1 -V 0 ; 0 0
1 0 0, 0
Delt = %, .
2(1+v) 0 0
symm.
2(1+v) O
2(1+v)

m
1}

<
1

Elastizitdtsmodul
Poisson- Zahl
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Bestimmung von < ={a c}

(vgl. Abschnitt 4.1.3.2, Gl. (4.40))

Anhang D2 -1-

Aus

f,o= 17+ 2 (4.18a)
bestimmt sich a zu
4 - {afc } : {afc o el of. 3,
= " 3o al, 3g 3I, 3o
= (2 M)+ 2 [M2]]
mit den Matrizen [Mlj und [sz nach Anhang DS5.
Der Vektor a ergibt sich dann zu
N
2 0 0 011
2 0 O22
0 J33
a = :
4 J12
symm.
023
O1i3
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bzw. zu

2 022

4 012
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3
Bestimmung von b = [E?g}

(vgl. Abschnitt 4.1.3.2, Gl. (4.41))

Die Gleichung des plastischen Potentials g, fur das plastisch-

expansive FlieBen lautet

9p = 1D - 271 - M, - I - Iy (4.26)
Damit erhdlt man
a P agp ) al, agj . 813
3 - {3t = (31 =g n 5 |
Mit den Ausdriicken flir A und B
dg 2 I,
A I1 = E;L = 311 + M T]z W
.8 - 3% = —(27 4, . == )'
aI, 2 1P
und den Matrizen [Mlj und [M3J nach Anhang D5 ergibt sich
schlie@Blich
b= [A M-8 M| .0

oder



|or
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A"—g‘O'33 A_‘%Ozg 0 8023 0 J11
A A-g— o11| 0 0 Bos 5 022
A Boi, 0 0 033

symm. N
Boss -Bois -Boss O12
Boi: -Boi» O23
502% J13




- 191 -

Anhang D4 -1-

af,
Bestimmung von & = {7£7}

(vgl. Abschnitt 4.1.3.2, Gl. (4.48)

Die Gleichung -der Belastungsfunktion fiir das plastisch-

expansive FlieBen lautet

(3+m) (-1)
f = I D - 27 - 1, : (4.24)

Damit erhdlt man

af a1,  af,  al,
< = {35}={a1i " 3o als‘ag}

Mit den Ausdriicken flir o und g

of 1) c(2em) (m-1)
a-I, = a_I_:’_ = (3+m) - IV I} L 27 «m -1
afp ' (3+m) (-2)
B= 5, = -hy T

und den Matrizen LMlj und [M3J nach Anhang D5 ergibt sich
schlieBlich
¢ = fa M- B-Msl]-g

oder
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a-%ogga-%on 0 B0z 3 0 011
a o) -§=G11 0 0 Bo1s 022

a Boi2 0 0 033

Symm. Boss f5013 -B023 O12

Bo11 -8012 T23

Bo22 O13
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ol al ol
Bestimmung der Vektoren {=L1}, (=2}, sl
aIl . .
1. Der Vektor‘{ 30 } bestimmt sich aus
Iy =011 + 022 + 033 zZu
LRS!
3011 1 1 1 0 0 o
31y
9022 1 1 0 0 022
3y
9033 1 0 0 O33
=—1 L] L]
{
0 0 0 T12
S ymm.
0 0 023
0 0 C1i3
bzw. zu
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Jl
2. Der Vektor { a; ] bestimmt sich aus

—

I, = 011022 - 022033 - 033011 + o}, + o3; + 0123
Zu
ol _ " -
3011 0 1 1 0 0 0 O11
9l , -
T 0 1 0 0 0 22
)
3033 0 0 0 0 O33
9l » ) 0 a
3012 symm. i 0 13
) P
_3023 2 0 J213
a1, |
a0, 4 é E
bzv. zu

la

(=) = o)
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011

C22

033

C12

G223

9l . .
3. Der Vektor { 303} bestimmt sich aus
Iy = 01102203, 4201202303 = C711Cf§:4
"0220?3 - Ussofz
2U

91 1 1
30.131 0 Vi 033 '2-022 0 =023 0
oI, 1 -
3032 0 ?0'11 0 0 O13
ol 3 -
3033 . 0 J12 0 0
I,

-0 o o}
3015 symm. 33 13 23
ol 3 S
303 3 g11 Ci2
3l,

-g
3015 22
bzw. zu
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Ermittlung von Ac und Ap
(vgl.Abschnitt 4.1.3.2, Gl. (4.46) und Gl. (4.47))

f1S
1 af
A = —_ S AW (4.46)
¢ AX. aw, ¢
Mit der Beziehung
P A
Wc - C - fc / (4-21)
wobei der Druck p, =1 [kp/cmzj nicht mit angeschrieben wird,
erhdlt man
af. ful T
AW, - C +p
Mit AX, nach Anhang B
AW,
S S g
folgt daraus schlieBlich
2,29
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Ay = -l (4.47)

Mit der experimentell bestimmten Beziehung

e (4.31)
fo = a-exp [-b-W,)-W,
- der Druck P, = 1 Lkp/cmzj wird nicht angeschrieben -
folgt
ofp ¢ (1

aw, P9 W

und wegen AAP nach Anhang B mit

AN = 2

erhdlt man schlieflich mit Gl1. (4.34)

fo (L. _1

A = (3 m -7,-L-IMm. £
g T‘Z Ch q WP Wp,peqk
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Herleitung der elasto-plastischen Stoffmatrix LDeCpJ
(vgl. Abschnitt 4.1.3.2, Gl. (4.53)

Die Ausgangsgleichungen lauten (vgl. Gl. (4.51)

Ag = [Df1 .Ag +AN_.a - OX;-Db (D7.1)
O = GT Ag - AC ° A)\c (D702)
O = E.T . Ag - AD ° A)\p (D7.3)

Multiplikation der Gleichung (D7.1) mit g? v LDeJ bzw. mit

ET . LDe} und Elimination von Ag durch Gleichung (D7.2) bzw.

(D7.3) flihrt zu zwei Gleichungen filir die beiden Unbekannten

AXg und Axp, die als Losung liefern:

a0 - aj - (D

D - g
Ac+a’ - [D-a -a] -(DF.a /
wobei
T e] . T
ol - & -D¢1.b - ¢
Ap+ cT.[D]- b
und

cT. D] - al - [D°]
A)\p = T . AE
Ap + cT.[D*].b-al- Db /




- 199 -

Anhang D7 -2-

wobel

4
(@)
"
o
s}
iy

Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in Gleichung (D7.1) erhidlt

man die gesuchte Spannungs-Dehnungs-Beziehung:

Ag = [D®°P] . Ae

mit der elasto-plastischen Stoffmatrix

D). a-(a" - al)- [0

Decp 7 - [ D% -
(D" (o] [0°] Ac+a'-D.a- aj-D°] - a

D*-b-(cT - al) . [D°]

A +c IDl-b-al-0° - b

)

(4.52)

(4.53)
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VolumenmaBe der Bodenmechanik

Bei Schiittgiitern ist die Dichte im spannungslosen Zustand

ein wesentlicher Parameter zur Kennzeichnung des Spannungs-
Dehnungsverhaltens; filir diese Dichte sind in der Literatur
unterschiedliche Definitionen gebr&duchlich, die hier kurz .

zusammengestellt sind.

VP VG: Gesamtvolumen
VK: Kornvolumen
VP: Porenvolumen
Ve
VK
VG = VK + VP
Vp
Porenanteil (porosity, voidage): n = —
VG
Vp
Porenziffer (void ratio, pore number): e = —
K
\e]
"Spezifisches Volumen" nach |37 | T Vo= —
VK
Vk
"Volumenverteilung”nach [112 | P = —
vG
n e v W
= e v - 1
n n T+ v 1 -w
y n 1-w
e = ) e v 1 "
1 1
v = + —
=7 | 1*e v T
_ 1 1
w= -l rve | W u
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Grundbegriffe der Plastizit&tstheorie |[102, 103|

In der vorliegenden Arbeit wird ein Werkstoffverhalten als
plastisch bezeichnet, wenn wegen bleibender Verformungen

bel Entlastung der Zusammenhang zwischen den Spannungen oij
und Dehnungen €45 nicht mehr durch eine eindeutige Gesetz-

mdBigkeit ausgedriickt werden kann (Bild Fl).

Die aufgebrachte Deformationsenergie ist nicht mehr voll

wiedergewinnbar. Irreversible Energieanteile treten in Er-

scheinung.

ol

|

bleibende
Verformung |

Bild Fl: Plastisches Materialverhalten

Elastische und plastische Bereiche werden durch eine

FlieBgrenze bzw. -bedingung (yield function,-criterion)

voneinander getrennt.
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Im einfachen Fall der einachsigen Beanspruchung eines ideal
elasto-plastischen Materials setzt stationdres FlieBen ohne
Dichtednderung ein, wenn die Spannung ¢ den kritischen Wert

k (der als Verfestigungsparameter bezeichnet wird) erreicht

hat (Bild F2).

ol

Bild F2: Ideal elasto-plastisches Materialverhalten

Die FlieBgrenze bzw. -bedingung flir diesen Fall ist

= k
f (o) (F1)

bzw.
(F2)

F{f(c),k} = 0 .,

Im mehrachsigen Fall hat man statt der Spannung ¢ den

Spannungstensor Gij zu betrachten.

Analog zu (Fl) bzw. (F2) gilt dann

f<0ij) = k
(F3)

bzw. F-ﬁ(cu),k}= o (F4)

wobei f(cij) als Belastungsfunktion bezeichnet wird.
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Wegen der notwendigen Unabhidngigkeit des stoffgesetzlichen
Verhaltens vom beschreibenden Koordinatensystem (Koordinaten-
invarianz) ist die Darstellung der FlieBbedingung auch in

den Invarianten des Spannungstensors mdglich.

Geometrisch anschaulich 148t sich die FlieBbedingung (F4)
im dreidimensionalen Koordinatensystem der Hauptspannungen,

dem Hauptspannungsraum, als FlieBfl&dche darstellen.

Alle Spannungszustdnde innerhalb dieser FlieBfldche - dem

Koordinatenursprung zugewandt - sind elastische Zustédnde.

Nach Uberschreitung der FlieBfldche kann idealplastisches
oder verfestigendes (hardening) Materialverhalten vorliegen,
je nach dem, ob nach einer Entlastung und anschlieBenden

Wiederbelastung die urspriingliche FlieBfl&dche unveridndert

bleibt (Bild F2) oder erhdht wird (Bild F3).

Bild F3: Verfestigendes Materialverhalten
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Die Mdglichkeit einer weiteren Materialverfestigung kann
durch eine GrenzflieBfldche begrenzt sein. Nach Erreichen
dieser GrenzflieBfldche kdnnen neue Spannungszustdnde nur
noch auf der GrenzflieBfldche selbst liegen oder wieder ins
Innere der GrenzflieBfl&che zurﬁckfa;len, was als auflockern-

des (softening) Materialverhalten bezeichnet wird.

Zur Beschreibung der Spannungs-Dehnungs-Beziehungen bei sich

verfestigenden Materialien sind verschiedene Verfestigungs-

hypothesen aufgestellt worden. Die Hypothese der isotropen

Verfestigung (isotropic hardening) wird in der Praxis am

hdufigsten verwendet.

Danach wird bei Uberschreitung einer urspriinglichen FliefB-
fldche fl diese konzentrisch nach auBen zur FlieBfl&che

f2 verschoben (Bild F4).

o,
Facher moglicher Spannungszuwdchse
zum Erreichen von f,

Bild F4: Isotrope Verfestigung
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Da der Grenzwert der plastischen Dehnungen vom erreichten
Spannungsniveau abhdngt, ist es i.a. notwendig, die

inkrementellen Zuwdchse der Dehnungen bzw. Spannungen wahrend

des Belastungsvorgangs zu ermitteln und diese anschlieBend

zu summieren.

Die Beziehung zwischen Dehnungsinkrementen und Spannungen
wird durch eine FlieBregel (flow rule) beschrieben. Die

)

Hypothese, daB eine skalare Funktion der Spannungen g(gij
existiert |[115], aus der durch partielle Differentiation
nach den Spannungen die Richtung der Dehnungsinkremente

bestimmt werden kann, fihrt zu der Formulierung

aglo;)

1) anj (FS)

mit A) als Proportionalitdtsfaktor.

Nimmt man - wie in der sogenannten "perfekten'" Plastizitits-
theorie - weiter an, daB die Funktion g(gij), die auch

als plastisches Potential bezeichnet wird, mit der Belastungs-

funktion f(oij) zusammenfdllt, so spricht man von "asso-

ziierter" Plastizitdt. Fir diesen Fall kann gezeigt werden,

daB der Vektor des plastischen inkrementellen Dehnungszu-

wachses normal zur FlieBfldche steht - Normalitdtsbedingung.

Der in der FlieBregel (F5) zundchst noch unbekannte Pro-
portionalitidtsfaktor A)x wird mit Hilfe eines hypothetischen

Verfestigungsansatzes (hardening law) bestimmt; demnach

gibt es filir Werkstoffe mit isotropem Verfestigungsverhalten
eine eindeutige Beziehung zwischen der plastischen Arbeit

W_, die durch
p
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gegeben ist, und dem Verfestigungsparameter k:

flog) = k = hiw) (F7)

DZW .

wobei H eine experimentell bestimmbare monoton anwachsende
positive Funktion ist.
Mit den Gln. (F5), (F6) und (F8) erhdlt man den Proportionali-

tatsfaktor zu

AN = AW, - Al (F9)
P ag (OU) (of & B

—

Mit (F7) ergibt sich schlieBlich die FlieBbedingung (F4) zu

Fo{ftog), hiw)} = 0 (F10)

bzw.
(F11)

Mithin ist festzuhalten, daB die relative GrdBe und Richtung
der durch Spannungsdnderungen hervorgerufenen Dehnungsinkre-
mente durch eine FlieBregel bel zugehdrigem plastischen
Potential bestimmt werden, wdahrend die absolute GrdBe der

Dehnungsinkremente vom Verfestigungsansatz abhingt.



