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Vorbemerkung:
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in Silozellen beim Fiillen und wdhrend des
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Institut fiir Bautechnik, Berlin
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1 Problemstellung

Nach wie vor bestehen keine Theorien, die das mechanische
Verhalten granularer Schiittgiiter in Silobehdltern wihrend

des Entleerens wirklichkeitsnah beschreiben kdnnen.

Bisherige experimentelle und theoretische Untersuchungen
weisen darauf hin, daB mit Beginn des Entleerens Spannungs-
spitzen an den Behilterwdnden auftreten, die ein Vielfaches
der Spannungen im Fiillzustand betragen kdnnen. Dabei gehen
die Angaben iiber die Gr&Be, den Ort und die Dauer des Auf-
tretens weit auseinander. Sowohl bei experimentellen Unter-
suchungen als auch bei theoretischen Ansitzen ergibt sich
bei gleichen Behdltern und Fiillgiitern, je nach MeBmethode
bzw. nach getroffenen Annahmen und Voraussetzungen, eine
grofe Bandbreite der Ergebnisse. Mangels fundierter Kennt-
nisse werden Spannungsspitzen an den Winden bei der Bemes-
sung von Silobehiltern bisher kaum beriicksichtigt und sind

vermutlich mitverantwortlich fiir die relativ groB8e Zahl von

Schiden.

Im Rahmen dieser Arbeit soll ein wirklichkeitsnahes Verfah-
ren entwickelt werden, das die niherungsweise Berechnung der
Spannungsverhdltnisse in einem Schiittqgut in Silobehdiltern

wihrend des Entleerens gestattet.

Zunichst werden in Abschnitt 2 vorliegende Theorien und Re-
chenver fahren dargestellt. In Abschnitt 3 werden vorliegende
Stoffgesetze fiir granulare Schiittgliter beschrieben. In Ab-
schnitt 4 werden zuerst allgemeingiiltige Bedingungen fiir
Stoffgesetze formuliert, dann wird in Anlehnung an ein be-
stehendes Stoffgesetz ein solches filir ein schnell flieBendes
granulares Schiittgut abgeleitet. Der vollstindige Satz von
Stoffgesetz, Gleichgewichtsbedingungen und kinematischen

Gleichungen wird in Abschnitt 5 aufgestellt. Dann wird ein



numerisches Verfahren zur LOsung des Gleichungssatzes abge-
leitet. In Abschnitt 6 werden die Ergebnisse des LOsungsver-
fahrens dargestellt. SchlieBlich werden diese in Abschnitt 7
den Ergebnissen anderer Rechenverfahren und experimenteller

Untersuchungen gegeniibergestellt.



2 Diskussion vorliegender Theorien

Die erste und bisher allen Lastannahmen zugrundeliegende
Theorie liber die Spannungsverhdltnisse in Silos stammt wvon
JANSSEN | 1] . Sie baut auf einer Reihe von Annahmen und Ver-
einfachungen auf und gilt flir zylindrische Silos mit ebenem
Boden. Es zeigt sich, daB fiir den Fiillzustand die hiernach
ermittelten Horizontaldriicke auf den Behdlter annihernd mit
empirischen Beobachtungen {libereinstimmen. Dies gilt nicht

fir das Entleeren. Die prinzipielle Vorgehensweise von
JANSSEN wurde in einer Vielzahl von Arbeiten aufgenommen mit
dem Ziel, dessen weitgehende Vereinfachungen zu umgehen und
insbesondere Aussagen iiber die Spannungsverhiltnisse in Aus-
lauftrichtern zu gewinnen. Eine Zusammenstellung und Diskus-
sion dieser Arbeiten findet sich bei MOTZKUS |2|. Er kommt
zu dem Ergebnis, daB, mit Ausnahme derjenigen von WALKER | 3|,
alle bis dahin entwickelten theoretischen Ansitze zur Berech-

nung der Drlicke auf Trichter und Bdden wenig geeignet sind.

Hiufig wurde versucht, die Janssen-Gleichungen und dhnliche
fiir das Entleeren anzuwenden. Hierfiir wurden die Parameter
des Rechenverfahrens so bestimmt, daB die berechneten mit
empirisch ermittelten Entleerungsdriicken Ubereinstimmen. Das
Verfahren erscheint unbefriedigend. Insbesondere ist frag-
wiirdig, ob damit Aussagen iber nicht gemessene Vorgdnge

gestattet sind.

Erste Uberlegungen iliber ein physikalisch fundiertes Verfah-
ren zur Berechnung von Entleerungsdriicken stammen von JENIKE
et. al. | 4], [5], [6]. JENIKE stellt zunichst eine qualitati-
ve Betrachtung iUber die Spannungsverhiltnisse im Schiittgut
wihrend des Fiillens und des Entleerens an. Im Fiillzustand
wird das Schiittgut in vertikaler Richtung zusammengedriickt.
Horizontal tritt im Trichter ebenfalls eine Zusammendriickung
auf, wahrend im zylindrischen Teil horizontal keine Verfor-

mung auftritt. EBEs entwickelt sich ein aktiver Spannungs-



zustand, d.h. die groBere Spannung tritt in vertikaler Rich-
tung auf. Dies ist im zylindrischen Teil ein aktiv-plasti-
scher Zustand, dagegen im Trichter infolge der zweiseitigen
Zusammendrickung ein aktiv-elastischer Zustand. Die Richtun-
gen der grdBeren Hauptspannung und die Randspannungen sind

schematisch in Bild 2.la dargestellt.

a a
r I
Tu T,
/I~ /
(a) ) O
Pn

Bild 2.1: Spannungsverhdltnisse im Schiittgut nach JENIKE [5]
(a) aktiver Zustand (Fiillen)
(b) passiver Zustand (Entleeren)

(c) "Switch"

Die geringfligige Neigung der Hauptspannung gegen die Vertikale
resultiert aus den Reibungskridften zwischen Behialterwand und
Schiittgut. Um Gleichgewicht zu erreichen, muB8 das Schiittgutge-
wicht durch die vertikaie Komponente der Resultierenden aus

den Randspannungen oy und 1, getragen werden. Wahrend des Ent-
leerens stellen sich andere Spannungsverhdltnisse ein. Bei
einem MassenfluB, d.h. das gesamte Schiittgut ist in Bewegung,
wird sich das absinkende Schiittgut im Trichter vertikal aus-
dehnen und wegen der Querschnittsverengung horizontal zusammen-

driicken. Dementsprechend stellt sich dort ein passiv-plastischer



Spannungszustand ein, d.h. die grdB8ere Spannung tritt in
horizontaler Richtung auf. Dies kann sich in den zylindri-
schen Teil fortsetzen. Die dann auftretenden Richtungen der
groBeren Hauptspannung und die Randspannungen sind in

Bild 2.1b dargestellt. Bei Vernachlissigung von Tragheits-
krad ften miissen die vertikalen Komponenten der Randspan-
nungen wieder das Schiittgut tragen. JENIKE kommt dann bei
quantitativen Uberlegungen zu folgenden Ergebnissen:

- Bei Annahme der Janssen-Gleichungen flir den zylindri-
schen Behdlterteil sind die Randspannungen dort wihrend
des Entleerens im passiv-plastischen Zustand grdBer als

wihrend des Fiillens im aktiv-plastischen Zustand.

- Bei Annahme eines radialen Spannungsfeldes (vgl. Bild
2.2) fur den Trichter sind dort die Randspannungen wih-
rend des Entleerens mit einem passiv-plastischen Zustand
kleiner als wihrend des Filllens mit einem elastischen

Zustand.

Bild 2.2: Radiales Spannungsfeld

Zur Er fiillung der Spannungsiibergangsbedingungen mufl zwischen
Trichter und zylindrischem Teil ein Ortlich begrenztes

Storspannungsfeld angenommen werden.



Der Ubergang vom aktiven in den passiven Spannungszustand
findet nicht gleichzeitig im gesamten Silo statt, sondern
wird sich zundchst unmittelbar {iber der AuslaBéffnung ein-
stellen und dann nach oben fortpflanzen. Dies ist schema- J
tisch in Bild 2.lc dargestellt. Unterhalb der Hohe y befin-
det sich das Schiittgut im passiven Zustand, das gepunktete
Gebiet kennzeichnet einen Ubergangsbereich, im Rest herrscht
der aktive Spannungszustand. Es zeigt sich, daB die sich aus
der Kombination von passivem und aktivem Zustand ergebenden
Randspannungen nicht ausreichen, das Schiittgutgewicht zu
tragen. Die fehlende Kraft entspricht der resultierenden
Differenz zwischen passiven und aktiven Randspannungen, die

in Bild 2.l1lc durch die schraffierte Fldche bis zur Hohe y

bezeichnet ist.

JENIKE setzt diese Differenz als Einzellast mit den Kompo-
nenten Py und Pg an der Behdlterwand in der HOhe y an. Sie
148t sich bei bekannten Randspannungsverldufen in Abhdngig-
keit von y berechnen. JENIKE bezeichnet den Vorgang als
"Switch". Er gibt weiter an, daB sich die konzentrierte Last
unter bestimmten Bedingungen, die hier nicht ndher erliutert
werden sollen, nicht in den zylindrischen Teil fortpflanzt,
sondern sich in der Ecke zum Trichter festsetzt. Wandelt man
die Einzellast in eine dreieckfSrmige Streckenlast um -
JENIKE gibt als Verteilungsbreite den 0,3-fachen Silodurch-
messer an - sO ergibt sich nach seinem Berechnungsverfahren
ein typischer Randspannungsverlauf, wie in Bild 2.3 gezeigt.

Zum Vergleich sind die in dem gleichen Fall gemessenen Werte

eingetragen.

Eine weitere Theorie 2zur Spannungsberechnung fiir Flillen und
Entleeren stammt von WALTERS | 7], |8]. Er geht dhnlich wie
JANSSEN vor, bleibt aber im Gegensatz zu JANSSEN in sich
widerspruchsfrei und erhdlt auch eine Losung fiir die Span-
nungen im Trichter. Zundchst wird die Gleichgewichtsbedin-
gung an einer horizontalen Scheibe des Schiittguts aufge-
stellt (vgl. Bild 2.4b).
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Bild 2.3: Randspannungen fiir das Entleeren nach JENIKE | 6]
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Bild 2.4: Spannungsverhdltnisse im Schiittgut nach WALTERS [8]
(a) Grenzbedingungen des Spannungszustandes
(b) Gleichgewicht an der Schiittgutscheibe

Die Annahme, daB die Vertikalspannung Oy iiber den Quer-
schnitt konstant ist, entfillt bei WALTERS. Er setzt den

mittleren Wert'Ey an und trifft folgende Voraussetzungen:

- Der Spannungszustand erfiillt an jeder Stelle die Mohr-
Coulomb'sche Grenzbedingung, dargestellt in Bild 2.4a,

Linie A, mit einem inneren Reibungswinkel ¥ .



- Ausgehend von der Symmetrieachse nehmen die Schubspan-

nungen zum Rand hin linear zu.
- Am Rand erfiillt der Spannungszustand die Bedingung
Ty=tanm - Oy
mit n als Wandreibungswinkel (vgl. Bild 2.4a, Linie B).

- Die Horizontalspannung oy ist in der horizontalen Ebene

konstant.

Unter diesen Voraussetzungen kann zunidchst die Vertikalspan-
nung an der Wand (oy)w liber einen sogenannten Verteilungs-
faktor C, der eine Funktion der Reibungswinkel ©, n und der
Trichterneigung ¥ ist, in Abhidngigkeit von der mittleren

Vertikalspannung;y bestimmt werden:
(Oy)w= C'-O-y,

Weiterhin ergeben sich die auf die Wand bezogene Normalspan-

nung oy und Schubspannung Ty aus (oy)y durch
T, + 0, - tand = (E+tand)- (0, ),

Darin ist E eine Funktion von ¢, n und ¥. Die Gleichgewichts-
bedingungen (vgl. Bild 2.4b) ergeben damit eine Differential-
gleichung, die als abhidngige GrdBe nur noch'gy enthilt. Sie
hat zwei Losungen, eine fiir den Fall der vertikalen Orientie-
rung der grdBeren Hauptspannung (= aktiver Zustand), die ande-
re fiir den Fall der horizontalen Orientierung (= passiver
Zustand). Das Verfahren liefert als Sonderfall auch eine
Losung fiir den zylindrischen Teil, hierfiir wird der Winkel

der Trichterneigung 4 = 0 gesetzt.



Zur Berechnung der Spannungen wihrend des Entleerens trifft

WALTERS weitere Annahmen:

- Die Einfliisse aus der Massentri@gheit des Schiittguts kén-

nen vernachldssigt werden.

- Im zylindrischen Behidlterteil herrscht ein aktiver

Spannungszustand.
- Im Trichter herrscht ein passiver Spannungszustand.

Unter diesen Voraussetzungen ergeben sich typische Span-

nungsverldufe, wie sie in Bild 2.5 gezeigt sind.

ay Ow

(a) (b)

Bild 2.5: Spannungen flir das Entleeren nach WALTERS
(a) mittlere Vertikalspannung Ey

(b) Randnormalspannung oy

Die hohe Spannungsspitze im Eckbereich ergibt sich aus der
Forderung, daB die Ldsungen Ey der Gleichgewichtsbedingung
fir den zylindrischen Teil und den Trichter an der Uber-
gangsstelle iibereinstimmen miissen. Die Annahme des passiven
Zustands im Trichter, d.h. die gr&B8ere Spannung wirkt hori-

zontal, fihrt dann zu dem hohen Wert der Randspannung.



Ein weiterer Vorschlag zur Berechnung der Spannungen wihrend
des Entleerens stammt von ENSTADT |[9]. Hierbei wird wieder
angenommen, daB das Schiittgut {iberall die Mohr-Coulomb'sche
Grenzbedingung erfiillt, wobei es sich im zylindrischen Be-
hdlterteil im aktiven und im Trichter im passiven Spannungs-
zustand befindet. Die Spannungen im zylindrischen Teil wer-
den nach JANSSEN bestimmt. Dabei ergibt sich das Verhiltnis
K zwischen der Horizontal- und der Vertikalspannung an der
Behdlterwand aus der Forderung, daB sowohl die Mohr-Coulomb'
sche Bedingung, als auch die Krifterandbedingung

Tw = tan n * oy erfiillt werden. Das Gleichgewicht des
Schiittguts im Trichter wird nicht, wie sonst iblich, an ebe-
nen horizontalen Scheiben bestimmt, sondern an kreisfbrmigen

Ausschnitten. Solche Ausschnitte zeigt Bild 2.6.

aktiver Spannungszustand

passiver Spannungszustand

Bild 2.6: Hauptspannungstrajektorien im Schiittgut
nach ENSTADT

Es werden dann folgende Annahmen getroffen:
- Die grdBere Hauptspannung o) ist im Trichter tangential

zu einem Kreis gerichtet, dementsprechend die kleinere

Hauptspannung o2 normal zum Kreis.



- Die hydrostatische Spannung ¢ = 0,5 (o} + o,) ist ent-

lang eines Kreises konstant.

Mit den Bedingungen, daB das Schiittgut an der Trichterwand
die Mohr-Coulomb'sche Bedingung und die Kridfterandbedingung
Tw = tan n * oy erfiillt, 148t sich der Neigungswinkel B der
Hauptspannung 0; zur Wand bestimmen. Mit den oben getroffe-
nen Annahmen liegt dann die Geometrie der Kreisausschnitte
fest und man kann an ihnen eine Gleichgewichtsbetrachtung
durchfilhren. Dies filhrt auf eine Differentialgleichung fiir
die hydrostatische Spannung ¢ in Abhdngigkeit von R, dem
Abstand der Trichterspitze zum Schnittpunkt eines Kreises
mit der Wand (vgl. Bild 2.6). Aus der Ldsung ergeben sich
durch eine Umrechnung auch die Hauptspannungen und Randspan-

nungen.

Das Verfahren nach ENSTADT zeigt folgende Unstimmigkeit: Aus
Gleichgewichtsgriinden miissen Ldsungen fiir ¢ im zylindrischen
Teil, das sei oy, und im Trichter, das sei orp, in irgendei-
ner Fliche des {lbergangsbereichs ein bestimmtes, festes Ver-
hdltnis zueinander annehmen. Dies kann weder die Horizontale
sein, in der og konstant ist, noch der Zylindermantel (fiir
keilfdrmige Trichter) oder der Kugelausschnitt (fiir kegel-
formige Trichter), in dem op konstant ist. Eine solche Fli-
che 148t sich i.a. nicht finden, so dafB die Gleichgewichts-

bedingungen im Ubergangsbereich verletzt sind.

Mit dem Verfahren von ENSTADT ergeben sich qualitativ glei-
che Verliufe der Randspannungen wie bei WALTERS (vgl. Bild

2.5b). Vergleichende Rechnungen an konkreten Fillen zeigen

aber erhebliche quantitative Unterschiede. In Abschnitt 7.1
ist an einem Beispiel eine Vergleichsrechnung mit den Ver-

fahren von JENIKE, WALTERS und ENSTADT durchgefiihrt und den
Ergebnissen des numerischen Idsungsverfahrens, wie es im

folgenden entwickelt wird, gegeniibergestellt.
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Die hier dargestellten Verfahren haben den Vorteil der ma-
thematischen Einfachheit. Dies zu erreichen, wurde aber eine
Reihe von Annahmen getroffen, deren Gliltigkeit fragwlirdig

ist:

- Die Annahme, daB der Spannungszustand im Schiittgut an
jeder Stelle zu jeder Zeit die Mohr-Coulomb'sche Grenz-
bedingung erfiillt, trifft in dieser strengen Form nicht

ZUa.

- Weitere Annahmen hinsichtlich des Spannungszustandes
(JENIKE: radiales Spannungsfeld, WALTERS: Horizontal-
spannungen konstant, ENSTADT: Hauptspannungen normal und
tangential zu Kreisen mit konstanten hydrostatischen
Spannungen) sind offensichtlich weniger unter physikali-
schen Gesichtspunkten als unter dem Zwang zur Ldsbarkeit

getroffen worden.

- Die Aufteilung des Schiittgutes in Bereiche mit aktivem
oder passivem Spannungszustand ist insofern willkiirlich,

als es hierfiir kein objektives Kriterium gibt.

Wie gezeigt, lassen sich mit diesen Annahmen Verfahren ent-
wickeln, in denen das Stoffverhalten des Schiittguts weitge-
hend unberiicksichtigt bleibt. Dies schafft wesentliche Ver-
einfachungen und die Voraussetzungen zur Anwendung analyti-
scher Rechenmethoden. Andererseits bleibt zu fragen, ob bei
der Vernachldssigung des Stoffverhaltens nicht wesentliche’
Aspekte der physikaljscheh Vorginge verlorengehen. Die Al-

ternative zu den oben dargestellten Vorgehensweisen besteht
darin, statt mehr oder weniger fragwlirdiger Spannungshypo-

thesen ein physikalisch sinnvolles Stoffgesetz zu verwenden.
Der Realisierung stehen folgende Schwierigkeiten entgegen:



- Das Stoffverhalten granularer Schiittgliter ist sehr kom-
plex, Stoffgesetze sind entsprechend aufwendig und bis-

her nur eingeschridnkt gililtig.

- Gleichgewichtsbedingungen, Stoffgesetz und kinematische
Gleichungen liefern i.a. ein System nichtlinearer par-
tieller Differentialgleichungen, das sind die Feldglei-
chungen, die nicht analytisch geldst werden kdnnen. Es

1st die Anwendung numerischer Verfahren erforderlich.

Unter diesen Bedingungen wurde von LANDAHL | 13| auf der Ba-
sis der Methode der Finiten Elemente ein numerisches Rechen-
verfahren zur LOsung von Siloproblemen entwickelt. LANDAHL
untersucht zunichst eine Reihe von Stoffgesetzen flir kohd-
sionslose granulare Stoffe, die von der Bodenmechanik fiir
die Anwendung im Grundbau entwickelt worden sind, hinsicht-
lich ihrer Anwendbarkeit auf Schiittgiiter. Er zeigt, daB ins-
besondere das von LADE [14] vorgeschlagene Stoffgesetz gute
Ergebnisse liefert und berechnet damit Verformungen und
Spannungen in Silos im Fillzustand und zu Beginn des Ent-
leerens. Da vorausgesetzt wird, daB die Verformungen klein
sind und langsam ablaufen, ist die Berechnung des Entleerens
nur beschridnkt mdglich. Im Rahmen dieser Arbeit soll mit
demselben Ansatz ein erweitertes numerisches Verfahren zur
Berechnung von FlieBgeschwindigkeiten und Spannungen beim

Entleeren abgeleitet werden. Dies schliefBt ein:
- Die Zulassigkeit groBer Verformungen des Schiittguts.

- Die Berilicksichtigung groBer Verformungsgeschwindigkeiten

des Schiittguts.

- Die Berilicksichtigung der Massentrdgheit des Schiittguts.



Die Zusammenhdnge sind sehr komplex und beriihren neben der
eigentlichen Silothematik Gebiete wie die nichtlineare Kon-
tinuumsmechanik und die numerische Mathematik. Die dabei
entstehenden Probleme lassen sich im Rahmen der hier gebote-

nen Beschrankung noch nicht vollstdndig und optimal losen.

Es.geht zundchst darum, einen in dieser Art (soweit dem Ver-

fasser bekannt) ersten ILYsungsweg flir den angesprochenen

Problemkreis aufzuzeigen.



3 Diskussion vorliegender Stoffgesetze flir granulare

Schiittgliter

Im Bereich des Grundbaus treten Stoffe auf, die in ihrer
Struktur den Schiittgiitern in Silos vergleichbar sind. Hier-
flir wurden im Rahmen der Bodenmechanik unter Verwendung der
Plastizitdtstheorie Stoffgesetze abgeleitet. Eine Zusammen-
stellung findet man u.a. bei GUDEHUS |15] und speziell unter
dem Gesichtspunkt der Siloproblematik bei LANDAHL [l3j. auf
eine Darstellung dieser Stoffgesetze wird hier verzichtet.
Es sel zunidchst nur festgestellt, daB deren Anwendungsbe-
reich i.a. auf kleine und langsame Verformungen beschrinkt
ist. Erfahrungsgemifl treten aber beim Entleeren von Silos
groBle FlieBgeschwindigkeiten des Schiittguts auf. Es wird
somit ein Stoffgesetz bendtigt, das den Fall groBer Verfor-

mungen und FliefBgeschwindigkeiten einschlieft.

Frithe Untersuchungen iiber das Verhalten schnell flieBender
granularer Stoffe stammen von BAGNOLD | 16]|. Er geht von
Dispersionen granularer Modellmaterialien in Newtonschen
Fliissigkeiten aus. Dies ist insofern auf granulare Schiittgili-
ter libertragbar, als das umgebende Medium Luft als Newton-
sche Fliissigkeit betrachtet werden kann. Das Modellmaterial
besteht aus Kugeln mit einem konstanten Durchmesser d. Be-
zeichnet s den Durchschnittswert des Abstandes der Kugeln,

so ist durch

A=d/s

ein MaB fiir die Konzentration des Modellmaterials gegeben,
wobel hohe Werte A eine hohe Konzentration bezeichnen. BAG-
NOLD unterwirft Dispersionen verschiedener Konzentration
eilner ebenen, riaumlich und zeitlich kKonstanten Schubverfor-

mungsrate Y und leitet theoretisch und experimentell im



Bereich X > 1 fiir hinreichend groBe Werte § folgende Zusam-

menhiange ab:

Darin bezeichnet ¢ die Normalspannung, 1 die Schubspannung

und c¢;, cp materialabhingige Konstante. An den Gleichungen

zeigt sich:

- Das Stoffverhalten ist von der Verformungsgeschwindig-

keit abhdngig.

- Die Geschwindigkeitsabhingigkeit nimmt mit wachsender
Konzentration des granularen Materials zu. Man beachte,
daB der Wert A, um iiberhaupt eine relative Bewegung ein-

zelner Partikel zu ermdglichen, einen oberen Grenzwert

hat.
- Die Geschwindigkeitsabhingigkeit ist nichtlinear.

- Im Gegensatz zu Newtonschen Fliissigkeiten besteht ein

Zusammenhang zwischen Schubverformungsrate und der Nor-

malspannung. -

Die Ergebnisse von BAGNOLD geben einen qualitativen Einblick
in das Verhalten eines granularen Materials, sind aber flr:

die quantitative Behandlung vieler Probleme ungeeignet:

- Sie erfassen nur den Bereich hinreichend groBer Verfor-

mungsraten.

- Sie gelten nur fiir den eindimensionalen Fall.

- Die Werte der Stoffkonstanten bleiben offen.
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Wie gerade festgestellt, hat die Konzentration des granu-
laren Materials bzw. der Feststoffanteil am Gesamtvolumen
einen wesentlichen EinfluB auf das Stoffverhalten. Dies be-
riicksichtigt SAVAGE |17, indem er eine sogenannte Volumen-
verteilungsfunktion als kinematische Variable in ein Stoff-
gesetz filir granulares Material einfithrt. Dies soll kurz

dargestellt werden.

Eine Anhdufung von granularen Partikeln nimmt das Gesamt-
volumen dV ein, worin die Partikel das Volumen dvp und das

umgebende Medium das Volumen dVy haben.

dvV = dV, + dVi,

Die Volumenverteilungsfunktion w gibt den Feststoffanteil am

Gesamtvolumen an:
w = de/dV

Sie ist i.a. mit dem Ort, dargestellt durch rdumliche Koor-

dinaten X, und der Zeit t verdnderlich:
w = wixt)

Die Funktion w ermdglicht die stetige mathematische Be-
schreibung einer unstetigen Verteilung von festen Partikeln,
so daB diese Verteilung innerhalb eines kontinuumsmechani-
schen Stoffgesetzes mitberlicksichtigt werden kann. Aus dem

Gradienten Vo mit den Komponenten

dw
axi

U),i -

148t sich ein Tensor der 2. Stufe B mit den Komponenten B8 ;4



bilden. SAVAGE postuliert flir granulares Material, daB sich
der Cauchy-Spannungstensor ¢ als Tensorpolynom der Verfor-
mungsrate, das ist der Tensor d mit den Komponenten

d; = %(vi,j .
und des Tensors B darstellen 1H3Bt. Nun existieren unter
Voraussetzung be;timmter Isotropiebedingungen Darstellungs-
theoreme fiir Tensorpolynome, d.h. man kann zeigen, daB sich
alle Polynome aus zwei Tensoren 2. Stufe auf ein Polynom mit
dem h&chsten Grad (2 x 2) zuriickfilhren lassen (vgl. TRUES-
DELL/NOLL | 18], Abschn. 13). Die Anwendung auf g und 4

liefert bei Vernachlidssigung der Anteile d - d

0 =ayl+a,d+a,B+ay(B-d+d-B) (3.1)

Darin hingen die Koeffizienten ag - a3 von w und den Inva-
rianten von B und d ab. Von besonderem Interesse ist der

Ruhezustand mit d = 0, der mit Gl. (3.1) die Spannung

g, =agl +a,B (3.2)

ergibt. Es entsteht die Frage, ob der Ruhezustand, bzw. ein
Zustand mit kleinen Verformungsgeschwindigkeiten, durch
Gl. (3.2) zutreffend beschrieben werden kann. Die Boden-
mechanik weist in einigen Fdllen nach, daB die Spannungen in
einem granularen Material auch vom Verformungszustand, =z.B.
vom infinitesimalen Dehnungstensor e mit

&j:%(mq+urﬂ
abhingt. Dies bleibt in Gl (3.2) unberiicksichtigt. SAVAGE
schrankt deshalb den Gliltigkeitsbereich des Stoffgesetzes
Gl. (3.1) ein. Es heiBt in |17, S. 69:



"... stresses result from different mechanisms; in the sta-
tic case they result from dry interparticle friction and
particle interlocking whereas in the shear-flow case par-
ticles override other particles... In other words the static
and flowing cases may be regarded as two different states...
There is not a smooth transition from one state to another
as d * 0 and thus a constitutive equation suitable for
flowing materials need not necessarily be appropriate to
describe the state of static equilibrium. With this in mind
we interpret the stress ¢, merely as an additional component
of stress arising during the deformation of the bulk solid

of a non-uniform w."

Damit ist die Gliltigkeit des Stoffgesetzes Gl. (3.1) auf
einen bestimmten Mechanismus der Partikelwechselwirkung ein-

geschrankt, wogegen andere Mechanismen nicht erfaBt werden.

SAVAGE trifft hinsichtlich des Stoffgesetzes Gl. (3.1) eine
Reihe von Vereinfachungen und erhidlt eine Beziehung fiir die

"dynamische" Zusatzspannung

9-0 = byllgl + b/l d (3.3)

Darin ist IIg die zweite Invariante von d und die Koeffizi-
enten by, by sind Funktionen der Volumenverteilungsfunktion

w. Eine genaue Betrachtung von Gl. (3.3) ergibt:

- Es besteht ein Zusammenhang zwischen Schubverformungsra-

ten und Normalspannungen.

- Die Spannung ist dem Quadrat der Verformungsrate propor-

tional.

Es zeigt sich eine Ubereinstimmung zu den Ergebnissen von

BAGNOLD. Mit dem von ihm vorgeschlagenen Stoffgesetz kann



SAVAGE zwel Randwertprobleme l0sen: den Fluf3l granularen
Materials auf einer geneigten Ebene und zwischen vertika-
len Winden. Die analytisch berechneten Ergebnisse stimmen
qualitativ mit von ihm selbst gewonnenen Versuchsergeb-

nissen lberein, wiahrend quantitativ grdBere Unterschiede

auftreten.

Man kann die bisherigen Ausfilhrungen dahingehend interpre-
tieren, daB "finite" Stoffgesetze fiir granulare Materia-
lien, die in formaler Analogie zu den Stoffgesetzen der
Fliissigkeitsmechanik die Spannungen (und nicht nur Span-
nungsinkremente) in Abhdngigkeit von der Verformungsrate
und zusitzlich von der Volumenverteilungsfunktion angeben,
den Ruhezustand!) nicht erfassen kdnnen. Dies wird auch
durch Arbeiten im Rahmen der Bodenmechanik bestitigt, wo
finite Stoffgesetze jeweils nur filir spezielle Verformungs-
und Spannungswege angewendet werden kdnnen. Die Darstel-
lung allgemeiner Verformungs—- und Spannungswege im Ruhe-

zustand gelingt nur mit inkrementellen Stoffgesetzen.

Will man beide Aspekte eines Stoffes, d. h. sowohl sein
Verhalten im Ruhezustand als auch im FlieBzustand, durch
denselben formalen Ansatz erfassen, so bietet sich folgen-
de Vorgehensweise an. Die gebriuchlichen Stoffgesetze der
Fliissigkeitsmechanik bestimmen Spannungen aus der Verfor-
mungsrate. Differenziert man einen solchen Zusammenhang
nach einem Zeitparameter, so ergibt sich eine Spannungs-
rate in Abhingigkeit von einer Verformungsbeschleunigung.
Andererseits verbinden die inkrementellen Stoffgesetze
der Bodenmechanik eine Spannungsrate mit einer Verfor-

mungsrate. Beides 148t sich durch einen gemeinsamen

1) Der Begriff "Ruhezustand" soll den Zustand kleiner Ver-

formungsgeschwindigkeiten einschliefBen



Zusammenhang von Spannungsrate, Verformungsrate und Verfor-

mungsbeschleunigung miteinander verbinden.

Ein Vorschlag in dieser Richtung stammt von GUDEHUS/KOLYMBAS
[19]. Darin dient als abhidngige Variable die Jaumannsche
Spannungsrate E und als unabhidngige Variable der Cauchy-
Spannungstensor ¢, die Verformungsrate é und eine Verfor-
mungsbeschleunigung g(z). Der Tensor g(z) wird von TRUESDELL/
NOLL in [ 18] definiert. Eine Erliuterung erfolgt in Abschnitt
4.2 dieser Arbeit. Die allgemeine Form des Stoffgesetzes von

GUDEHUS/ KOLYMBAS lautet:

g =hlg.d)+gla.d d? (3.4)

Darin ist der Anteil h geschwindigkeitsunabhingig, d.h. bei kon-
stanter Spannung ¢ sind Spannungsrate E und Ver formungsrate d
proportional zueinander. h beschreibt irreversibles, also pla-
stisches Verformungsverhalten. Hierbei ist aber im Gegensatz

zur klassischen Plastizitdtstheorie weder die Aufspaltung der
Ver formungen in reversible und irreversible Anteile, noch die
Verwendung von Fliefflkriterien zur Bestimmung von irreversiblen
Ver formungen notwendig. Die "inkrementell nichtlineare" Form von
h gestattet es trotzdem, das unterschiedliche Materialverhalten
bei Be~ und Entlastung mit demselben Ansatz zu beschreiben. Auf
eine weitere Darstellung wird hier verzichtet, ausfiihrliche
Erliuterungen finden sich bei KOLYMBAS | 20]. Der geschwindig-
keitsabhingige Anteil g in Gl. (3.4) hat die Form

mit

¢, trg
=T 1
(cf+%trgz)2



Darin sind c¢; und cp Stoffkonstanten. Somit ist g der Ver-
formungsbeschleunigung proportional, wobei der Proportiona-
litdatsfaktor K mit der hydrostatischen Spannung trg zunimmt
und mit zunehmender Auflockerungsgeschwindigkeit trd ab-
nimmt. Leider geben GUDEHUS und KOLYMBAS in | 19] und | 20]
keine niheren Erlduterungen hinsichtlich der Anwendung von g
auf granulares Material und verweisen auf noch nicht abge-
schlossene Untersuchungen. Im Gegensatz zu SAVAGE geht die
Lagerungsdichte des granularen Materials, ausgedriickt durch
eine Volumensverteilungsfunktion oder durch ein anderes MaB,
nicht direkt in das Stoffgesetz Gl. (3.4) ein. GUDEHUS und
KOLYMBAS geben an, daB die Konstanten des Stoffgesetzes in
Abhdngigkeit von der lLagerungsdichte zu bestimmen sind.

Innerhalb der weiteren Uberlegungen wird fiir das Stoffge-
setz, welches spdter im Rechenverfahren verwendet wird, ein
Ansatz dhnlich dem von GUDEHUS und KOLYMBAS gewdhlt. Wegen
der guten Ergebnisse, die LANDAHL bei seinen numerischen
Siloberechnungen mit dem von LADE vorgeschlagenen elasto-
plastischen Stoffgesetz erzielt, wird dieses jedoch als
Grundlage des geschwindigkeitsunabhdngigen Anteils gewdhlt.
Der zweite, geschwindigkeitsabhdngige Anteil wird zunidchst
unter dem Aspekt festgelegt, eine mdglichst einfache Form zu

erhalten. Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich im fol-

genden Abschnitt 4.
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4 Ableitung eines Stoffgesetzes fiir ein granulares

Schiittgut

4.1 Allgemeines

Hier sollen die Bedingungen beschrieben werden, unter denen
ein Stoffgesetz bei groBen Verformungen formuliert werden

Kann. Zunichst ist ein Bezugssystem festzulegen.

Man unterscheidet in der Kontinuumsmechanik das raumfeste
(Eulersche) Bezugssystem und das kdrperfeste (Lagrange)
Bezugssystem. Im Bereich der Flissigkeitsmechanik wird das
Eulersche Bezugssystem verwendet und auch die im vorherge-
henden Abschnitt dargestellten Stoffgesetze sind in diesem
Bezugssystem formuliert. Es soll auch hier filir alle weiteren
Uberlegungen zugrundegelegt werden. Einerseits ist darin
eine einfache Darstellung der Gleichgewichtsbedingungen
mdglich; es fihrt aber andererseits zu Schwierigkeiten, wenn
man den EinfluB der Materialgeschichte auf das Stoffverhal-
ten beriicksichtigen will, da sich die Materialgeschichte nur
auf korperfeste Punkte beziehen 1lidB8t. Weiterhin ist zu be-
achten, daB sich anisotropes Stoffverhalten nicht im Euler-
schen Bezugssystem darstellen 148t, da eine in Eulerkoordi-
naten beschriebene stoffliche Anisotropie dem Prinzip der
Rauminvarianz, das im folgenden erldutert wird, widerspricht.
Alle weiteren Uberlegungen beschrinken sich deshalb auf

isotrope Stoffe.

Man kann fir Stoffgesetze jeglicher Art eine Reihe von

Axiomen formulieren, die an sich physikalisch sinnvoll sind
und keiner weiteren Begriindung bedlirfen, man vergleiche z.B.
TRUESDELL/NOLL | 18], MALVERN |21], ERINGEN [ 22]. Dazu gehd-

ren unter anderem:



- Das Prinzip der Determinanz
Der mechanische Zustand eines kOrperfesten Punktes wird
durch die Verformungsgeschichte seiner unmittelbaren
Umgebung bestimmt und ist nur von der Geschichte des

Verformungsgradienten abhingig.

- - Das Prinzip der Koordinateninvarianz
Ein Stoffgesetz soll vom angenommenen Koordinatensystem

unabhdngig sein; es darf dann nur Tensoren als Variable

enthalten.

- Das Prinzip der Rauminvarianz
In der englischsprachigen Literatur "Objectivity" ge-
nannt. Ein Stoffgesetz soll gegeniiber der Lage und Bewe-
gung raumfester Koordinatensysteme invariant sein; es

muB dann von bestimmten Transformationen der Eulerkoor-

dinaten unabhingig sein.

- Das Prinzip der Stoffinvarianz
Ein Stoffgesetz fiir einen homogenen, isotropen Stoff mug
von bestimmten Transformationen der Lagrangekoordinaten
unabhdngig sein. Dabei ergeben sich je nach Art der

Transformation verschiedene Klassen anisotroper Stoff-

gesetze.

Es zeigt sich, daB insbesondere das Prinzip der Rauminvari-
anz zu wesentlichen Aussagen iliber mdgliche Darstellungsfor-
men filir inkrementelle Stoffgesetze fithrt, man vergleiche

z.B. ERINGEN | 22|, Abschnitt 44. Es wird im folgenden niher
beschrieben. Aus ZweckmiBigkeitsgriinden wird dazu eine sym-
bolische Schreibweise fiir Tensoren und Tensorprodukte ein-

gefihrt, die-im Anhang A erldutert wird.



Es wird ein Eulersches Bezugssystem mit den raumfesten kar-
tesischen Koordinaten X = (xl, X2 4 x3)T vorausgesetzt. Die

Transformation

(4.1)

Ixt
i
LO
I
+
o

des Punktes X mit einem orthogonalen ortsunabhingigen Trans-

formationstensor q

(4.2)

und einem ortsunabhingigen beliebigen Vektor o 1ld8t sich als
starre Bewegung des Koordinatensystems interpretieren. Dabei

bewirkt q die Rotation und o die Translation.

Die Tensoren, die als Variable in das Stoffgesetz eingehen,

brauchen hier nicht niher bestimmt zu werden und erhalten
die Bezeichnungen t(1), £(2) ... E(n). In allgemeiner Form

lautet das Stoffgesetz
s ("2 ) - 0 (4.3)
Eine Transformation der Koordinaten nach Gl. (4.1) beein-
fluBt auch die Variablen des Stoffgesetzes. Diese gehen liber
in T(1), £(2) .. E(n), pas Prinzip der Rauminvarianz for-

dert dann, das

s(IME2 iy 2o (4.4)
ist, d.h. der funktionale Zusammenhang s der Variablen mus
bei einer Starrkdrpertransformation erhalten bleiben. Dies

bedeutet, daB das Stoffgesetz in verschiedenen Koordinaten-
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systemen, die sich starr zueinander bewegen, dieselbe mathe-
matische Darstellung haben soll. Die Forderung der Gl. (4.4)

ist erfillt, wenn

- die Variablen E(k) des Stoffgesetzes objektiv sind, d.h.
bei einer Transformation der Koordinaten nach Gl. (4.1)
transformieren sich die Variablen durch

. gltklg (4.5)

- die Funktion s des Stoffgesetzes isotrop ist, d.h.

s(a"thg. qt?g ., ... d4Ma) = UK. ) (4.8)

In den folgenden beiden Abschnitten werden zundchst objekti-
ve Variable zur Darstellung des Verformungs- und Spannungs-
zustandes erliutert. Im AnschluB wird die allgemeine Form
eines elasto-plastischen Stoffgesetzes abgeleitet, die die

Isotropiebedingung nach Gl. (4.6) erfiillt.

4.2 Die Darstellung des Verformungszustandes

Wie bei dem Ansatz von GUDEHUS/KOLYMBAS sollen auch bei dem
hier verwendeten inkrementellen Stoffgesetz eine Verfor-
mungsgeschwindigkeit und eine Ver formungsbeschleunigung als
variable GrdfBen dienen. Bevor diese abgeleitet werden kon-'
nen, miissen zundchst einige Grundbegriffe kurz dargestellt
werden. Ausfiihrliche Darstellungen finden sich in jedem

Lehrbuch der Kontinuumsmechanik.

Die Bewegung eines Korpers wird durch die Zuordnung von kdr-
perfesten Punkten zu raumfesten Punkten beschrieben. Ein
korperfester Punkt 148t sich durch seine rdumlichen Koordi-

naten y = (y;, Y2, y3)T wihrend eines Referenzzeitpunktes



t = to Kennzeichnen. Im Laufe der Bewegung nimmt er in Ab-

hiangigkeit von der Zeit t verschiedene raumfeste Punkte mit

den raumlichen Koordinaten X ein.

x = xly, t) (4.7a)

Die Verformung der unmittelbaren Umgebung des kdrperfesten

Punktes wird durch
d?ﬁ:Vﬁ'dz (L.7b)

beschrieben. Darin ist der Tensor VX mit den Komponenten
3x4/9y; der Verformungsgradient. Dieser gestattet die soge-

nannte Polarzerlegung

Vx=r-u (4.8)
Darin ist r ein orthogonaler Tensor und beschreibt eine
reine Drehung. u wird als rechter Streckungstensor bezeich-
net und gibt die eigentliche Verformung an. Will man den
Anteil der Drehung nicht beriicksichtigen, so bildet man ein

reines IdngenmaB, z.B. die Iinge ds des Differentials dx:

(4.9)

Mit den Gln. (4.7b) und (4.8) und unter Beriicksichtigung der
Orthogonalitit von r, d.h. rT « r = 1, ergibt sich aus

Gl. (4.9):

T

ds? = dy-yu-yu-dy {4.10a)

Das Produkt der rechten Streckungstensoren

¢ = ulu (4.10b)

heiBt Cauchy-Green Verformungstensor.
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Im weiteren interessieren aber nicht die Verformungen, sondern
deren Anderung. Man wihlt dann zweckmiBigerweise den gegenwdr-
tigen Zeitpunkt t als Referenzzeitpunkt und miBt die Zeit re-~
lativ zu t mit der Variablen 1. In diesem Zusammenhang ist
auch der Begriff der materiellen Ableitung einzufihren. Die
GroBe A (Skalar, Vektor oder Tensor) sei auf einem kdrperfesten
Punkt y definiert. Dann ist die materielle Ableitung

A = %%
die Anderung von A bei festgehaltenem y in Abhdngigkeit von
der Zeit 1. Die Verformungsdnderung der unmittelbaren Umgebung
eines korperfesten Punktes 138t sich durch die materielle
Ableitung des Differentials dx beschreiben.

Mit Gl. (4.7b) 148t sich zeigen:

dx = Vy-dx (4.11)
Darin ist der Tensor Vv mit den Komponenten 3Vj/3Xj der Ge-
schwindigkeitsgradient. Ebenso wie der Verformungsgradient
Vx enthdlt auch der Geschwindigkeitsgradient einen Drehungs-
anteil. Will man diesen nicht berilicksichtigen, so nimmt man
wiederum die Iinge ds und bildet deren materielle Ableitung
als MaB der Verformungsgeschwindigkeit. Durch die Bilduhg
materieller Ableitungen hSherer Ordnung - man erhdlt dann
zundchst eine Verformungsbeschleunigung -~ ergeben sich die

sogenannten Rivlin-Ericksen Tensoren E(M)‘

My 2 ‘
d(ds”) _ dx - oM. dx (4.12a)
dt™

Wegen Gl. (4.9) und (4.12a) ist g(o) = 1. M =1 ergibt eine
Ver formungsgeschwindigkeit, M = 2 eine Verformungsbeschleu-

nigung. Aus Gl. (4.l12a) folgt:

dl._e-(Mf1).d-x- = (d-x-.-e-(M).d.x-)



Hieraus ergibt sich unter Beriicksichtigung von Gl. (4.11)

folgende Rekursionsformel zur Berechnung der Rivlin-Ericksen

Tensoren:
{ T

Mit g(o) = 1 und é(o) = 0 erhdlt man

oMz yyvT + Vv (4.12b)
ez (VyT+TUv) + VT (VY + Vv) + (V¥ +Ty) Vy (4.12¢)
Usw.

ERINGEN zeigt in | 22], Abschnitt 93, daB die Rivlin-Ericksen
Tensoren objektiv sind, d.h. bei starren Bewegungen des
riumlichen Koordinatensystems transformieren sie sich nach

der Gl. (4.5).

Im folgenden wird ein Zusammenhang zwischen den Rivlin-
Ericksen Tensoren und dem Cauchy-Green Verformungstensor

abgeleitet. Mit den Gl. (4.10a, 4.10b) ist
ds? = dy-c-dy

Da dM(dy)/datM = 0 ist, ergibt sich

Mds? d"
d 213 ) | dy - dé%'dy (4.13)

Im Referenzzeitpunkt 7 = t ist dx = dy und damit folgt aus
Gl. (4.12a) und (4.13):

ez = far t=t [4.14)




Es zeigt sich, daf8 die Rivlin-Ericksen Tensoren und die
materiellen Ableitungen des Gauchy-Green Verformungstensors
im Referenzzustand gleich sind. Man kann diesen Zusammenhang
statt der Gl. (4.12a) zur Definition der Rivlin-Ericksen
Tensoren benutzen. Es folgt dann die Gl. (4.12a), und alles
iibrige, insbesondere die Gln. (4.12b,c) ergeben sich unver-

andert.

Eine solche Vorgehensweise, d. h. die Bildung einer Verfor-
mungsgeschwindigkeit und einer Verformungsbeschleunigung aus
den materiellen Ableitungen eines finiten Verformungsten-
sors, wird bei einer anderen Gruppe von Tensoren angewendet,
die symbolisch mit Q(M) bezeichnet werden. Sie werden durch
die materiellen Ableitungen des rechten Streckungstensors u
in der Referenzkonfiguration definiert, man vgl. TRUESDELL/
NOLL [ 18] Abschnitt 24:

d". = fir T=t (4.15)

M = 1 ergibt wieder eine Verformungsgeschwindigkeit, M = 2
eine Verformungsbeschleunigung. Zundachst wird 9(1) bestimmt.

Hierzu wird auf die bekannten Tensoren der Verformungsrate

1 .
d = 5[V s+ Wy mit d; = %(vi,j+vj,i) (416 )
und der Rotationsrate
] .
w = 3 (Vy_— V_\{_) mit Wi = %(Vivj "Vj-i) (4.17)

zuriickgegriffen. Weiterhin werden die ersten zweil materiel-

len Ableitungen des Verformungsgradienten VX bendtigt:

(Vx ) = Vyv-VUx (4.18)

"

(Vx) = [(Vy) + Vv.Vyv |-9x - : (4.19)



Aus der Polarzerlegung Gl. (4.8) ergibt sich unter Beriick-
sichtigung der Orthogonalitit vor r, d. h. ET *r =1, und

der Symmetrie von u zunidchst

Ux'-Vx = uW-u.

Durch Bildung der materiellen Ableitung erhilt man weiter

(4.20a)

c-.

(Vx')+Vx + VxT-(Vx) = Gy + u-

Mit Gl. (4.18) folgt dann

ICe

UxT-yvT-Vx + Ux"-Vv.Ux = 4-u + u-

Insbesondere ergibt sich dann flir den Referenzzustand, fiir

den Vx = u =1 ist:

v+ Vy = 24 fir T=t . (4.20b)

Hieraus erhdlt man mit den Gln. (4.15) und (4.16):

d"= 4q. (4.21)

Zur Bestimmung der Verformungsbeschleunigung gﬂz) wird zu-

nidchst die materielle Ableitung der Gl. (4.20a) gebildet:

..
+ Uy,

iCe
1ce

(VxT)-Vx + 2(VxT)+(Vx) + Vx™Vx) = Gy + 2

Unter Beriicksichtigung der Gl. (4.19) ergibt sich dann insbeson-

dere fiir den Referenzzustand mit Vx = u = 1:

(Vv') + Ov™UvT+ 2Uv"Vy + Vv-Uy + (Vy) = 2(U+ u-g) fir T=t
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Die Ausrechnung liefert dann mit den Gln. (4.16), (4.17) und
(4.20D):

=deddrdw-wd fir  t=t

bzw

Die Verformungsgeschwindigkeit nach Gl. (4.21) und die Verfor-
mungsbeschleunigung nach (4.22) sind, wie von TRUESDELL/NOLL in
[18], Abschnitt 25, gezeigt wird, objektiv; bei starren Bewegun-

gen des raumlichen Koordinatensystems transformieren sie sich

nach Gl. (4.5).

Der Vergleich der Tensoren 2(1) nach Gl. (4.12b) und §(1) nach
Gl. (4.21) zeigt unter Berlicksichtigung von Gl. (4.16), daB die
beiden Ansdtze, die Rivlin-Ericksen Tensoren nach Gl. (4.714) und
die Ableitung der Streckungstensoren nach Gl. (4.15), hinsicht-
lich der Verformungsgeschwindigkeit bis auf den Faktor 2 gleich
sind, wdhrend sich die Verformungsbeschleunigungen 2(2) nach G1.
(4.12c) und d(z) nach Gl. (4.22), sowie alle hdheren Ableitungen

unterschiedlich ergeben.

Beschreibt man ein physikalisches Phinomen alternativ mit beiden
Typen der Verformungsbeschleunigung, so miiBten jeweils verschie-
dene Stoffgesetze verwendet werden, um dieselben Ergebnisse zu

erhalten. Die Frage, welcher Typ von Verformungsbeschleunigung

welchem Stoffgesetz angemessen ist, ist bisher nirgends erdrtert
worden und muB auch hier offenbleiben. Die Verwendung der durch
Gl. (4.22) definierten Verformungsbeschleunigung in den weiteren
Uberlegungen geschieht deshalb unter dem Gesichtspunkt, dem ver-

wendeten Stoffgesetz eine mdglichst einfache Form zu geben.



4.3 Die Darstellung des Spannungszustandes

Neben dem Cauchy-Spannungstensor ¢ ist filir ein inkrementel-
les Stoffgesetz eine Variable zur Darstellung der Spannungs-
dnderung erforderlich. Zundchst liegt es nahe, hierfilir die
materielle Ableitung é des Cauchy-Spannungstensors zu wih-
len. Es =zeigt sich aber, daB é nicht objektiv ist, man
vergleiche z.B. MALVERN |[21|, Abschnitt 6.7. Man kann nun

é in verschiedener Weise so modifizieren, daB ein objektiver
Tensor E als MaB der Spannungsianderung entsteht. Einige Mog-

lichkeiten und ihre Urheber lauten

gl = g+ 0W -Wwo Jaumann

9°_n =g + 0y - vv'-g Cotter / Rivlin

. . . (4.23a-d)
gnx= g - g:Vv - Who Oldroyd

Darin ist Vv der Geschwindigkeitsgradient und w die Rota-
tionsrate nach Gl. (4.17). Grundsdtzlich lassen sich belie-
big viele Spannungsraten finden, die objektiv sind. Die
genannten Definitionen zeichnen sich dadurch aus, daB sie

sich anschaulich deuten lassen, man vergleiche PRAGER | 23],

MASUR | 24].

Dariiberhinaus formuliert PRAGER in [23] ein Auswahlkriterium,
dem nur noch der Vorschlag von JAUMANN geniigt. Dies wird im
folgenden dargestellt. Stoffgesetze fiir isotrope, plastische
Stoffe nehmen FlieBSbedingungen zur Bestimmung des Verformungs-
typs und plastische Potentiale der Ableitung der Verformungs-
inkremente an. FlieBbedingungen und Potentiale werden, sofern

ein Eulersches Bezugssystem zugrundeliegt, aus den Invarianten



des Cauchy-Spannungstensors gebildet. Es ist dann offen-
sichtlich sinnvoll zu fordern, daB die Spannungsinvarianten
ihren Wert nicht verdndern, solange Verformungsrate und
Spannungsrate Null sind. Andernfalls kdnnen sich FlieBfld-
chen und plastische Potentiale verindern, ohne daB das

Material eine Beanspruchung erfahren hitte.’

Das Kriterium wird im folgenden angewendet. Die Spannungsin-

varianten lauten

I =g¢g:1
IT =%(g;9-12) (4.2 a-c)
III = deto

Zur Durchfilhrung einzelner Ableitungen ist der ijbergang zur

Komponentenschreibweise erforderlich:

I =0
1I =%(OWOU_I” (4.25a-c)
I = é €ijs €parTip Tjq Osr

Darin ist ejijs das Permutationssymbol, das die Werte
-1, 0, 1 annimmt. Die Anderung der Spannungsinvarianten wird

durch deren materielle Ableitung beschrieben. Diese lauten

I = @i

O =0.-0.-1-1 (4.26a-c)

'
Q
Q

L]

OI = - ey ey (O Ojg O + Ojp Ojg Osr + O Tjq Oyr)



Im folgenden wird gezeigt, daf die materiellen Ableitungen

der Spannungsinvarianten zu Null werden, wenn die Jaumann-
[e]

sche Spannungsrate gI zu Null wird. Sie lautet in Komponen-

tenschreibweise
0 .
O = Oy * Oy Wy = Wy Oy

i} !

o
Mit I = 0 ergibt sich

G = = Op Wi + Wik Oy (4.27)
und
Oii = = O Wi + Wik Oy

Wegen der Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors ¢ und der

Antimetrie der Rotationsrate w ist dann mit Gl. (4.26a)

I =0, =2w0q=0 (4.28)

Weiter folgt mit den Gl. (4.27) und (4.28) aus Gl. (4.26b):

II = -0y 0uWg + 05 Wy Oy

Darin sind die Produkte ojj * ojkx und ojy * oxj der Kompo-
nenten von ¢ symmetrisch. Unter Berlicksichtigung der Antime-

trie von w gilt dann

2wy lo; o)

=0



Hinsichtlich der dritten Spannungsinvarianten lda8t sich
zeigen, daB das Produkt €jjs * epqr ° Jip ° Jjg ' Osr wieder
aus einem symmetrischen und einem antimetrischen Anteil be-
steht, die dieselbe Summationsregel wie Gl. (4.28) haben.
Dann ist auch III = O.

Man sieht, daf die gezeigte Eigenschaft der Spannungs-
invarianten auf der Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors
o und der Antimetrie der Rotationsrate w beruhen. Da der
Geschwindigkeitsgradient Vx nicht antimetrisch ist, filihren
die anderen Definitionen Gl. (4.23b - d) objektiver Span-
nungsraten nicht zu der gewiinschten Eigenschaft, daB die
Spannungsinvarianten konstant bleiben, wenn die jeweilige
Spannungsrate zu Null wird. Fiir die weiteren Uberlegungen
wird deshalb die Jaumannsche Spannungsrate zugrundegelegt,

die besondere Kennzeichnung durch einen Index entfillt.

+ 0w - weg | (4.29)

lao
0
la-

Im folgenden soll die anschauliche Bedeutung der Jaumann-
schen Spannungsrate erkliart werden. Die Bewegung eines kdr-
perfesten Punktes bzw. seiner unmittelbaren Umgebung 143t
sich in eine reine Starrkérperbewegung und in die eigentli-
- che Verformung aufspalten. Dies zeigt die Polarzerlegung des
Ver formungsgradienten Vx nach Gl. (4.8), worin der Tensor r
die Rotation des kdrperfesten Punktes und seiner unmittel-
baren Umgebung von der Referenzkonfiguration in die aktuelle
Konfiguration darstellﬁ. Dann 148t sich mit r das raumfeste
Koordinatensystem lokal in ein kdrperfestes KoordinatensY—
stem transformieren, das der Rotation des kOrperfesten Punk-
tes und seiner unmittelbaren Umgebung folgt. Die vom raum-
’festen in das kOrperfeste System transformierten GrdBen
werden im folgenden durch ein Apostroph gekennzeichnet. Es

ist

Tg. ‘ | (4.30)
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Die Spannungsdnderung im korperfesten System ist durch die
materielle Ableitung é' des transformierten Spannungstensors

o' gegeben. Aus Gl. (4.30) folgt.

g = rhger v fhor v ok (&.31)
Der im korperfesten System bestimmte Tensor é' hat nun auch
eine Darstellung im raumfesten System. Diese erhdlt die Be-
(o} .
zeichnung ¢ und ergibt sich aus der Transformation von g¢'

vom kOrperfesten in das raumfeste System. Die Transforma-

tionsregel lautet

g = g (4.32)

Unter Berilcksichtigung der Orthogonalitdt von r, d.h. es ist
(rT <« r = r - rT = 1), ergibt sich aus Gl. (4.31) und (4.32):

T (4.33)

+ g-re T

~3 e
la-

o
g =r--9+

Nimmt man nun die aktuelle Konfiguration als Referenzkon-
figuration, dann fallen kdrperfestes und raumfestes System
momentan zusammen. Dabeil weist das kdrperfeste gegeniiber dem

raumfesten System eine Rotations- und Translationsgeschwin-

digkeit auf. Es ist dann

r=orl= 1

und, wie z. B. von MALVERN in |21, Abschnitt 4.6, gezeigt:
Tzl s oW,

Unter den oben genannten Voraussetzungen erhilt man £ir die

Gl. (4.33):

Qo
la-
+
iQ
(B3

= —ﬁ.-o— 4

Dies entspricht der Jaumannschen Spannungsrate nach
Gl. (4.29). Die dargestellten Zusammenhinge zeigen, dafB
diese die Spannunagsinderung in einem Bezugssystem angibt,

welches momentan der Starrkdrperbewegung folgt.
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4.4 Das Stoffgesetz

4.4.1 Allgemeiner Ansatz

Als objektive Variable des Stoffgesetzes werden der Cauchy-

Spannungstensor o, die Jaumannsche Spannungsrate

(4.34a)

Q-
+

[¢]
o = o'W - wWg

nach Gl. (4.29), die Verformungsrate d nach Gl. (4.16) und
eine aus dem Tensor d{(2) nach Gl. (4.22) abgeleitete Verfor-
o]

mungsbeschleunigung g verwendet. Diese lautet

(4.34b)

la..

d = d+dw-wd
und unterscheidet sich von‘g(z) durch den Wegfall des in d
quadratischen Gliedes. Diese Vereinfachung ist physikalisch
willkiirlich una zund chst nur durch die Analogie zur Defini-
tion der Spannungsrate nach Gl. (4.34a) gerechtfertigt. Ver-
formungsbeschleunigung und Spannungsrate sind damit formal
gleich definiert und haben auch dieselben Eigenschaften:

[e]
- d ist objektiv,

- die Invarianten der Verformungsrate d bleiben

o
unveriandert, wenn d zu Null wird,

o}
- d ist die materielle Ableitung der Verformungsrate 4 in

einem (lokal) kdrperfesten Bezugssystem.

Hinzu kommt, daB der Wegfall des in d quadratischen Gliedes

spater im numerischen Rechenverfahren zu Vereinfachungen

fihrt.



In Anlehnung an den in Abschnitt 3 dargestellten Ansatz von
GUDEHUS /KOLYMBAS wird die Spannungsrate.g in einen geschwin-
digkeitsunabhdngigen elasto-plastischen Anteil gs und in
einen geschwindigkeitsabhangigen viskosen Anteil EV aufge-

teilt, die unabhingig voneinander betrachtet werden:

o i (4.35 a)

0 = g5 + 0, (4.35b)

o]
Der Anteil og lautet in allgemeiner Form
Os = Hlo & ... ):d (4.36 a)

Darin ist H ein elasto-plastischer Stofftensor 4.Stufe, der
neben der Spannung 0g noch von einer Reihe skalarer Verfe-
stigungsparameter £; ... &, abhiangt. Der Tensor H wird im
folgenden Abschnitt fiir den Fall grofSer Verformungen aus den
Postulaten der Plastizitdtstheorie abgeleitet. Der Ansatz
nach Gl. (4.36a) ist geschwindigkeitsunabhingig, da bei
gegebenem Spannungs- und Verfestigungszustand Spannungsrate

und Verformungsrate proportional zueinander sind.

Fiir den geschwindigkeitsabhidngigen Anteil wird folgender
Ansatz gewahlt:

(4.36 b)

lao

o
g, = G:

Darin ist G ein weiterer Stofftensor 4.Stufe, der in Ab-

schnitt 4.4.4 niher erliutert wird.
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Es bleibt die Frage, wie die Spannungen og und gy zu bestim-
men sind. Wie spdter in Abschnitt 4.5 dargestellt wird, er-
halt man ¢ durch die Integration einer gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichung mit der Zeit t als unabhingiger Variabler.

Der Integrationsprozefl wird schematisch dargestellt durch
o = [glo, o) dt (4.37 a)

Mit den Ansidtzen nach Gl. (4.35a, b) ist dann

Qo

Gl

,g) = [1G,+3,,0,+0,) © (4.37 b)

Im folgenden wird sich zeigen (vgl. Abschnitt 4.5), daB

folgender Zusammenhang gilt:
§lg:+8,.0.+9,) = Ll&.0,) + LI8,.0,) (4.37 ¢}
Man kann dann schreiben

Os = /g(_é_)s'gs) dt

o, = [LiG,.0,) dt

und die Spannungen 0g und oy, k6nnen unabhingig voneinander

berechnet werden.
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4.4.2 Die allgemeine Form des elasto-plastischen Anteils

Wie bereits in Abschnitt 2 erwihnt wurde, liefert das von
LADE in [14] filir Sand vorgeschlagene elasto-plastische
Stoffgesetz gute Ergebnisse in numerischen Rechenverfahren,
die das Fiillen und beginnende Entleeren von Silos nachvoll-
ziehen. Es findet deshalb auch hier bei der Festlegung des

Stofftensors H Verwendung.

Zundchst wird aus den Annahmen der Plastizitdtstheorie eine
allgemeine Form von H abgeleitet, die bei groSen Verformun-
gen angewendet werden kann. Die erste Annahme teilt die Ver-
formungsrate 4 in einen reversiblen elastischen Anteil und

zwel irreversible plastische Anteile:
d = do+ & + (4£.38)

Fir den elastischen Anteil de gilt

d, = ET: g, (4.39a)

e

mit einem Elastizitdtstensor E, der folgende Komponenten hat:

Eyrs = LLIT4V) 6,8 = v 8,6, ] (4.39b)

Darin ist E der Elastizititsmodul, der bei LADE spannungs-
abhingig ist, und v die konstante Querdehnzahl.

In Gl. (4.38) bezeichnet dy den sogenannten plastisch-kon-
traktiven Anteil der Verformungsrate, das sind im wesentli-
chen Volumenkontraktionen infolge wachsenden hydrostatischen
Druckes. Qp bezeichnet den sogenannten plastisch-expansiven
Anteil, das sind Verformungen infolge wachsender deviatori-
scher Spannungsanteile, die dann mit einer Volumenexpansion

verbunden sind.
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Die zweite Annahme der Plastizitdtstheorie leitet die

plastische Verformungsrate aus einer Potentialfunktion g ab.
Wegen des Prinzips der Rauminvarianz kann die Funktion g bei
Zugrundelegung eines Eulerschen Bezugssystems vom Spannungs-

tensor 0g nur in Form seiner Invarianten abhingen:
g = gl I III )
Der Gradient m der Potentialfunktion lautet:

dg 89 81, g Ou, dg Al

2 % B, 81, 3o, * dm, dg, © OII, g,

Berechnet man die Ableitung der Invarianten nach den Span-
nungen, so ergibt sich

Og Og

R R

e A

argn (050 0 - I g - 11 ) (440)
S

Angewendet auf den plastisch expansiven Anteil lautet dann

die zweite Annahme der Plastizititstheorie

d = A m (4.41)

Darin ist Xp ein zunichst unbekannter Skalar.

Die dritte Annahme der Plastizititstheorie gibt an, wann
plastische Verformungen auftreten. Dazu wird die FlieBfunk-
tion fp eingefihrt. Wie bei der Funktion g gilt

f = f(IL, I, )

Der Gradient n der FlieBfunktion ergibt sich wie bei

Gl. (4.40):

n - g{sz g_;.la. (0 -T1) ng;I (0,00, - 1,0, - TL1) o)
s s .
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Im folgenden wird die materielle Ableitung der FlieBfunktion

bendtigt:

AL S SRS S LI S (4.43)
01, 1L, OIII, ‘

'Flir die materiellen Ableitungen der Invarianten ergeben sich

. . o o]
mit dem Anteil o4 der Jaumannschen Spannungsrate ¢ folgende

Zusammenhidnge:

lQo

I, = 1

S

I (QS‘IS'_’_):Es (4.LL a-c)

it

(]

HIg = (0;-0; - Ioos - e )t g

Auf den Beweis wird der Kilirze halber verzichtet. Man erhilt

insgesamt aus den Gl. (4.43) und (4.44a - c¢) unter Berilick-

sichtigung von Gl. (4.42):

(4.45)

Angewendet auf den plastisch-expansiven Anteil lautet dann

die dritte Annahme der Plastizitdtstheorie:

f (1T, IIL ) - hy(E) = 0O ,
d # 0 <=> und (4.46 a,b)

M o
fp= nigs>0

d, = 0 sonst



Die Gl. (4.46a) ist die sogenannte FlieBbedingung mit der
Verfestigungsfunktion hp und dem Verfestigungsparameter £;.
Im Raum der Hauptspannungen bildet Gl. (4.46a) die soge-
nannte FlieBfldche. Die Gl. (4.46a,b) besagen, daB plasti-
sche Verformungen auftreten, wenn der Spannhungszustand in
der FlieBfldche liegt und wenn das Spannundsinkrement mit
der FlieBflachennormalen einen spitzen Winkel einschlieft,
d.h. in den AuBenbereich der FlieBfliche weist. Als Verfe-
stigungsparameter wird hier die plastische Arbeit gewdhlt.
Deren materielle Ableitung lautet filir den plastischen expan-

siven Anteil:
W, = g,:d (4.7

Falls plastische Verformungen auftreten, ist eine Kon-
sistenzbedingung zu erfiillen, d.h. nicht nur die
FlieBbedingung Gl. (4.46a), sondern auch ihre materielle

Ableitung ist Null:

f - h =0 (4.48)

Mit &; = Wp lautet die materielle Ableitung der
Verfestigungsfunktion
dhy

hy = 2. W
P de p

(4.49)

Unter Beriicksichtigung der Gl. (4.47) und (4.41) folgt dann:

r'xp = hp-d—m’--os:m (4£.50)
de— -
Hieraus wird der Anteil
A = dhe oo | (4.51)

P =S -
dw,
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als Verfestigungsparameter bezeichnet. Man erhdlt schlieB-
lich aus der Konsistenzbedingung Gl. (4.48) unter Beriick-

sichtigung der Gln. (4.45), (4.50) und (4.51):

A\p = =-n:g, (4.52)

!
A~
Damit ist auch der bisher unbekannte Faktor xp bestimmt.

Die FlieBbedingung Gl. (4.46) und die FlieBregel Gl. (4.41)
in Verbindung mit der Gl. (4.52) fir Ap und (4.51) fir Ap
sind die wesentlichen Gleichungen zur Berechnung des pla-
stisch-expansiven Anteils der Verformungsrate. Entsprechende
Gleichungen ergeben sich filir den plastisch-kontraktiven
Anteil. Dieser hat eine assoziierte FliefBregel, d.h. plasti-

sches Potential und FlieBfunktion sind identisch und durch
fo = f (I II III )
gegeben. Der Gradient 1 wird analog zu Gl. (4.40) gebildet:

O, , O o 1), Ok

— o 1) g0~ Io0, -1101) [4.53)
L 615 - SIIS (Og-Is-1) + GIIIS Os*Us - 45Us sl

Die FliefBbedingung lautet

£ IT,I0 III ) - hy(W,) = 0

de # O <=> und (4.54a,b)

mit der Verfestigungsfunktion hy und der Arbeit des plastisch-

kontraktiven Anteils Wy als Verfestigungsparameter.
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Die FliefBregel ist

de = Ml

Mit dem Verfestigungsparameter

(4.55)
.= dhk'os;l ([,.56)
daw, — ~
berechnet sich der Faktor Ay zu
A= L a (4.57)
k Ak_ s
Mit der Gl. (4.39a) des elastischen Anteils und den Gl.
(4.41) und (4.55) fiir die plastischen Anteile ergibt sich
aus dem Ansatz fir die Verformungsrate nach Gl.
E =

ETig v Apm o+ Al

(4.38):
Gl.

(4.52) und

(4.58)
d = (E

mn
+

{1
+ == ) .
Ap A

Hieraus erhdlt man mit den Beziehungen fir A, und Ay nach
(4.57)

lQo

k

(4.59)
Fir das numerische Rechenverfahren ist diese Form nicht
im folgenden.

(e}
geeignet, sie muB nach gg aufgeldst werden. Dies geschieht
Zundchst wird die Gl.

(4.58) mit dem Elastizitidtstensor
multipliziert:
Eid = Goe N Eim o AE:L (4.60]
Diese Gleichung wird zum einen mit n, zum anderen mit 1
multipliziert. Man erhdlt so unter Beriicksichtigung der
Gln. (4.52) und (4.57):



o

|m

i
H]

)\P.AP + )\pﬂ E

|3
+

<z
>

|m

|m
=%
]

AeAg + AL iE

i3

+ )\kl .

jm

Die Aufldsung dieser Gleichungen nach Ap und Ax liefert

A, = = cE o d [4.61a)
Ap+niErm - au:Erm T 7
| -
A = =" S L E o d (4.61b)
A+ LiEs L= ot E L -
Darin sind
l:E:m
C(,pz e n
- Ag+n:tE:m —
n:E
(],kz e l
Agr LB LT

Mit den Gln. (4.61) erhilt man schlieBlich aus Gl. (4.60):

"%l :E ) : d (4.62)
Bl

Es zeigt sich an dieser Stelle, dafB die Plastizitdtstheorie
im Falle mehrfacher plastischer Verformungsanteile und nicht
assozliierter FlieBregeln zu formal sehr aufwendigen Stoff-

gesetzen fihrt. Die Gl. (4.62) wird im folgenden durch
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[e]
g = H:d (4.63)
abgekiirzt. Es bleibt noch zu zeigen, daB das elasto-plasti-
sche Stoffgesetz nach Gl. (4.62) das Prinzip der Raumin-
varianz erfiillt, d.h. isotrop im Sinne von Gl. (4.6) ist.

Dies geschieht im Anhang C.

4.4.3 Eine spezielle Form des elasto-plastischen Anteils

Im folgenden werden die FlieBfunktionen, plastischen Poten-—
tiale und Verfestigungsparameter dargestellt, wie sie von
LADE fir Sand experimentell in Triaxialversuchen bestimmt
worden sind. Wegen der anderen Vorzeichenkonvention ergeben

sich zur Originaldarstellung in [14J Vorzeichenunterschiede.

Danach bildet die FlieBfunktion der plastisch kontraktiven
Verformungsanteile im Raum der Hauptspannungen eine Kugel
und hat die Gleichung

fo = 12 & 2-10, (4.64)

S
Der Gradient 1 von fy eraibt sich nach Gl. (4.53):

L= 2L;0 + 2(g,-1;-1) = 20 (4.65)

—

S

Im weiteren ist der Verfestiqgungsparameter Ax nach Gl. (4.56)

Zu bestimmen. Man erhdlt zunidchst:

O+l = 2010

und unter Beriicksichtigunag der Gln. (4.24b) und (4.64):

2021, + 17)

la
..
—
"

= 21, : : (4.66 )
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Zwischen der Arbeit Wix des plastisch-kontraktiven Anteils
und der FlieBfunktion fix findet LADE experimentell folaenden

Zusammenhang:

1
%)

c
Wos e ()7 bw 6= ()

Darin sind der Faktor ¢; und der Exponent c, Stoffkonstante,
zur Dimensionskontrolle dient der Luftdruck p. Die FlieBibe-
dingung Gl. (4.54a) postuliert, daB8 die FlieBfunktion und die

Verfestigungsfunktion zahlenmdB8ig gleich sind. Dann ist

he = p? (‘%)cz
und
1
dhe _ _p? (‘ﬁ’_&) & . PP (15)1-(:2 (4.67)
. .

Damit ergibt sich der Verfestiqungsparameter Ax nach Gl.
(4.56) unter Beriicksichtiqung der Gln. (4.66) und (4.67) zu

2-c
2pl' fk 2
A = L0 [k
< * e (p ) (4.68)

Die FlieBfunktion f, und die Potentialfunktion g des
plastisch-expansiven Anteils bilden im Raum der negativen
Hauptspannungen (= Druckspannungen) Kegelfldchen mit der
Spitze im Ursprung. Die von LADE bestimmten Gleichunqen'

lauten:

(1, -27)-(1,0p)°3 (4.69)

-
1]

S124127 4 XU pl 147 - 101, (470 a)

(e}
1



- 50 -

Darin ist der Exponent c3 eine weitere Stoffkonstante und

X ein Parameter, der von der Fliefunktion und von einer Kon-
solidierungsspannung - im Triaxialversuch ist dies die Umfangs-
spannung oy = 03, es wird hier die kleinste Hauptspannung

0g3 genommen - abhdngt. LADE gibt folgenden Zusammenhang an:

Darin sind c¢,, c¢s und cg Stoffkonstanten. Der Gradient des
plastischen Potentials ergibt sich nach Gl. (4.40) zu

1
m = -[3152+ )(ca-(p/Is)C3+ -(IIIS/p)]-l*[27+x(p/Is)c31 lge0s-Ig0,- 11 1] (4.71)

Im weiteren ist der Verfestigungsparameter Ap nach Gl.
(4.51) zu bestimmen. Man erhilt zunichst nach einigen Rech-

nungen:

c
gs:m = 3g - cyxX(p/lg) 3-IIIS (4.72)
LADE gibt den folgenden, experimentell gefundenen Zusammen-
hang zwischen der Arbeit des plastisch expansiven Anteils
und der FlieBfunktion fp, bzw. der Verfestigungsfunktion
hp an:

1
f = hy = a-expl-b-W,) (-W/p)°© (4.73)

Die Koeffizienten a, b und c¢ werden in Abhdngigkeit von der

Konsolidierungsspannung og3 und einem ausgezeichneten Wert

Womax der plastischen Arbeit Wp angegeben. Wppax ist die pla-
"stische. Arbeit am Ende des Verfestigungsbereichs, bevor eine
Entfestigung eintritt. Nach einigen Rechnungen ergibt sich
dann aus Gl. (4.73) unter Beriicksichtigung des Zusammenhangs
fiir b:

an, -fﬂ.(1—-_1~ \ (4.76)
dw, c



Mit den Gl. (4.72) und (4.74) ist der Verfestigungsparameter
nach Gl. (4.51)

bestimmt. Es zeigt sich, daB wegen Gl. (4.74) fir Wp = Wppax
der Verfestigungsparameter zu Null wird, d.h. es tritt keine
Verfestigung mehr ein. An dieser Stelle nimmt die Verfesti-
gungsfunktion hy, ihren grdB8ten Wert hppax an. Dementspre-
chend gilt als Nebenbedingung der plastisch—-expansiven

Verfestigung:

(4.75)

Anschaulich bedeutet dies im Raum der Hauptspannungen, daB
der FlieBkegel des plastisch expansiven Anteils in seiner
Ausdehnung beschriankt ist, und daB somit die deviatorischen

Spannungen einen bestimmten Wert nicht iiberschreiten kdnnen.

Es verbleiben die Parameter des elastischen Verformungsan-
teils festzulegen. Der Elastizitdtsmodul E im Elastizitits-
tensor E nach Gl. (4.39b) lautet nach LADE

E = ¢y Loy p)°? (4.76 )

Darin ist 043 die kleinste Hauptspannung des Spannungsten-
sors og und ¢y, cg sind weitere Stoffkonstanten. Die Quer-

dehnzahl wird als konstant angenommen.

Die Werte der Stoffkonstanten bestimmt LADE fiir Sand aus den
Ergebnissen von Triaxialversuchen. Dabei zeigt sich, daB sie
von der lLagerungsdichte der Probe abhingen. LADE ermittelt
sie jeweils fiir eine lockere und eine dichte Probenpackung,
ohne jedoch eine GesetzmiBigkeit zwischen den Werten der

Stoffkonstanten und der Lagerungsdichte anzugeben.
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Es sei noch darauf hingewiesen, daf die ijbertragung eines Stoff-
gesetzes, welches unter genau definierten Versuchsbed:ngungen

abgeleitet wurde, auf allgemeine Fdlle nicht: unproblematlsch ist:

- Das Stoffgesetz nach LADE ist nur flir spezielle Verformungs-
und Lastwege verifiziert. Das sind die, die sich iliberhaupt

in Triaxialversuchen realisieren lassen.

- LADE stellt eine skalare Abhingigkeit der Potentialfunktion
g (Gl. (4.70a,b)), sowie der Parameter hy, (G1.(4.73)) und E
(Gl. (4.76)) von einer Konsolidierungsspannung, das ist im
Triaxialversuch die Umfangsspannung gy = 03,'fest. Eine
direkte Ubertragung‘auf allgemeine Fille, indém_als Konsoli-~
d]erungsspannung dJe kleinste Hauptspannung 053 gewahlt '
wird, verletzt bei Zugrundelegung eines Eulerschen Bezugssy—
stems das Pranznp der Rauminvarianz. DJeses Prnnz1p Jmpll—
21e:t, daB ein spannungsabhanglger Skalar eine Funktion der
Spahnun951nvar1anten sein mufl. DJe Verletzung des Prnnz:ps
wird zundchst in Kauf genommen. Bei der weiteren Anwendung
des Stoffgesetzes wire zu prufen, ob fiir die Konsolidie- |
rungsspannung nicht eine Funktion der Spannungsanvar:anten

genommen werden kann.

.4.4.4 Der viskose Anteil

Die Ausfﬁhrungen'ih Abschnitt 3 zejgen, daB ths:chtlJch des ge-
‘schwindigkeiﬁsabhéngjgen béw. viskosen Verhaltens granularer '
Schuttguter,keine'allgemeingﬁltlgen und anwendbaren GesetzwdBig-
.keiten bestehen.. Empjfisch und theoretisch- gewbnnéne Ansitze sind
entweder nur auf spez:elle Fille anwendbar oder in zu, allgememner

Form gegeben. Der Tensor G des geschw1nd:gkentsabhang:gen Anteils
nach Gl. (4. 36b). ' |

° o o . o N ; )
9 = 9. d R . (4.77 )

-_v =



wird deshalb hier unter dem Gesichtspunkt festgelegt, eine
moglichst einfache Form zu erhalten. In Analogie zum Stoff-
gesetz der Navier-Stokes'schen Fliissigkeit werden die Kompo-

nenten von G wie folgt gewdhlt:

Girs = 20l 610Gy - 5 By (4.77b)

Darin ist u eine weitere Stoffkonstante, im folgenden hier
Viskositdtszahl genannt. Der Ansatz mit den Gl. (4.77a, b)
ist isotrop im Sinne von Gl. (4.6) und erfiillt somit das
Prinzip der Rauminvarianz. Neben seiner einfachen Form bie-
tet er den Vorteil, nur einen Stoffparameter zu enthalten.
Dem steht gegeniiber, daB einige der Merkmale geschwindig-
keitsabhingigen Verhaltens, wie sie in Abschnitt 3 beschrie-
ben sind, nicht erfaBt werden. Die GrdBenordnung des zunichst
unbekannten Wertes der Viskositdtszahl wird spiater abge-
schitzt, indem die mit dem Rechenverfahren ermittelten
FlieBgeschwindigkeiten in Silos mit tatsichlich auftretenden

Flieﬁgeschwindigkeiten verglichen werden.

4.5 Die Anwendung des Stoffgesetzes im Eulerschen Bezugs-

system

Neben dem Spannungszustand in Form von og gehen in den ela-
sto-plastischen Anteil H des Stoffgesetzes eine Reihe von
Parametern ein, die den Verfestigungszustand des Materials
beschreiben. Stellvertretend sei die Verfestigungsfunktion
hy des plastisch~expansiven Verhaltens betrachtet. Dies ist
eine mit der Zeit t veridnderliche GroBe, die sich physika-
lisch sinnvoll zundchst nur auf kdrperfesten Punkten defi-
nieren laft:

h, = hp(y,t)

—
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Durch Invertierung der Gl. (4.7a) 148t sich jedem raumfesten
Punkt x in Abhidngigkeit von der Zeit t ein kdrperfester

Punkt y zuordnen:

y = ylx,t)

Man erhdlt so die Funktion hp in Abhingigkeit von raumfesten

Punkten

hy = hyly(x.t).t) = hylxt)

Es wird nun der Zeitpunkt t = t0 betrachtet, zu dem sich im
raumfesten Punkt x der k&rperfeste Punkt y befindet. Wie
spdter noch ausfiihrlicher erldutert wird, ist man bei der
Festlegung des Verformungstyps gezwungen, nicht nur den

aktuellen Wert der Verfestigungsfunktion

holy, t°) = hylx,t°) (4.78)

zu bestimmen, sondern auch deren Wert im kOrperfesten Punkt
y zum vorhergehenden Zeitpunkt t = t0 - dt, das ist
hp(z,to—dt), wobei.

hply . t%-dt) = hylx, t°-dt)

Es gelten nun folgende Zusammenhidnge:

holy. t2) = hly,t°-dt) « h - dt
holx, t°) = hy(x,t°-dt) +5—t-ﬂ~dt

Darin ist ﬁp die materielle und dhy/dt die Srtliche Ablei-
tung von hy. Die ortliche Ableitung bezeichnet die Anderung
von hp in einem raumfesten Punkt x in Abhdngigkeit von der

Zeit t. Mit dem Gradienten pr von hp und der Geschwindig-

keit v gilt:



. dh,
AR Tl '8  (4.80)
Man erhilt aus den Gl. (4.79 a, b) unter Beriicksichtigung
der Gl. (4.78) und (4.80):

holy. t°-dt) = hy(x,t°-dt) - Vh,-v-dt (4.81)

Die Aussage der Gl. (4.8l) lautet in Worten:

Befindet sich der korperfeste Punkt y zum Zeitpunkt t = 0
im raumfesten Punkt X, so ldaBt sich beil bekanntem Geschwin-
digkeitsfeld der Wert der Verfestigungsfunktion hy, in y zum
Zeitpunkt t = t? - dt aus dem Wert von hp in X zum gleichen
Zeitpunkt und dem Gradienten Vhp bestimmen. Entsprechende
Gleichungen gelten auch filir die iibrigen Materialparameter.
Somit 138t sich, ausgehend von raumfesten Punkten, die
"Geschichte" von Stoffparametern zurilickverfolgen, wie es
sich Dbei der Bestimmung des Verformungstyps des elasto-pla-

stischen Verhaltens als erforderlich erweist.

Im weiteren sind am Stoffgesetz nach Gl. (4.35%a) und
(4.36a, b)

o o
0=t‘_:g+g:i (4.82)

formale Modifikationen vorzunehmen. Wie bereits erldutert
wurde, bezeichnen die Variablen E bzw. § die Spannungsrate
bzw. Verformungsbeschleunigung in einem korperfesten Bezuqs-
system. Nun sind bei Annahme eines raumfesten Bezugssystems
die drtliche Spannungsrate 30/3t, bzw. die drtliche Verfor-
mungsbeschleunigung 8g/3t Zzu bestimmen, die sich auf raum-
feste Punkte beziehen. Es besteht folgender Zusammenhang
zwischen der materiellen Ableitung (.) und der drtlichen

Ableitung 3( )/3t von o bzw. d:

d

g = == +Vo-v

-+ |lQ

(4.83 a,b)
d = = +Vd.v



Darin ist Vg der Gradient von ¢, ein Tensor 3. Stufe mit den
Komponenten 0 j4, . Entsprechendes gilt fir Vd. Der Zusammen-
hang zwischen den materiellen Ableitungen (°) und den Varia-

blen der Form (%) ergibt sich nach den Gl. (4.34a, Db):

lae.
+

o
g = oW - w9

o
+

dew - w-

la

o
E =

Man erhidlt damit:

Qg =0 - (0w -w0 + Vagev)
ot = == == = =

(4.84 a,b)
i = Z iy -wg e vay)

Die Gln. (4.82) und (4.84b) in Gl. (4.84a) eingesetzt

ergeben:
% = EI d + _G_: -aa—tg -(9.'!’.‘!_'9.+v9'!)*9_:(E'V_!'V_V‘Q+V_'_\_/_) (4.85)

Hierin beschreiben die beiden ersten Anteile der rechten
Seite das physikalische Verhalten des Materials, wihrend
sich die restlichen beiden Anteile aus der geometrischen

Nichtlinearitdt ergeben.

Im Rechenverfahren wird der Cauchy-Spannungstensor g durch -
die numerische Integration der Ortlichen Spannungsrate

bestimmt:
(o]
g = /EZLdt [4.86)
= ot

bzw. in Anlehnung an die Bezeichnungweise in Abschnitt

4.4.1, Gl. (4.37a).

g = [gid.o)dt



Dabei ist mit Gl. (4.84a):

o]
gl =d-low-wg+YVoyv)

Qo

{

Mit der Aufteilung der Spannungsrate und der Spannung nach

Gl. (4.35a, b)

o o Q
g =0 + O
9 = g + g

gilt dann offensichtlich:

Q [o]
gl = E(QS"'_O.VJQS*QV)

Qo

o

Damit ist nachgewiesen, daB die Gl. (4.37c) zutrifft, und
die Voraussetzung der Aufteilung der Spannung nach Gl.

(4.35a, b) gegeben ist.
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5 Das numerische Rechenverfahren

5.1 Allgemeines

Neben dem Stoffgesetz nach Gl. (4.85) - das sind 6 Gleichun-
gen mit 18 Unbekannten:.jeweils 6 Komponenten von ¢ und 4,
jeweils 3 Komponenten von w und v -, den Beziehungen zwi-
schen der Verformungsrate d und der Geschwindigkeit v nach
Gl. (4.16) bzw. zwischen der Rotationsrate w und v nach Gl.
(4.17) - zusammen 9 Gleichungen - sind die Gleichgewichts-

bedingungen zu beriicksichtigen. Sie lauten im Eulerschen

Bezugssystem:
Voo +plb-v) =0 (5.1)
Darin ist V + ¢ das Tensorprodukt des Operators V mit dem

Cauchy-Spannungstensor o, es hat die Komponenten 0ij,i-
Weiterhin ist p die spezifische Masse, by die Volumenkraft
der Erdbeschleunigung und i die materielle Ableitung der
Geschwindigkeit, bzw. die Beschleunigung. Mit Gl. (5.1)
ergeben sich drei weitere Gleichungen mit der zusatzlichen
Unbekannten p. An dieser Stelle stehen 19 Unbekannte 18
Gleichungen gegeniiber. Man kann zum Ausgleich die Bedingung

der Massenkontinuitdt heranziehen, man vergleiche MALVERN

[21], Abschnitt 5.2. Sie lautet:
dp '

== 4+ tr[Vi{pwv]] =0 (5.2)
ot -

Die spezifische Masse p des granularen Schiittguts ist unmit-
telbar mit dessen Lagerungsdichte verbunden. MifBt man die
Lagerungsdichte durch die in Abschnitt 3 eingefithrte Volu-
menverteilungsfunktion w, die den FestkOrperanteil im Ein-
heitsvolumen des Raumes angibt, so gilt folgender Zusammen-

hang:
(5.3)



Darin ist Y die spezifische Masse der festen Partikel, die
als konstant angesehen werden kann. Man kann die rdumlich
und zeitlich verdnderliche Lagerungsdichte des granularen
Schiittguts mit Hilfe der Gl. (5.2) und (5.3) im numerischen
Rechenver fahren beriicksichtigen, wie z.B. bei CHUNG [25],
Abschnitt 6, angegeben. Auf eine ausfithrliche Darstellung
wird verzichtet. Um das Verfahren hier zu vereinfachen, wirA
die spezifische Masse p in den Gleichgewichtsbedingungen
(5.1) als riumlich und zeitlich konstant angenommen und dem
bekannten Anfangswert pg gleichgesetzt. Da bereits beim
Stoffgesetz die verinderliche Lagerungsdichte nicht beriick-
sichtigt wird, erscheint diese Vereinfachung beziliglich der

Gleichgewichtsbedingungen zulissiqg.

An dieser Stelle reduziert sich das Problem auf 18 Unbekannte
aus 0, 4, w, v mit 18 Gleichungen. Dieser Gleichungssatz
beinhaltet, abgesehen von der gerade getroffenen Annahme

liber p, keine einschrinkenden Annahmen und kann auf belie-
bige Verformungen und Verformungsgeschwindigkeiten ange-

wendet werden.

Flir die Anwendung der Methode der Finiten Elemente mufB die
Gleichgewichtsbedingung (5.1) in eine Integralgleichung
Uber fiihrt werden. Dies wird im folgenden kurz beschrieben.

Die Gl. (5.1) ist genau dann erfiillt, wenn gilt:

/(_V__-_q_«vp(p_v—i)]-ﬁ_\{_ v = o0 (5.4)
v

Man beachte, dafB sich das Integrationsgebiet V wegen der
Annahme eines Fulerschen Bezugssystems nicht auf einen mate-
riellen Kdrper sondern auf den Raum bezieht, und zwar auf
denjenigen Teil des Raumes, der vom Kdrper eingenommen wird.
In Gl. (5.4) ist 6v eine beliebige, von Null verschiedene

"Testfunktion", die im allgemeinen als eine Variation des
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Geschwindigkeitsfeldes interpretiert wird. Unter der Voraus-
setzung, dafl die zur LOsung zugelassenen Geschwindigkeits-
felder die kinematischen Randbedingungen, die auf dem Rand
Sy vorgeschrieben sind, erfilillen, konnen die Testfunktionen

dort zu Null gesetzt werden.

6y = O auf S, (5.5)

Die partielle Integration des ersten Teils von Gl. (5.4)

liefert:

[T-0-by av = - [o:6(Vy) &V + [o-ni6y dS (5.6
v v S

Darin ist Vv der Geschwindigkeitsgradient, S der gesamte

Rand des Korpers, nt die Normale zum Rand und ¢ * n{ = by

die Randspannung. Die Randspannung ist auf dem Rand

St = 8 - Sy vorgeschrieben. Mit Gl. (5.5) gilt dann:

[orni8y ds = [by-by ds (5.7)
5 St

Es bleibt noch das Volumenintegral der rechten Seite
von Gl. (5.6) umzuformen. Aus der Symmetrie des Spannungs-

tensors o folgt mit der Verformungsrate d = 1/2 (Vv + VvT):
0:8(Vy)] = o:8d (5.8)

Mit den Gln. (5.7) und (5.8) ergibt sich aus Gl. (5.6):

/2'9'5X av. = - /g} 6d dV /EV5X ds
v v 4

Damit 148t sich die den Gleichgewichtsbedingungen dquivalen-

te Integralgleichung (5.4) wie folgt schreiben:



Jo:6d av « [v-6ypdv = [b8vpdv + [bidy dS (5.9)
v v v St 4

Dies ist das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten. Fiir
die weitere Anwendung ist noch eine Beziehung gzwischen der
Beschleunigung i und der oOrtlichen, auf den raumfesten Punkt
bezogenen Geschwindigkeitsableitung dv/3t anzugeben. Es gilt

folgender Zusammenhandg:

0
ot

I<

PPV (5.10)

v =

In der Gl. (5.9) sind die Inteqrationsqgebiete V und St dieje-~
nigen Gebiete des Raumes, die der materielle Kdrper ein-
nimmt und hidngen somit von der Bewegung des Korpers im Raum
ab. Die ist zundchst unbekannt und folgt, in Zusammenhang
mit einem Stoffgesetz, erst als Ergebnis aus Gl. (5.9).

Es ist daher i.a. unzweckmifig, Randwertprobleme bei Fest-
kOdrpern mit groBen Verformunagen auf der Grundlage der Gl.
(5.9) zu behandeln. Im vorliegenden Fall 18st sich das Pro-
blem jedoch insofern, als die Huflere Geometrie des betrach-
teten Korpers, das ist granulares Filillgut, durch einen

Behd lter vorgegeben ist, dessen eigene Verformungen im all-

gemeinen vernachlidssigt werden konnen.

5.2 Riumliche und zeitliche Diskretisierung

5.2.1 Gleichgewichtsbedinagunaen

An dieser Stelle muB aus ZweckmiBigkeitsgriinden die Schreib-
weise der verwendeten physikalischen GrdfBen teillweise modi-
fiziert werden. Die Koordinaten X und Geschwindigkeiten v sind
wie bisher als Vektoren aufzufassen. Die Tensoren 2.Stufe, das

, . , o
sind die Cauchv-Spannung o, die Jaumannsche Spannungsrate g,
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(o]
die Verformungsrate d, die Verformungsbeschleunigung d und

die Rotationsrate w werden als Vektoren, die Gradienten Vv,
Vo und Vd als Matrizen und die Tensoren 4.Stufe H und G
ebenfalls als Matrizen geschrieben. Die in dem Stoffgesetsz
nach Gl. (4.85) auftretenden Anteile (¢ * w - w ° o) bzw.

(d + w - w + d) werden als Produkt einer Matrix Qo bzw. Qd,
die als Komponenten Linearkombinationen von o¢ij bzw. djj
enthilt, mit dem Vektor w geschrieben. Die genaue Darstel-
lung der modifizierten Schreibweise findet sich im Anhang B.
Als Rechenregeln werden die Regeln der Matrizenalgebra ange-
wendet. Die Gleichgewichtsbedingungen nach Gl. (5.9) schrei-
ben sich unter Beriicksichtigung von Gl. (5.10) jetzt wie

folgt:

/ﬁgT'g dv + /GY_T'(Q—V‘-‘-+V_V_-!)Q dv = /GXT.vadV + /6!T-Etd5 (5.11)
v v at v Sy

Im folgenden werden, soweit hier fiir die Anwendung erforder-
lich, die Grundziige der Methode der Finiten Elemente mit
Verschiebungsansiatzen erliutert. Ausfiihrliche Darstellungen
findet man u.a. bei BATHE |26, BREBBIA/FERRANTE | 27|,
ZIENKIEWICZ | 28] .

Zur Bestimmung von Niherunagldsungen wird das riaumlich und
zeitlich verinderliche Geschwindiagkeitsfeld vV = z(g,t) durch

einen Ansatz der Form

v = Nix)-alt) (5.12)
approximiert. Dabei ist g(g) die Matrix der Formfunktionen,
die nur von den rdumlichen Koordinaten x abhingen, und a(t)
ist ein Vektor, dessen Komponenten die Geschwindiagkeiten in
festen rdumlichen Punkten sind und nur von der Zeit t abhin-
gen. Es wird vorausgesetzt, daB der Ansatz nach Gl. (5.12)

die kinematischen. Randbedingungen erfiillt.



- 63 -

Aus Gl. (5.12) ergeben sich Approximationen fiir die Verfor-

mungsrate und die Rotationsrate

d

Bix)-alt)
(5.13 a,b)
Rix)-alt)

w

Die Matrizen B und R enthalten Linearkombinationen der par-
tiellen Ableitungen der Formfunktionen nach den rdumlichen

Koordinaten. Mit den Gln. (5.12) und (5.13a) folat aus Gl.

(5.11):

pdV.a+[Blodv) =
v \

(o}
o]
—
—~
e
<
©
(o
<
(@) @]
+
P4
<
I<
=

(5.14)

]

sa"( [N"b,p dV + [N"b, as)
v Sy

Die Gl. (5.14) muB fiir beliebige Werte saT gelten. Mit den

Abkiirzungen

M = f[‘f‘ﬁ p dv Massenmatrix (5.15)
v
T . .
Mg = /ﬁﬂy_-_f\i p dv konvektive Massenmatrix (5.16)
v
T
k = /§'9 dv Vektor der inneren Knotenkrafte (5.17)
v
= /NT / T ..
p = [N-b,pdV+ [N-bdS Vektor der Lastknotenkrdfte (5.18)
v S

ergqibt sich aus Gl. (5.14):

M-Q%+Mv-9_+5 = p (5.19)
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Darin ist die Massenmatrix M konstant, die konvektive Mas-
senmatrix hingt iber den Geschwindigkeitsgradienten Vv von
den Knotengeschwindigkeiten a ab, ebenso die inneren Knoten-
krafte k mittels Stoffgesetz und Geschwindigkeitsfeld.
Dariiberhinaus sind im vorliegenden Problem die Spannungen
auf dem Rand St nicht konservativ, da die Reibungskridfte
zwischen Fiillgut und Behdlterwand vom inneren Spannungszu-
stand und somit von den Verformungen des Fiillgutes abhin-

gen. Die Gl. (5.19) 148t sich in folgende Form umschreiben:

g% = fla,t) ) | (5.20a)
mit
flat) = M[plat) -kla) - Mylal-al (5.20b )

Die Gl. (5.20a,b) sind ein System nichtlinearer gewdhnlicher
Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir die Knotengeschwin-
digkeiten a in Abhdngigkeit von der Zeit t. Es kann als
Anfangswertproblem niherungsweise mit Differenzenverfahren
numerisch geldst werden. Eine kurze Darstellung dieser Ver-
fahren findet sich in Anhang D. Im vorliegenden Problem wird

ein Einschrittverfahren angewendet. Mit den Abkiirzungen

al = alth)

i

(5.2 a,b)
fla t)

—
1

lassen sich diese Verfahren in allgemeiner Form wie folgt

darstellen:

ano‘l - 9.n“’ At'[(1—a.)~1" + Ct'_f_n”] (5'22)



Darin ist o ein Integrationsparameter und At = th+l - ¢n,

Bei Vorgabe eines Anfangswertes 20 kdonnen mit Gl. (5.21)
sukzessive die folgenden Werte 31, 9? «s+ usw. ermittelt
werden. Der Integrationsparameter kann im Bereich 0 < a < 1
beliebig gewdhlt werden, nimmt aber EinfluB auf die Genauig-
keit und Stabilitdt des Verfahrens. AuBerdem ist die Gl.
(5.22) flir « > 0 i.a. ein nichtlineares Gleichungssystem,

da fn+l die Unbekannte al*l in nichtlinearer Form enthalten
Kann. Unter gewissen Voraussetzungen, die im Anhang D erliu-
tert werden, ist das Verfahren nach Gl. (5.22) fiir a > 1/2
unbeschrankt stabil, d.h. die Fehler der Niherungsldsung
werden flir beliebig groBe At bei fortschreitendem Index n
nicht akkumuliert. Fiir alle weiteren iberlegungen wird o = 1

gesetzt. Mit den Abkilirzungen

P = plait!
k' = k(a') (5.23a-c)
Mg = Mgla))

ergibt sich aus der Gl. (5.20Db):

inﬂ - M-t(_p-nﬂ_ kn”—M‘;”'Gn”)

Dies in Gl. (5.22) eingesetzt liefert mit o = 1:

M.g" (5.24)

1 n+1 n+1 ne+t n+1 1
— M M . = —
(At——- + __V ) 9. * 'I_<_ _p_ M At

Hierin sind die inneren Knotenkridfte EF+1 zund chst noch

nicht bestimmt. Dies geschieht im folgenden Abschnitt.



5.2.2 Stoffaesetz

Die inneren Knotenkri fte eraeben sich nach Gl. (5.17). Zum
Zeitpunkt t = tPtl pit der dazugehdrigen Spannunq_gn+1 er—

hdalt man

k"= [Bhg" av (5.25)
v
Darin ist die Matrix B konstant. Die raumlich und zeitlich
verdnderliche Spannung ¢ = o(x,t) ist durch das Stoffgesetz
bestimmt, das durch Gl. (4.85) in Form eines Systems nicht-
linearer gewdhnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung
dgegeben ist. In der eingangs dieses Abschnitts eingefilhrten

Schreibweise eraibt sich das Stoffgesetz wie folgt:
=Hd+6-=-(Qo-w+Vo-v)+G(Qd-w+Vd v) (5.26 a)

Die geometrisch nichtlinearen Anteile, das sind der 3. und

4., Summand der rechten Seite, werden in einem Vektor Z

zusammenagefafBt:
do ad
at — — ity at + —

Zur niherungsweisen Ldsung dieser Differentialgleichung wird
- wieder ein Einschrittverfahren verwendet. Die sinngemife

Ubertragung der Gl. (5.22) liefert mit o = 1:

gnﬂ: On + At'(ﬂn”'dn”*' G-a——g'- +£n¢1> (527)



Diese Gleichung l1lia8t sich weiter vereinfachen, indem man das
Einschrittverfahren Gl. (5.22) mit a = 1 auf die Verformungs-

rate anwendet:

n+1 n+l n
g™ 4" -d (5.28)

ot At
Hiermit folgt dann aus Gl. (5.27):

0" = g" v At (Hd" e 2" ) 6 (- ") 52

Beil der expliziten Berechnung des elasto-plastischen Stoff-
tensors §n+1 ist zu beachten, daf zunichst fiir den Zeitpunkt
tN+l ein Verformungstvp (d.h. elastisch oder plastisch ex-
pansiv oder plastisch kontraktiv, bzw. Kombinationen) fest-
Zulegen ist. Es bleibt zu kldren, nach welchen Regeln der
Ver formungstyp des elasto-plastischen Stoffverhaltens be-
stimmt werden soll, da sich die FliefBbedingungen nach den
Gln. (4.46a, b) bzw. (4.54a, b) nicht unmittelbar auf dis-
krete Zeitpunkte ibertragen lassen. Bezeichnet 4 die plasti-
sche Verformungsrate, dann lauten die FlieBbedingundgen (ein-
schl. Konsistenzbedinquna) mit einer FlieB8funktion f und

einer Verfestigunasfunktion h:

d +# 0 <=> . f>0 und (530 a-c)
(f -h)=0
-
d =0 sonst

Flie~ und Verfestiagunagsfunktionen sind auf kdrperfesten

Punkten y definliert und mit der Zeit t veridnderlich:
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Es seil angenommen, daB der kdrperfeste Punkt y die FliefB3be-
dingung zum Zeitpunkt t erfiillt. Es folgt dann aus den Gln.
(5.30a, b) unter Berilicksichtiguna der Gl. (5.30c)

fly.t) = hiy,t) und
d # 0 <=> . (5.31a,b)
‘ h(X‘t) > 0
AuBerdem gilt:
hiy.t) = hiy,t-dt) « hiy,t)-dt
Damit lassen sich die Gl. (5.3la, b) durch
fly.t) = hly,t) und
d #£0 <=> (5.32 a,b)
fly.t) > hiy.t- dt)

ersetzen. Diese Form 1lA8t sich direkt auf diskrete Zeit-

punkte Ubertragen:

f(y‘tno1) - h(yltn+1) Und

n+1

o

# 0 <=> (5.33 a,b)
f(_x; tnd)

'
>
<
>

Der kdrperfeste Punkt y befindet sich zum Zeitpunkt t = tBR+l
im raumfesten Punkt X. Dann ist

Fly t™) = f(x,t"™)

h(yltﬂ¢-1)

hix,t"



- 69 -~

und mit Gl. (4.81)

hiy.t") = hix.t") - Vh-v-At

Insgesamt lautet dann die FlieBbedingung fir diskrete Zeit-

punkte im Fulerschen Bezugssystem:
flx, ™) = hix,t™") und
""" 2 0 => (5.34a,b)

Flx, ™) > hix,t") -Vh.v-At

d =0 sonst

5.2.3 Die Kombination von Gleichgewichtsbedingungen

und Stoffaesetz

Mit der Approximation der Verformungsrate gemiB Gl. (5.13a)

zum Zeitpunkt t = tht+l

_g.no‘l - _B_'an+1

den Spannungen zum Zeitpunkt t = t0+tl nach Gl. (5.29) und

den Abkiirzungen
Ko = /gT-_H_“"-_Eg dv tangentiale Steifigkeitsmatrix (5.35)
\

¢ = /,@,T'C_J'_B_ dv Viskositatsmatrix {5.36)
v

T 24y innere Knotenkrafte aus (5.37)

kn*‘l . _@_

i
=
[}
<

geometrischer Nichtlinearitat



lassen sich die inneren Knotenkrdfte En+l nach Gl. (5.25)

wie folgt schreiben:

En+1 - hn . At.ETnd.-g‘nﬂ . 9.(gn+1_ gn) . At'_l'SNn” (538)
Hieraus 138t sich mit der Gl. (5.24) ein Gleichunassvstem
ableiten, welches Gleichgewicht und Stoffgesetz miteinander

verbindet:

{5.39)

In diesem Gleichunassvstem sind die Massenmatrix M und die
Viskositdtsmatrix C konstant. Die konvektive Massenmatrix

My hdngt lber den Geschwindigkeitsqradienten Vv von den Kno-
tengeschwindigkeiten a, die tangentiale Steifigkeitsmatrix
K7 nach Festlegquna eines Verformungstyps iiber den Stofften-
sor H vom Spannundaszustand, und der Vektor der "geometrisch
nichtlinearen" Knotenkrdfte ky vom Spannungs- und Verfor-
mungszustand ab. Der Spannungszustand wiederum ist iiber das
Stoffagesetz nach Gl. (5.29) an den Verformunaszustand und.

damit an die Knotengeschwindigkeiten a gekoppelt.

Bei Voragabe eines Anfanaswertes der Knotendgeschwindigkeiten
90 und eines Anfangsspannunaszustands 20 kénnen aus dem
Gleichunassvstem Gl. (5.39) bei ageaebenen Lastvektoren

El. Ez ++. usw. sukzessive die Knotengeschwindiakeiten 31,
a2 ... usw. ermittelt werden. Dabei ist eine iterative Vor-
aehensweise erforderlich, da weaen der agerade aenannten Ab-
hanaiakeiten die Unbekannte a direkt oder indirekt in My.
Kp und ky einaeht. Dariiberhinaus sind folgende Nebenbedin-

aungen zu beachten:



- Es diirfen, da es sich um ein granulares Schiittgut han-

delt, keine Zugspannhunden auftreten.

- Die Svannungen unterliegen, wie in Abschnitt 4.4.3 er-

lidutert wurde, hinsichtlich ihrer deviatorischen Anteile

einer Grenzbedingung.

5.3 Die LOsung des nichtlinearen Gleichunassvyvstems

Eine ausfiihrliche Darstelluna der LOsundsmethoden nichtli-
nearer Gleichungssysteme findet man u.a. bei ORTEGA/RHEIN-
BOLDT [ 29]. Zur Ldsung des Gleichungssystems (5.39) wird
hier eine Methode in Anlehnung an das Verfahren von Newton-
Rapvhson verwendet. Als Ausgangspunkt dienen die den Gln.

(5.39) dguivalenten Gl. (5.24), die mit

n+1
My = My
n+1
a = d
En’1 - 5
Bf‘nl = E

in folgender Form geschrieben werden:

L E*ﬁM"S”-G) ~Mga -k

(5.40)
= 0 : .

Es wird vorausgesetzt, daB die Knotengeschwindigkeiten
al zum Zeitpunkt t = tP, damit auch vP, 4R, wP sowie der
Spannungszustand oP bekannt sind. Unter Berilicksichtigqung des

Stoffgesetzes Gl. (5.29) ist dann



¢ = gla)
Im folgenden soll eine Iterationsvorschrift zur Idsung der
nichtlinearen Gl. (5.40) abgeleitet werden. Dazu wird die
Gl. (5.40) durch Multiplikation mit der Inversen einer
beliebigen nichtsinguliren Matrix A und durch gleichzeitiges
Subtrahieren und Addieren der Unbekannten a in folgende Form

Uber filhrt:

a=a=+Ay (5.41)

Hieraus kann man eine Iterationsvorschrift ableiten,

i+19 - i_Q_ . A-1'¢(ig) (5.42 )
die sich wie folgt beschreiben 148t:

Man nehme eine Niherungsldsung la der Gleichung ¥(a) = 0. Es
istlg(ig) # 0. Der Fehler X(?g) wird durch die Matrix é‘l in
einen Korrekturwert transformiert, mit dem ig modi fiziert

wird, um eine verbesserte Niherungsldsung 1+{3 zu erhalten.

Die Iterationsvorschrift ergibt eine Folage von Werten kg,
die bei geeigneter Wahl von A und oé gegen einen Grenzwert

*g konvergieren. Dieser Grenzwert ist Idsung der Gl. (5.40).

Aus Gl. (5.42) leiten sich einige bekannte Verfahren ab, so
die Methode von Newton-Raphson. Diese Methode setzt A als
Funktionalmatrix_g des Fehlervektors A und nimmt den Wert -

von £ an der Stelle la:

A= - (5.43)

QJIQJ
o e
1]

]
Jee
o
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Hierbei ist A in jedem Iterationsschritt neu aufzustellen
und zu invertieren. Um diesen Aufwand zu vermeiden, setzt
die modifizierte Methode von Newton-Raphson:

A= - = -Jla") (5.44 )

Qv
o |I€<

a=gd"

Darin ist é? das bekannte Ergebnis des vorhergehenden
Rechenschritts. A wird einmalig zu Beginn der Iteration
aufgestellt und invertiert. Die Wahl der Funktionalmatrix
von ¥ fir A ist nicht zwingend, man kann z.B. auch

A = o * 1 mit der Einheitsmatrix 1 und einem geeigneten
Faktor a wihlen. Dann entfdllt der Aufwand fiir das Auf-
stellen und Invertieren von A. Das Problem besteht darin,
A so zu wihlen, daB das Iterationsverfahren konvergiert.
Hierzu finden sich Uberlegungen bei TORNIG | 30], Abschnitt
4. Dort wird gezeigt, daB die Methode von Newton-Raphson
konvergent ist, sofern der Startwert oca der Iteration
innerhalb einer jeweils im Einzelfall zu bestimmenden
Ungebung der Ldsung *g liegt. Praktisch laft sich immer
Konvergenz erreichen, wenn der Startwert nahe genug an der
Losung liegt. Weitergehende Uberlegungen zeigen, daB die
Methode relativ schnell konvergiert, i.a. sind nur wenige‘
Iterationen erforderlich, um eine Ldsung mit vorgegebener
Genauigkeit zu ermitteln. Dem steht der groBe Aufwand beim
Aufstellen und Invertieren der Matrix J gegeniber. Die
weniger aufwendige modifizierte Methode von Newton-Raphson
konvergiert ebenfalls, wenn das Ergebnis gﬁ des letzten '
Zeitschrittes nahe genug an der Ldsuhg *3 des aktuellen
Zeitschrittes liegt. Der Aufwand in jeder Iteration ist
wesentlich geringer als bei der Methode von Newton-

Raphson, dafiir sind mehr Iterationen erforderlich.
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Die Matrix A wird hier zur Losung des Gleichungssystems
{(5.40) in Anlehnung an die modifizierte Methode von Newton-

Raphson gewihlt. Zunichst ergibt sich aus Gl. (5.40):

M
a a a — - a
Mit
En”:}f_
n+1
ky = Ky
Kn+1:K

erhdilt man aus der GL. (5.38) fiir die inneren Knotenkrifte:

QWQJ
o jiIx
"
=g
-t

Vernachldssigt man die Anteile dp/da, 3aMy/sa, dKp/da und
dky/da, so verbleibt

+MV

~
=

+§_+Atl§_.l.

Q| Q
o |l-€-

1

— M
At =
Die Matrix A wird dann hier wie folat gewahlt:

_.=—1;M+ﬁ'lvn*§.+m5: ' (5.45)
Darin sind My? bzw. KpP? die mit dem Ergebnis aP des letzten
Zeitschrittes ermittelte konvektive Massenmatrix bzw. die
tangentiale Steifigkeitsmatrix. Als Startwert der Iteration
wird %a = 0 gewdhlt. Die mit diesen Festlequngen durchge-
fiihrten Rechnundgen erweisen sich spiter bei der Anwendung

immer als konvergent.



- 75 -

Damit sind an dieser Stelle alle wesentlichen Gleichungen
abgeleitet. Der Ablauf des numerischen Rechenverfahrens ist
schematisch im Bild 5.1 dargestellt. Zu diesem Diagramm sind

folgende Anmerkungen zu machen.

- Zur Stelle <:>:

Die elasto-plastische Stoffmatrix igﬁ und die geome-
trisch nichtlinearen Spannungsinkremente ig@ hingen vom
Spannungszustand jgn, der efst im folgenden Rechen-
schritt bestimmt wird, ab. An dieser Stelle ist deshalb
eine weitere Iteration erforderlich, wobei mit dem Span-
nungswert 3o zur Berechnung von IHP und izl zuriickge-
gangen wird. Dies geschieht so lange, bis angenommener
und berechneter Spannungswert {ibereinstimmen. Um dieses
aufwendige Vorgehen zu vermeiden, wird das Verfahren

noch modifiziert. Darauf wird spdter eingegangen.

- Zur Stelle <:>:

Die inneren Knotenkrdfte werden durch eine numerische
Integration bestimmt. Dafiir sind im vorhergehenden
Schritt die Spannungen in den Stilitzstellen der Integra-
tion zu bestimmen. Wegen der Annahme eines Eulerschen
Bezugssystems liegt das FE-Netz und damit auch die ILage
der Stilitzstellen wihrend der gesamten Rechnungen fest
und verindert sich nicht. Bei allen iibrigen Integra-

tionen wird gleich verfahren.

- Zur Stelle <:>:

Zwischen Schiittgut und dem Behilter entstehen Reibungs-
kri fte, die tangential zur Behilterwand wirken. Diese
Reibungskrifte sind als HuBere lLasten anzusetzen. Es
wird angenommen, daB sie von dem Schiittqutdruck an der
Behilterwand abhingen, der wiederum erst ein Ergebnis
der Rechnung ist. Somit sind auch die Lastknotenkri fte
hinsichtlich der Randspannungsanteile in den Iterations-

vorgang mit einzubeziehen.



Zeit t = t"

Zeitschleife

Bestimmung eines Lastvekors °p" gem. Gl. (5.18)

Anfangswerte °a"=0 und °¢ =°p"-k" (51-

"1 hach GL (5.39)

Berechnung und Invertierung von
1 -1 -1
A = EM + Mvn + _C_ +« At !S_Tn

>] iz i o+ 1

Iterationsschleife

Vektor der Knotengeschwindigkeiten
ian - i-1qn . A-1 . i-1¢

: . —
Verformungszustand 'v", 'd", 'w

elastoplast. Stofftensor 'H" nach Gl.(4.62)

geom. nichtlin. Spannung z", vgl. GL. (5.26 a,b)

Geschwindigkeitsgradient
ivv n

Spannungszustand
"= g™ At (B d"+'2") v 6 ('d"-d™")
nach Gl. (5.29)
innere Knotenkrdfte Lastknotenkrafte Massenknotenkrafte
K" [B“o“dv /NTb pav+ [N b, ds ' L uila-a™) .
St +inl'l.i_qn
Residuum ig z i_p_” - K" - "

ER ) < ot >

JA

Bild 5.1: Schema des numerischen Rechenverfahrens



5.4 Die Anwendung des Rechenverfahrens

5.4.1 Svannunasberechnung

Beil der Spannungsberechnung sind aus physikalischen Grinden

folgende Restriktionen einzufihren:
- Im Fillgut diirfen keine Zugspannungen auftreten.

- Wie die experimentellen Untersuchungen von LADE an gra-
nularen Stoffen zeigen, kann das Schiittqut deviatorische
Spannungsanteile nur beschriankt aufnehmen. Dies duBert
sich im hier verwendeten Stoffgesetz, indem die Verfe-
stigungsfunktion h, einen oberen Grenzwert hppay nicht
Uberschreiten darf (vgl. Abschnitt 4.4.3). Man hat als
Nebenbedingung fiir die FlieBfunktion f, die Gl. (4.75)

fp € hpmax:

wobeil die Indentitdt im Raum der Hauptspannungen einen
Grenzkegel bildet und alle Spannungspunkte miissen sich
innerhalb oder auf dieser Fldche befinden. Wegen der
speziellen Form des Grenzkegels bedeutet dies, daB die
Linge des deviatorischen Spannungsvektors im Hauptspan-
nungsraum einen bestimmten Wert, der in Abhidngigkeit wvom
hydrostatischen Spannungsvektor und der Richtung des
deviatorischen Spannungsvektors bestimmt wird, nicht

iberschreiten darf.

Die beiden Restriktionen sind im Rechenverfahren, wie es
durch Bild 5.1 gegeben ist, noch nicht berlicksichtigt.

Das kann geschehen, indem ein berechneter Spannungszustand

lgn zundchst daraufhin iberpriift wird, ob er die Restriktio-

nen erfillt. Trifft dies nicht zu, so ist igh zu modifizie-

ren.
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Die Modifikation wird wie folgt vorgenommen:
- Zugspannungen werden zu Null gesetzt.

~  Bei einer Uberschreitung des Grenzwertes hppax wird die
Ldnge des deviatorischen Spannungsvektors so reduziert,
dal die modifizierte Spannung die Bedingung fp = hpmax
erfiillit, wobei der hydrostatische Spannungsvektor und

die Richtung des deviatorischen Spannungsvektors beibe-

halten werden.

Die mit dem modifizierten Spannungszustand berechneten inne-
ren Knotenkrifte 1kI werden i.a. betragsmiBig kleiner aus-
fallen und der Betrag des Fehlervektors ig wird grifer.
Somit werden im darauffolgenden Iterationsschritt zusdtzli-
che Verformungen mobilisiert, um das Gleichgewichtsdefizit
aufzufangen. Dieses Verfahren wird in der Literatur mit
"Stress Transfer Method" oder "Initial Stress Method"

bezeichnet, man vergleiche z.B. ZIENKIEWICZ et al. |31},
[32].

Die Verwendung der "Stress Transfer Method" im Rechenschema
nach Bild 5.1 zeigt nun einen unerwiinschten Effekt. Das
durch die Modifikation des Spannungszustands erzeugte

Gleichgewichtsdefizit filhrt in den betroffenen Bereichen zu

groBeren Verformungen:

|

li#'lgni > |I_(_j_

Das Verfahren nach Diagramm 5.1 liefert dann i.a. auch gré&s-

Ssere Spannungen:

i+1_n
o'l




Das Ergebnis steht im Gegensatz zur eingangs angestrebten
Spannungsmodifikation. Die Ursache ist darin zu sehen, daB
bei dem Verfahren nach Bild 5.1 in der Iterationsstufe i die
Ergebnisse der vorhergehenden Iterationen unberiicksichtigt
bleiben und damit auch eventuelle Modifikationen dieser
Ergebnisse. Es zeigt sich, daf die gewlinschte Spannungsmodi-
'fikation im Rahmen der iterativen Spannungsberechnung
(schleife (:) in Bild 5.1) nicht moglich ist. Die Spannungs-
berechnung wird deshalb linearisiert. Zur Berechnung der
elasto-plastischen Stoffmatrix ig? und der geometrisch
nichtlinearen Spannungen ign in der i-ten Iteration werden
nicht mehr die Spannungen j‘lgn der vorhergehenden Itera-
tion, sondern die Spannungen gn“l des vorhergehenden Zeit-
schritts zugrundegelegt. Dann kann die iterative Spannungs-

berechnung entfallen. AuBerdem kann die Spannungsdifferenz

%gn - gn*l in eine Summe aufgespalten werden
i_O-ﬂ _gn—‘l= IA9+I~1AQ+ “““ - 1A9 ‘SALS)
kAQ_ = k_qn_.kd-gn mit Ogn = gr\—1

wobei sich jeder Spannungsanteil kAg nur aus dem Korrektur-
wert kAg = kén - k“léﬁ der Knotengeschwindigkeiten bestimmt.
Die eingangs beschriebene Modifikation des Spannungszustan-
des zur Einhaltung der Restriktionen kann dann gegebenen-
falls in jeder Iteration k an kAg vorgenommen werden und
wegen Gl. (5.46) erfiillt auch der Spannungszustand ign die

Restriktionen.

Dariiberhinaus bringt diese Art der Spannungsbherechnung
erhebliche Rechenzeiteinsparungen, da die elasto-plastische
Stoffmatrix H nur noch einmal pro Zeitschritt aufgestellt

werden mufl.
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5.4.2 Anfangs—~ und Randbedingungen

Das Bild 5.2 zeigt die schematische Darstellung eines Silo-
behd lters, wie er neben anderen bei den numerischen Rechnun-
gen angenommen wurde. Die Anfangsbedingungen flir das Entlee-
ren des Behdlters ergeben sich aus den Bedingungen des Fiill-

zustandes. Der Fiillzustand wird als Sonderfall des

freie Schattgutoberfldche
!///

i
i
|
! Behdlterwand
|
|
j
]

Symmetrieachse
Auslassdffnung

Bild 5.2: Schema einer Silozelle

Rechenverfahrens aufgefaft. Dabei wird wie folgt vorgegan-

gen:

- Die Verformungen des Schiittgutes in der AuslaBdffnung

werden durch Vorgabe entsprechender kinematischer Rand-

bedingungen ausgeschlossen.

- Die Last aus dem Eigengewicht des Flillgutes wird inkre-
mentell in einer bestimmten Zahl von Zeitschritten auf-
gebracht, wobei die Iinge des Zeitschrittes At so groB
gewdhlt wird, daB die Trigheitsanteile und viskosen
Einfliisse vernachldssigt werden kdnnen; man vergleiche
dazu das endgiiltige Gleichungssystem (5.39) des Rechen-

verfahrens.



Weitere kinematische Randbedingungen fiir das Flillen
sind: Die Verformungen der Behilterwdnde werden, wie
auch spdter wihrend des Entleerens, vernachlassigt; an
der Behdlterwand sind nur tangentiale Verformungen des
Schiittgutes mdglich; die Verformung der freien Schiitt-
gutoberfldche wird ebenfalls vernachldssigt. Damit ist
die duBere Geometrie des Schiittgutes vor Beginn der
Rechnung festgelegt und die Voraussetzung zur Annahme
des Eulerschen Bezugssystems fiir das Ldsungsverfahren

geschaffen.

Als Krd fterandbedingungen sind die Reibungskridfte zwi-
schen dem Flillgut und der Behdlterwand =zu berlicksichti-
gen. Die Randschubspannungen t,, der Reibungskradfte
ergeben sich aus den Wandnormalspannungen o, und dem

Wandreibungsbeiwert tann:

T, = tanm -0, {5.47)

Im globalen Koordinatensystem ergibt sich aus den Rand-
schubspannungen der Vektor by der Randspannungen und

weiter die Lastknotenkrdfte

Pt = /N.T'Ef dsS
St

Nun sind die Wandnormalspannungen oy ein Ergebnis der
Rechnung und die Knotenkrdfte py sind noch unbekannt.
Die Vorgehenswelse ist deshalb so, daB die Schubspan-
nungen zund chst geschitzt werden, z.B. durch die
Extrapolation der Schubspannungen der vorhergehenden
Zeitschritte. Man erhdlt so einen ersten Niherungswert
Ogtn der Lastknotenkridfte. Dieser Wert dient als Ein-
gangswert im Lastvektor OE des Rechenschemas nach

Bild 5.1. Am Ende jeder Iteration werden die Lastknoten-

krd fte durch
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|.an = /ET'iP_rndS
St

neu berechnet, in der folgenden Iteration im Fehlervek-
tor 1*lY periticksichtigt und als Endergebnis der Itera-
tion mit den Ubrigen Knotenkridften ins Gleichgewicht
gebracht. Zum Ende der Iteration ist im Rahmen der Tole-
ranz 1gR = i-lgh, somit ist auch das Reibungsgesetz nach
Gl. (5.47) erfiillt. Mit diesem Verfahren kdnnen auch
nichtlineare Reibungsgesetze 1y = Ty(0y) beriicksichtigt

werden.

Die Endergebnisse des Fiillzustandes sind die Anfangswerte
fiir das Entleeren des Behdlters. Beim Entleeren werden Trig-
heitsanteile und viskose Einfliisse nicht mehr vernachldssigt
und die Zeit t wird zum physikalischen Parameter. Die kine-
matischen Randbedingungen an den seitlichen Behdlterwidnden
und die Beriicksichtigung der Reibungskrifte bleiben gegen-
liber dem Fiillen unverdndert. Das Entleeren des Behdlters
wird durch die sog. Offnungsphase eingeleitet. Sie umfaBt

folgende Schritte:

- Die kinematischen Randbedingungen in der AuslaBoffnung
werden in Krid fterandbedingungen umgewandelt. Die Ver-
schiebungen werden freigegeben, stattdessen werden die
Auflagerkria fte des Flillzustandes angesetzt. Dadurch ist

das physikalische Modell zundchst noch unbeeinflufBt.

- Die Auflagerkriafte in der AuslaBdffnung werden schritt-

weise verringert, bis sie zu Null werden.

Die Anderung der Randbedingungen in der Offnungsphase wird
in kleinen Schritten vollzogen, um einen kontinuierlichen
Ubergang vom Fiillzustand in das unbehinderte Entleeren zu

erhalten. Die oben beschriebene Vorgehensweise filhrt zwei
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neue Parameter in das Rechenverfahren ein: die zeitliche
Dauer der Offnungsphase und die Zahl der Offnungsschritte.
Wie in dem spdteren Abschnitt 6.3 gezeigt wird, haben diese

Parameter nur einen geringen EinfluB auf die Ergebnisse.

Wihrend des Entleerens ist die Geometrie des Schiittguts an
der freien Oberfldche und in der Ausl aBdffnung zundchst un-

bestimmt. Es werden deshalb folgende Festlegungen getroffen:

Es wird die horizontale Ebene durch die AuslaBdffnung

als Schiittgutbegrenzung angenommen.

Die Veranderlichkeit der freien Schiittgutoberfliche wih-
rend des Entleerens wird beriicksichtigt, indem in jedem
Zeitschritt die dort auftretenden Verschiebungen berech-
net werden und im folgenden beil den Geometriedaten der
freien Oberfliche (und nur dort) berilicksichtigt werden.
Da sich die durchgefiihrten Rechnungen, ausgehend vom
Beginn des Entleerens, zunidchst nur iUber einen geringen
Zeitraum erstrecken, sind die berechneten Verformungen
an der Fiillgutoberfliche klein gegeniiber den Behialter-

abmessungen und von geringem EinfluB auf die Ergebnisse.



6 Numerische Untersuchungen

6.1 Programmablauf

Zur Anwendung des in den vorhergehenden Abschnitten be-
schriebenen Rechenverfahrens wurde ein Programm in

FORTRAN IV erstellt. Die Rechnungen erfolgten auf einer
PRIME 400.

Im Bild 6.1 ist der Programmablauf dargestellt. Die wesent-
lichen Rechenschritte sind bereits im Bild 5.1 gezeigt wor-
den. Fiir das eigentliche Programm wurde insofern eine
Verinderung gegeniiber dem Bild 5.1 vorgenommen, als aus den
in Abschnitt 5.4.1 erwihnten Griinden die Berechnung der fiir
einen Zeitschritt maBgebenden elasto-plastischen Stoffmatrix
H und der geometrisch nichtlinearen Spannungen z mit den

Spannungswerten des vorhergehenden Zeitschrittes erfolgt.

Fir die rdumliche Diskretisierung nach der Methode der Fini-
ten Elemente wurden zundchst Dreieckselemente mit 3 Knoten
und linearem Geschwindigkeitsansatz gewdhlt. Diese liefern
elementweise konstante Spannungen und Verformungsraten, aus
denen sich die beim Stoffgesetz nach Gl. (5.26) bendtigten
Gradienten Vo bzw. V4 zundchst nicht berechnen lassen. Diese
miissen indirekt bestimmt werden. Dazu wird die Spannung in
jedem Knotenpunkt des FE-Netzes als Mittelwert der Element-
spannungen der anliegenden Elemente berechnet., Aus den Wer-
ten in den Knotenpunkten wird durch Interpolation ein
elementweise linear verlaufendes Spannungsfeld gewonnen,
woraus sich ein Spannungsgradient berechnen 1l38t. In ent-

sprechender Weise wird der Gradient der Verformungsrate be-
rechnet.



Vereinbarungsteil

Eingabe
- SteuergroBen des Rechenablaufs
- Geometrie des FE-Netzes

- Materialparameter

Anfangswerte
- Spannungszustand
- Ver formungszustand

- Stoffgesetz

Beginn der Zeitschleife

Berechnung des Lastvektors 0!

Berechnung der Matrix A

Einarbeitung der kinematischen

Randbedingungen in A

/

Dreieckszerlegung von A

Beginn der Iterationsschleife

J

Bild 6.1-1: Programmablauf
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\

Berechnung des Differenzwertes iAg
des Vektors der Knotengeschwindigkeiten

durch Riickwdrtselimination

Berechnung der Differenzwerte

- Geschwindigkeitsfeld iAz

- Verformungsrate iAg

- Rotationsrate iAE

und unter Verwendung des Stoffgesetzes

- Spannung iAg und ign

y

Modifikation des Spannungszustandes
- Nullsetzen von Zugspannungen
- Beschriankung von deviatorischen

Spannungsanteilen

Berechnung der Knotenkrdfte
- innere Knotenkridfte
- Lastknotenkrd fte aus Reibung

- Knotenkrd fte aus Massentrdgheit

4

Berechnung des Residuums iy

NEIN Konvergenzkriterium erfillt T:}
J/JA

Bild 6.1-2: Programmablauf




J

Berechnung der Randspannungen aus

den Randknotenkrid ften

Berechnung der elasto-plastischen
Stoffmatrix H flir den folgenden
Zeitschritt

Andern des FE-Netzes an der freien

Schiittgutoberfldche (nur beim Entleeren)

Ausgabe der Ergebnisse

Bild 6.1-3: Programmablauf

6.2 Allgemeine Ergebnisse

Im folgenden sollen die Ergebnisse dargestellt werden, die
sich fiir alle im Rahmen dieser Arbeit rechnerisch untersuch-
ten Fdlle qualitativ gleich ergeben. Dies geschieht anhand
eines Beispiels, welches hier als "Standardfall" bezeichnet
wird. Es handelt sich um einen Behdlter mit rechteckigeﬁ
Querschnitt und ebenem Verformungszustand, die AuslaBdffnung
ist als zentrischer Schlitz angeordnet. Das Bild 6.2 zeigt
die Geometrie, das FE-Netz und die kinematischen Randbedin-
gungen fiir das Entleeren. Da der Behdlter symmetrisch ist,

braucht nur die Hilfte erfafBt zu werden.
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Bild 6.2: Geometrie, FE-Netz und kinematische Randbedingungen
(Entleeren) des Standardfalls

Als Filillgut wird ein trockener, kohdsionsloser Sand gewdhlt.
Dabei handelt es sich um sogenannten "Sacramento River
Sand", bestehend aus Feldspat und Quarz mit einer KSrnung
von 0,297 -~ 0,149 mm. Die Stoffparameter dieses Sandes fir
das in den Abschnitten 4.4.2 und 4.4.3 dargestellte elasto-
plastische Stoffgesetz werden von LADE in | 14| angegeben,
eine ausfilhrliche Darstellung seiner Eigenschaften findet
man bei LEE/SEED | 33|. Neben den Stoffparametern des Sacra-

mento River Sand werden fiir den Standardfall folgende Para-

meter angenommen:
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Ausgangsporenziffer e = 0,87
Spez. Masse p = 1600 kg/md
Viskositiatszahl p = 1000 Nsec/m?

‘Rejbungsbeiwert zwischen Fiillgut
und Behi lterwand tann = 0,4

Iinge des Zeitschritts beim Entleeren At = 0,002 sec

Die angenommene Viskositdtszahl ergibt, wie noch im
Abschnitt 6.4 gezeigt wird, FlieBgeschwindigkeiten in einer
realistischen GroBenordnung. Die Linge des gewdhlten Zeit-
schritts resultiert aus einer Konvergenzuntersuchung, die im
folgenden Abschnitt 6.3 dargestellt ist. Da in jedem einzel-
nen Zeitschritt ein erheblicher Rechenaufwand zu bewiltigen
ist, konnte aus rechnerbedingten Kapazitdtsgriinden flir das
Entleeren zundchst nur der Zeitraum von 1 sec betrachtet

werden.

Das Bild 6.3 zeigt das errechnete Geschwindigkeitsfeld =zu
verschiedenen Zeitpunkten nach Beginn des Entleerens. Es
entwickelt sich ein MassenfluB, der sich in zweil Bereiche
unterteilen 1i8t. Innerhalb des ersten Bereiches, im folgen-
den Schacht genannt, ist die FlieBgeschwindigkeit des
Schiittguts rdumlich annihernd konstant, es bewegt sich dort
weitgehend wie ein starrer Korper. Die Grenze zu dem zweiten
Bereich, im folgenden Trichter genannt, ist in Bild 6.3 flir
t = 1,0 sec angedeutet. Beginnend von dieser Grenze nimmt
die FlieBgeschwindigkeit zur Auslagdffnung hin zu. Dabei
tritt eine grdBere Beschleunigung in der Behidlterachse als
an den Behdlterwdnden auf. Innerhalb des Trichters bewegt

sich das Flillgut annihernd auf radialen Strahlen.
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In Bild 6.4 sind FlieBgeschwindigkeiten in der Behdlterachse
und an der Behdlterwand in Abhdngigkeit von der Trichterhthe
aufgetragen. Die groBte FlieBgeschwindigkeit tritt in der
Achse der AuslaBdffnung auf und hat den Wert v; = 2,14 m/sec.
Sie ist damit um den Faktor 4,5 groBer als die FliefBge-

schwindigkeit von vgy = 0,47 m/sec im Schacht.
h{m] him]
1 |
20~ 2.0 - |
L h |
\ 5 g
|
\
i \ 4 1 ol
t K a9
\ | 99
|
1.0 - % 10 +
\ !
\ \
\ i
N \ . \
\
\ \
\ \
\. \
I T 1 T
10 20 v[m/sec] 10 v[m/sec]
(a) (b)

Bild 6.4: FliefBgeschwindigkeit v fiir t = 1,0 sec {liber der
Trichterhthe h
(a) in der Siloachse

(b) an der Silowand

Nimmt man fiir die entsprechenden riumlichen Stellen densel-

ben MassendurchfluB an, so 148t sich folgende Bedingung auf-
stellen:

S;t vyt wy = Syt vyt Wy ~ (6.1)
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Darin ist S eine Querschnittsfldche, v die FlieBigeschwindig-
keit und @ die Volumenverteilungsfunktion, die den Festkdr-
peranteil am Gesamtvolumen angibt. Wegen der starren Bewe-

gung des Fillguts im Schacht bleibt dort die Ausgangsporen-

ziffer erhalten. Es ist ep; = 0,87 und somit

We = 1/ 1+e, ) = 053

Wegen der Querschnittsverengung vom Schacht zur AuslaBdff-
nung auf die HElfte wird S; /Sy = 0,5 angenommen. Man erhilt
dann aus Gl. (6.1)

W, = Wy (A vy ) /(A v} = 0.2
Dies entspricht einer Porenziffer in der Achse der AuslaB-
6ffnung von

e, = (1-w, ) /w, = 3.7

Am Rand der AuslaBdffnung ist die FlieBgeschwindigkeit
v, = 0,88 m/sec. Damit erhdilt man dort mit den gleichen
Annahmen wie eben eine Porenziffer von e; = 0,77. Insgesamt
zeigt sich, daB im Bereich der Achse der AuslaBdffnung eine
starke Auflockerung des Schiittgutes stattfindet. Dies steht
im Gegensatz zu der in Abschnitt 5.1 getroffenen Annahme,

daB8 die spezifische Masse p und damit auch die Porenziffer e

riumlich konstant ist.

Das Bild 6.5 zeigt das Geschwindigkeitsprofil in einem hori-
zontalen Schnitt durch den Trichter. Qualitativ dhnliche
Geschwindigkeitsprofile ergeben sich fiir alle horizontalen

Schnitte durch den Trichter.

Wahrend die letzten Angaben sich alle auf den Zeitpunkt
t = 1,0 sec beziehen, zeigt das Bild 6.6 die FlieBgeschwin-
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Bild 6.5: Profil der FlieBgeschwindigkeit v in einer hori-
zontalen Ebene 0,6 m iliber der AuslaBdffnung filir

t = 1,0 sec.

v [m/sec]
4
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o}
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3
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Bild 6.6: Vertikale FlieBgeschwindigkeiten vy in festen

raumlichen Punkten in Abhingigkeit von der Zeit t



digkeit des Schiittgutes in Abhingigkeit von der Zeit t.
Dabei werden feste riumliche Punkte betrachtet und die in
diesen Punkten auftretenden Geschwindigkeiten sind iiber den

gesamten berechneten Zeitraum aufgetragen.

Mit Offnungsphase ist jener Zeitraum benannt, in dem die
Auflagerkrifte in der AuslaBdffnung schrittweise abgebaut
und schlieBlich Null werden. Im Schacht (vgl. Bild 6.6,
Punkt 1) ist ein leichtes Oszillieren der FlieBgeschwindig-
keit erkennbar, das spiter erkldrt wird. Hiervon abgesehen
deutet sich zum Ende des Berechnungszeitraums an, daB hin-
sichtlich der FlieBgeschwindigkeiten ein stationirer Zustand
eingetreten ist. Dabei scheint der dann erreichte Maximal-
wert von iliber 2 m/sec bemerkenswert grof zu sein. Fine iiber-

schligige Kontrolle dieses Wertes wird ebenfalls spiter

durchgefithrt.

Das Bild 6.7 zeigt die Hauptspannungsfelder im Flillzustand
(t = 0 sec) und zu verschiedenen Zeitpunkten des Entleerens.
Mit Beginn des Entleerens 148t sich eine Drehung der Haupt-
spannungsrichtungen im Trichter erkennen, die vertikale
Orientierung der grdBeren Hauptspannung im Flillzustand geht
in eine horizontale Orientierung iiber. Dies tritt besonders
deutlich nahe der Behilterachse in Erscheinung, wihrend die
Hauptspannungen an der Behdlterwand mit dem vorgeschriebenen
Reibungsgesetz nach Gl. (5.47) einer weitgehend gleichblei-
benden Krifterandbedingung unterliegen und sich richtungs-
miBig weniger verindern. Im weiteren Verlauf nimmt das
Spannungsniveau direkt oberhalb der AuslaBdffnung ab (dies
wird dort durch die Krid fterandbedingung erzwungen) und im
Ubergangsbereich zwischen Schacht und Trichter zu. Das Span-
nungsbild zeigt dort eine Art Gewdlbewirkung, das Fiillgut
stiitzt sich seitlich zu den Trichterschriagen hin ab, da die
vertikale Stﬁtzuné in der AuslaBdffnung entzogen ist. Im
Vergleich zu den Spannungen im Trichter verdndern sich die

Hauptspannungen im Schacht nur wenig.
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Bitd 6.7 : Hauptspannungsfeld im Fullzustand und zu verschiedenen Zeitpunkten t

nach Beginn des Entleerens



Die Normalspannungen an der Behilterwand sind im Bild 6.8
dargestellt, die Wandschubspannungen ergeben sich hieraus

entsprechend dem Reibungsgesetz nach Gl. (5.47).

o: t = 0000 sec
a: t = 0100 sec
x: t = 0.200 sec
o: t= 1000 sec

Bild 6.8: Randnormalspannungen O,

Man erkennt, daB die Randspannungen mit Beginn des Entlee-
rens gegeniiber dem Fiillzustand zunichst gleichmifig anstei-
gen. Danach tritt ein Abfall in der Nihe der AuslaBdffnung



und ein starker Anstieg im Ubergangsbereich zwischen Schacht
und Trichter auf. Unabhingig vom hier verwendeten L&sungs-—
verfahren zeigen die bereits erwihnten theoretischen Arbei-
ten von JENIKE, WALTERS und ENSTADT ein dhnliches Ergebnis
hinsichtlich der Spannungsspitze im Eckbereich, resultierend
aus dem Ubergang des Schiittguts vom aktiven in den passiven

Spannungszustand.

Das Bild 6.9 zeigt die Vertikalspannungen in festen riumli-
chen Punkten wihrend des gesamten berechneten Entleerungs-

zeitraums.

0,[N/mm?]
0.1

] 1
0.05+ . ' o
12

2
3

0.00- 3

05 10 t [sec]

Bild 6.9: Vertikale Normalspannungen Oy in festen riumlichen

Punkten in Abhidngigkeit von der Zeit t.
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Direkt oberhalb der AuslaBdffnung nehmen die Vertikalspan-
nungen wihrend der Offnungsphase gleichmiBig ab und bleiben
dann weitgehend konstant. In der AuslaBdffnung werden sie

entsprechend der vorgegebenen Krifterandbedingung nach der

Offnungsphase annihernd zu Null.

Mit den Zahlenwerten aus Bild 6.9 ergibt sich fiir das ge-
wihlte Beispiel bei einer Trichterhthe von 1,8 m der Gra-

dient der Vertikalspannung in der Trichterachse in erster

Naherung =zu

N
o
o
N

do, = 0. -8 3

= — = 1.1-107° N/mm°”. (6.2)

Jy 1800

Fiir die folgenden Uberlegungen wird angenommen, daB dieser

Wert rdumlich und zeitlich konstant ist. Vernachldssigt man
die Schubspannungen, so kann man mit der Gleichgewichtsbe-

dingung der vertikalen y-Richtung

doy

ay "'p(bvy‘vy) =O

eine Abschitzung flir die Beschleunigung Qy vornehmen. Mit
der Erdbeschleunigung byy 2 10 m/sec?, der angenommenen

spez. Masse p = 1600 kg/m3 und dem Spannungsgradienten nach

Gl. (6.2) ergibt sich:

vy £ 17 m/sec? .

Dieser Wert liegt {liber der Erdbeschleunigung, da im Trichter
die Druckspannungen von oben nach unten abnehmen und somit
eine zusitzliche Beschleunigung bewirken. Mit den oben
getroffenen Annahmen wirkt die berechnete RBeschleunigung auf
ein Schiittgutpartikel wihrend des gesamten Durchlaufs durch
die Trichterachse ein. Mit der Anfangsgeschwindigkeit Null
und einer Trichterhdhe hy = 1,8 m betrdgt dann die Laufzeit

im Trichter



ty = 3&‘1 = 0.45 sec (6.3a)
y

und die Partikelgeschwindigkeit in der AuslaBdffnung

Vyq = V2vy-hy ¥ 55 m/sec. (6.3b)

Die tatsichlichen Verhdltnisse liegen insofern anders, als
die oben vernachlissigten Schubspannungen einen bremsenden
EinfluB haben. Damit ist die Laufzeit nach Gl. (6.3a) als
unterer und die Geschwindigkeit nach Gl. (6.3b) als oberer
Grenzwert zu sehen. Wie dem Bild 6.9 zu entnehmen ist, wurde
im vorliegenden Fall als tatsichliche maximale Flieflge-

schwindigkeit ca. 2,2 m/sec nach ca. 1 sec berechnet.

Im weiteren bleibt anzumerken, daB die oben durchgefiihrte
Uberlegung unter den genannten Voraussetzungen sowohl fiir
den Zustand beginnenden FlieBens als auch filir den statio-
niren FlieBzustand gliltig ist. Beriicksichtigt man nur die

vertikale FlieBgeschwindigkeit vy, so gilt mit Gl. (5.10)

. dv v
Vy = =L + =L.v
y at y y
Der stationire Flieflzustand ist durch va/at = 0 gekenn-

zeichnet, wihrend va/at beim beginnenden FlieBen beliebige

Werte annehmen kann.

Zuriick zur Erliuterung des Bildes 6.9. Im oberen Silobereich
zeigen die Vertikalspannungen ein leichtes Oszillieren, wobei
das Spannungsniveau erhalten bleibt. Das Oszillieren der Span-
nungen und der FlieBgeschwindigkeiten im Schacht (vgl. Bild
6.6, Punkt 1) 1438t sich folgendermaBen erkldren: Wihrend der
Offnungsphase verringern sich die Vertikalspannungen im Fi{ill-
gut, da das vertikale Auflager in der AuslaBdffnung entfillt.

Damit werden deviatorische Spannungszustidnde abgebaut.
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Dies entspricht hinsichtlich der FlieBbedingung des elasto-
plastischen Stoffgesetzes einer Entlastung und in der Folge
wird zunichst ein elastisches Stoffverhalten angenommen.
Dies ist die Voraussetzung eines Schwingungsvorgangs, der
eingeleitet wird, indem sich das Fiillgut wihrend der Off-
nungsphase im unteren Behilterbereich frither in Bewegung

setzt als im oberen Behdlterbereich.

Das Bild 6.10 zeigt die Typen des Stoffverhaltens, wie sie
sich filir den Flillzustand und verschiedene Zeitpunkte des
Entleerens aufgrund der Flief3lbedingungen ergeben. Dabei
sind unter der Bezeichnung Grenzzustidnde diejenigen plasti-
schen Zustdnde gesondert aufgefithrt, die die Grenzbedingung
der plastisch expansiven Verfestigung erfiillen, in denen
die deviatorischen Spannungsanteile somit den gr&B8tmdgli-
chen Wert haben (vgl. Abschnitt 4.4.3). In Bild 6.10 ist

Zu erkennen, daB im Fillzustand t = 0 sec ein Band von
Grenzzustinden entsteht, das dem flbergangsbereich zwischen
schrigen und vertikalen Behdlterwinden entspringt. Dieser
Bereich ist durch eine hohe deviatorische Beanspruchung des
Fiilllgutes gekennzeichnet. Mit Beginn der Offnungsphase tre-
ten im oberen Behdlterbereich und in einem inneren Trich-
terbereich infolge der vertikalen Entlastung elastische
Zustinde auf. Diese werden im oberen Bereich wihrend des
berechneten Zeitraums auch weitgehend beibehalten. Die
vorher beschriebenen Spannungsumlagerungen im Trichter
fihren dort im weiteren zu Spannungszustdnden, die die
FlieBbedingung erneut erfiillen und am Ende des berechneten

Zeitraumes in Grenzzustdnde ibergehen.



t = 0,00 sec t = 0,05 sec t =010 sec t=0,30 sec t =100sec

+ : elastisch ® : plastisch %* . plastisch im Grenzzustand

Bild 6.10: Typen des Stoffverhaltens im Fullzustand und zu verschiedenen Zeitpunkten t
nach Beginn des Entleerens

10T
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6.3 Der EinfluB von Diskretisierungsparametern

Das numerische Rechenverfahren umfaft eine Reihe von Para-
metern, die sich in physikalische und Diskretisierungspara-

meter aufteilen lassen. Physikalische Parameter sind:

- Materialkonstanten, Ausgangslagerungsdichte des Fiill-
gutes, Reibungsgesetz zwischen Flillgut und Behilterwand,

Behd ltergeometrie.
Zu den Diskretisierungsparametern gehdren:

- Einteilung des FE-Netzes, Ldange des Zeitschrittes, Dauer

der Offnungsphase.

Die beiden ersten Diskretisierungsparameter resultieren aus
der Anwendung mathematischer Niherungsverfahren zur Ldsung
der Differentialgleichungen des Problems. Dagegen ergibt
sich der Parameter "Dauer der Offnungsphase" aus der einfa-
chen Simulation eines i.a. komplexen Offnungsvorgangs. Das
im Rechenverfahren angewendete Modell der stufenweisen Redu-
zierung von Auflagerkrd ften in der AuslaBoffnung entspricht
offensichtlich nicht realistischen Offnungsmechanismen, wie
z.B. dem seitlichen Wegziehen eines Schiebers im Auslag.
Diese lassen sich aber schwer in einem Modell simulieren,

weshalb das einfache Verfahren angewendet wird.
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Eine notwendige Bedingung fiir die Brauchbarkeit des numerischen
Rechenverfahrens besteht darin, daB die Ergebnisse von den Dis-
kretisierungsparametern unabhingig sind. In der Terminologie der
numerischen Mathematik hieBle dies, die Konvergenz des numeri-
schen Verfahrens nachzuweisen. Angesichts der komplizierten
Struktur der zugrundeliegenden Differentialgleichungen, insbe-
sondere derjenigen des Stoffgesetzes, die dann in der Hinterein-
anderschaltung mehrerer numerischer Verfahren geldst werden,
kann der strenge Nachweis der Konvergenz im Rahmen dieser Arbeit
nicht gefilihrt werden. Hier soll zundchst nur dargestellt werden,
wie sich die Annahme verschiedener FE-Netze und Zeitschritte auf

die Ergebnisse des Rechenverfahrens auswirken.

Dabei wird von dem in Abschnitt 6.2 beschriebenen Standardfall
ausgegangen, dessen physikalische Parameter beibehalten werden.
Die Silogeometrie und die untersuchten FE-Netze zeigt das Bild

6.11.

In der Tabelle 6.1 sind die FE-Netze mit den jeweils angenomme-
nen Zeitschritten aufgefithrt. In dieser Tabelle wird jeder Kom-
bination eine Nummer zugewiesen, die in den weiteren Tabellen

und Bildern als abkilirzende Bezeichnung dient.

FE-Netz At |[sec|
0,002 0,001 0,0005
11 12 13
21 22 ) 23
3 31 32 33

Tabelle 6.1: Verzeichnis der Kombinationen der Diskretisierungs-—-

parameter
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Bild 6.11: Silogeometrie und verwendete FE-Netze

v[m/sec]

0 05 10 tfsec

Bild 6.12: Qualitativer Verlauf der vertikalen FlieB-
geschwindigkeiten vy in festen rdaumlichen
Punkten in Abhingigkeit von der Zeit t
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Es werden zundchst die FlieBgeschwindigkeiten betrachtet.
Das Bild 6.12 zeigt den qualitativen Verlauf von FlieBge-
schwindigkeiten in festen rdumlichen Punkten iber den gesam-
ten berechneten Zeitraum. Dieser qualitative Verlauf ist fiir

alle Kombinationen nach Tabelle 6.1 gleich.

Die Tabelle 6.2 gibt die Geschwindigkeiten Vy in den in Bild
6.12 angegebenen Punkten filir alle Kombinationen zum Zeit-

punkt t = 1,0 sec an.

Parameter- Punkt
kombinationen
1 2 3

11 0,47 0,70 2,26
12 0,53 0,80 2,43
13 0,50 0,78 2,35
21 0,47 0,67 2,15
22 » 0,58 0,84 2,58
23 0,53 0,73 2,36
31 0,34 0,43 1,55
32 0,42 0,51 1,72
33 0,50 0,64 2,16

Tabelle 6.2: FlieBgeschwindigkeiten vy in [m/sec]|

fir t = 1,0 sec

Eine groBere Abweichung zeigen die Werte der Kombination 31,
das ist die feinste rdumliche Diskretisierung mit dem ling-
sten Zeitschritt. Dagegen zeigen die Werte der Kombinationen

mit dem kiirzesten Zeitschritt annihernd Ubereinstimmung.
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Im weiteren werden die Spannungen betrachtet. Zundchst ist
im Bild 6.13 der qualitative Verlauf von vertikalen Normal-
spannungen in zwei festen raumlichen Punkten angegeben. Das

leichte Schwingungsverhalten ist deutlich erkennbar.

Oy[N/mmz]

0 05 10 tfsec]

Bild 6.13: Qualitativer Verlauf der vertikalen Normalspan-
nung oy in festen rdumlichen Punkten in Abhangig-

keit von der Zeit t

Die Rechenergebnisse zeigen, daB die Spannungsverliufe der
verschiedenen Kombinationen untereinander praktisch keine
Phasenverschiebung aufweisen, wogegen aber Unterschiede in
den Schwingungsamplituden auftreten. Die Amplitudenunter-
schiede sind etwa zum Zeitpunkt t = 0,3 sec am grdBten und
nehmen dann wieder ab. Die Tabelle 6.3 gibt flir alle Kombi-
nationen nach Tabelle 6.1 die Spannungen Oy in den in Bild
6.13 angegebenen Punkten zum Zeitpunkt t = 0,3 sec an. Im
oberen Punkt sind die Unterschiede in den berechneten Werten
gering, wihrend filir den unteren Punkt zwischen den verschie-

denen rdumlichen Diskretisierungen groBere Differenzen auf-

treten.
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Parameter- Punkt
Kombinationen
1 2

11 0,0974 00,0266
12 0,0927 0,0248
13 00,0912 0,0260
21 0,0955 0,0326
22 0,0885 00,0281
23 0,0916 00,0306
31 0,1016 0,0365
32 0,1031 00,0380
33 00,0954 0,0344

Tabelle 6.3: Spannungen Oy in [N/mmzj fir t = 0,3 sec

Im weiteren wird der Einfluf3 der verschiedenen Parameterkom-
binationen auf die Randspannungen dargestellt. Dazu ist zu
bemerken, daf die Randspannungen nicht direkt aus dem Span-
nungszustand im Flillgut, sondern aus den sich infolge der
FE-Diskretisierung ergebenden Knotenkrdften am Rand bestimmt
werden. Die Tabelle 6.4 zeigt flir die Parameterkombinationen
21, 22, 23 (das ist das FE-Netz 2 mit 3 verschiedenen Zeit-
schritten) die Spannungen oy in den Randknoten des Trichters
fiir drei Zeitpunkte, wobei statt der 'Knotenbezeichnungen

die HBhe h iber der Auslafdffnung angegeben ist.

Man sieht, daB die Unterschiede zwischen den Ergebnissen der
verschiedenen Zeitschritte i.a. gering sind. Dies =zeigt sich
jeweils auch innerhalb der beiden anderen FE-Netze. Man kann
deshalb die Randspannungen eines Zeitschritts als repriasen-

tativ fir ein FE-Netz annehmen.



- 108 -

Parameter- h{m]

kombinationen

t = 0,1 sec

21 0,1077 D 0,1287 0,1348 0;1438 0,1286
22 0,1073 0,1280 0,1343 0,1435 0,1285
23 0,1072 0,1278 0,1342 0,1435 0,1284

t = 0,2 sec

21 0,0308 0,0554 0,0805 0,1495 0,2303
22 0,0349 0,0541 0,0798 0,14921 0,2321
23 0,0347 0,0548 0,0801 0,1491 0,1284

t = 1,0 sec

21 0,0351 0,0482 0,0841 0,1816 0,3317
22 0,0417 0,0524 0,0838 0,1756 0, 3415
23 0,0417 0,0524 0,0863 0,1814 0,3320

Tabelle 6.4: Randnormalspannungen oy, in |N/mm?| iber der
Trichterhthe h fiir die Parameterkombinationen
21, 22, 23

Flir einen Vergleich der rdumlichen Diskretisierungen werden
deshalb die Parameterkombinationen 11, 21 und 31 herausge-
griffen. Das Bild 6.14 zeigt deren Randspannungen o, fir

verschiedene Zeitpunkte. Dabei wird zwischen den Knotenwer-

ten der Spannungen linear interpoliert.
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Bild 6.14: Randnormalspannungen ¢, iiber der Trichterhdhe h

flir die Parameterkombinationen 11, 21, 31
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Insgesamt zeigen die ermittelten Werte noch kein ein-
heitliches Bild. Wahrend bei den FliefBgeschwindigkeiten
vereinzelt Unterschiede um den Faktor 2 und bei den
inneren Spannungen im Trichterbereich um den Faktor 1,5
auftreten, ist ansonsten eine relativ gute Ubereinstim-
mung gegeben. Eine weitere Erdrterung dieses Problem-

kreises wird hier nicht vorgenommen.

Die dargestellten Ergebnisse sind mit einer festen Kom-
bination physikalischer Parameter berechnet worden.

Im weiteren wird angenommen, daB sich bei anderen phy-
sikalischen Parametern, sofern diese nicht zu stark von

den hier gewshlten abweichen, ein dhnliches Bild er-

gibt. Um den Rechenaufwand in tragbaren Grenzen 2zu

halten, werden die in den folgenden Abschnitten durch-
gefilhrten Untersuchungen iiber den EinfluB der physika-
lischen Parameter mit einer weitgehend festen Kombination
der Diskretisierungsparameter durchgefithrt. Es wird hierfiir

das FE-Netz 2 (vgl. Bild 6.11) mit einem Zeitschritt At =
0,002 sec gewdihlt.

Fir die Untersuchung verschiedener Behdltergeometrien
werden am FE-Netz geringfligige Modifikationen vorge-

nommen.

Es bleibt noch der EinfluB der Offnungsphasendauer dar-
zustellen. Die entsprechenden Rechnungen wurden ebenfalls
mit dem FE-Netz 2, dem Zeitschritt At = 0,002 sec und den
physikalischen Parametern des Standardfalls vorgenommen.
Das Bild 6.15 zeigt FlieBgeschwindigkeiten vy iiber einen
kleineren Zeitraum flir verschiedene Offnungszeiten tg.
Dabei ist der Nullpunkt der Zeitachse nicht in den
Beginn, sondern in das Ende der Of fnungsphase gelegt,
d.h. der Anfangszeitpunkt liegt dort, wo die Auflager-

krd fte in der AuslaBdffnung gerade zu Null werden.
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Eine entsprechende Darstellung von Normalspannungen Oy zeigt
das Bild 6.16. Es wird deutlich, daB von dem gewdhlten An-

fangszeitpunkt ab nur geringe Unterschiede in den FlieB8-

geschwindigkeiten und Spannungen auftreten.

Damit kann der EinfluB der Offnungszeit t auf die der Off-

nungsphase folgenden Vorgdnge vernachldssigt werden. Fir

alle weiteren Rechnungen wird t = 0,1 sec angenommen.

v [m/sec]

2.0

t,=0.02 sec

t,=05 sec
te=0.1 sec
| | | | i 1 1 1 "
-0.5 -0.4 -03 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 t[sec]
Bild 6.15: Vertikale FliefBgeschwindigkeiten Vy in der Aus-

lagdffnung in Abhidngigkeit von der Zeit t flr

verschiedene Offnungszeiten tj
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0.112

—0.1
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t,=0.02 sec
~0.05
l | I T ] I i l ] -
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Bild 6.16: Vertikale Normalspannungen Oy im Trichter in
Abhdngigkeit von der Zeit t flir verschiedene

Of fnungszeiten ty

6.4 Der Einf;uB der Viskositatszahl

Flir den geschwindigkeitsabhingigen viskosen Anteil des
Stoffgesetzes wurde im Abschnitt 4.4.4 als Stoffparameter
eine Viskositdtszahl p eingefilhrt, deren Wert in den ersten
Rechnungen willkiirlich festgesetzt wurde. Im folgenden wird
zundchst dargestellt, welchen EinfluB die Viskositdtszahl
auf die Rechenergebnisse nimmt. Es wird wiederum der in
‘Abschnitt 6.2 dargestellte Standardfall angenommen, wobei
die Viskositdtszahl variiert wird und alle iibrigen Parameter

beibehalten werden. Das Bild 6.17 zeigt fiir verschiedene
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Werte der Viskositdtszahl up die Fljeﬁgeschwindigkeiten des
Schiittguts in der Achse der AuslaBdffnung und im Schacht, in
dem sich das Schiittgut (abgesehen von geringen elastischen
Ver formungen) wie ein starrer Korper bewegt. Man sieht, daB
mit abnehmender Viskositdtszahl die FlieBgeschwindigkeiten
iberproportional zunehmen. Im Bild 6.18 sind die Randspan-
nungen 0y an der Trichterwand zu verschiedenen Zeitpunkten
angegeben, wobeil die Viskositdtszahl p als Parameter dient.

Hiernach ist der EinfluB von p auf die Spannungen gering.

v[m/sec]

+

4\
401

\
*
3.0 \

\(/AﬁeueZ :
0}

2.0 +\

AN
N

~
Stellet + C%j/

104 K / ™~

+ 6 \\\~\\~+
B e S
1 2 3 A 5  p[103Nsec/m?]

Bild 6.17: Vertikale FlieBgeschwindigkeit Vy in Abhidngigkeit

von der Viskositdtszahl p fir t = 1,0 sec

Fir die weiteren Rechnungen mufl fir die Viskositdtszahl ein
halbwegs sinnvoller Wert angenommen werden. SCHWEDES gibt
in | 34| an, daB die mittlere FlieBgeschwindigkeit v im Aus-

laB gedffneter Silos in erster Naherung mit

Vo=

/6D (6.4 )

Nit—
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h{m]
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0.5—

1.5—

1.0—

0.5+ t = 0.3sec

1.5—
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Bild 6.18: Randnormalspannungen o,, iiber der Trichterhshe h
fir verschiedene Werte der Viskosititszahl u
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bestimmt werden kann. Darin ist G die Erdbeschleunigung und
D die Breite der AuslaBdffnung. Mit der hier angenommenen

Offnungsbreite D = 2,0 m ergibt sich:
v = 2.2 m/sec
Dem entspricht nach Bild 6.17 eine Viskositdatszahl von

TS 10° Nsec / m°®

Dieser Wert wurde flr die weiteren Berechnungen angenommen.
Zum Vergleich sind die dynamischen Viskositidten anderer
Stoffe angegeben. Dabei ist zu beachten, daB die dynamische
Viskositdt und die hier eingefiihrte Viskositdtszahl jeweils
in Stoffgesetzen unterschiedlichen Typs auftreten (die Vis-
kositdtszahl in Zusammenhang mit einer Spannungsrate und
einer Verformungsbeschleunigung, die dynamische Viskositdt
in Zusammenhang mit der Spannung und der Verformungsrate),
eine unmittelbare Vergleichbarkeit somit nur beschrinkt
moéglich ist. CAMBEFORT gibt in | 35] die dynamischen Viskosi-

titen verschiedener Stoffe wie folgt an:

Glas unter dem Erweichungspunkt 1012 Nsec/m?
Kristalliner Fels 10° Nsec/m?
Verarbeitbares Glas 103 Nsec/m?
Glas auf dem Schmelzpunkt 10!  Nsec/m?
Wasser bei 200C 10~3 Nsec/m?.

Im weiteren -bleibt festzuhalten, daf die empirisch und theo-
retisch untermauerte Niherungsformel zur Bestimmung der
mittleren Flieflgeschwindigkeit in der AuslaB&ffnung v nach
Gl. (6.4) den hier berechneten Ergebnissen in einigen Punkten
widerspricht. Zunichst geht in Gl. (6.4) die Breite D der
AuslaBloffnung als einzige variable GrdBe ein, wogegen nach

SCHWEDES die Eigenschaften des Fiillgutes gegeniiber D von
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geringerem EinfluBf8 und deshalb in Gl. (6.4) nicht beriick-
sichtigt sind. Dagegen zeigen die hier berechneten FlieBge-
schwindigkeiten in der AuslaBdffnung im Bereich

p < 1 - 10% Nsec/m? eine starke Abhingigkeit von der Viskosi-
tdtszahl. AuBerdem ist durch Gl. (6.4) ein exponentieller
Zusammenhang zwischen vV und D mit dem Exponéenten 0,5 festge-
legt. Die hier in Abhingigkeit von D bestimmten FlieBge-
schwindigkeiten zeigen eine andere Charakteristik. Der
Verlauf nach Gl. (6.4) und einige mit den Parametern des

Standardfalls berechnete Werte sind im Bild 6.19 gegeniiber-
gestellt.

vy[m/sec]
5.0 T
Stelle 1/
40- /
//
3.0 /
1 |/2 \lG_[—)
20+ //
/ o‘_/
/
10+ /
/
/*
’I_/

10 20 30 40  Dfm]

Bild 6.19: Vertikale FlieBgeschwindigkeit vy in Abhdngig-

keit von der AuslafBbreite D fiir t = 1,0 sec

Insgesamt zeigt sich, daB der hier gewdhlte Ansatz nach den
Gln. (4.77a, b) fiir den geschwindigkeitsabhingigen viskosen

Anteil des Stoffgesetzes sich nur ger ing auf die
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berechneten Spannungen auswirkt, andererseits aber
wesentlichen EinfluB8 auf die FlieBgeschwindig-
keiten nimmt. Die Widerspriiche zu den von SCHWEDES angegebe-
nen Zusammenhingen bediirfen einer weiteren Kliarung. Darauf
wird hier wegen der damit verbundenen umfangreichen Uber-

legungen zundchst verzichtet.

6.5 Wandreibung und Trichterneigung

Die Anwendung der Methode der Finiten Elemente gestattet es,
beliebige Silogeometrien anzunehmen. Hier werden drei Behidl-
ter mit verschiedenen Trichterneigungen untersucht. Die Ab-
messungen zeigt das Bild 6.20. Die angenommenen Parameter
des Behdlters 2 sind diejenigen des in Abschnitt 6.2 be-
schriebenen Standardfalls. Das dazugehdrige FE-Netz zeigt
das Bild 6.2. Fir die Behilter 1 und 3 werden dhnliche FE-
Netze angenommen, wobel die Unterschiede aus der verdnderten
Trichterhthe und -neigung resultieren. Die ibrigen Parameter

des Standardfalls werden auch hierfiir iibernommen.

A 40 40
i 1 I 2 3
= = =
o N__/A g N\ o /
=20, 20 + -
A 20

==

Bild 6.20: Silogeometrien mit verschiedenen

Trichterneigungen, MaBangaben in |[m]
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Die berechneten Geschwindigkeitsfelder zeigen fiir alle drei
Fdlle dasselbe qualitative Verhalten mit Werten dhnlicher
GroBe, wie es bereits im Abschnitt 6.2 beschrieben wurde.
Auch der Behilter 1 mit der flachsten Trichterneigung weist
MassenfluB auf; dabei ist der Geschwindigkeitsgradient im
Trichter grdBer als bei den anderen beiden Fillen, d.h. an
der Trichterwahd treten geringere und in der Trichterachse
groBere FlieBgeschwindigkeiten auf. Gleiches zeigt sich im

Vergleich der mittleren zur steilen Trichterneigung.

Im Bild 6.21 sind fiir alle drei Fdlle die berechneten Haupt-
spannungen im Trichter und im angrenzenden Vertikalbereich
fiir den Fiillzustand (t = 0 sec) und fiir das Entleeren zum

Zeitpunkt t = 1,0 sec dargestellt.

Es ist erkennbar, daB beim Entleeren mit grdBerer Trichter-
neigung das "Gewdlbe" der Hauptspannungen flacher wird, so
daB fiir den steilen Trichter gr&Bere Wanddriicke zu erwarten
sind. Dafl dies nur bedingt eintritt, zeigt das Bild 6.22, in
dem die Randspannungen oy flir die drei Trichterneigungen
dargestellt sind. Die Werte sind beim steilen Trichter nur
wenig groBer, erstrecken sich aber {iber einen hoheren Be-
reich, so daB die Resultierende der Randspannungen beim

steilen Trichter wesentlich groBer ist.

An den Trichterwdnden ist ein linearer Zusammenhang zwischen
der Normalspannung oy und der Schubspannung 1 mit einem
Reibungsbeiwert tann als Krdfterandbedingung vorgegeben wor-
den. Im folgenden soll dargestellt werden, wie sich unter-
schiedliche Reibungsbeiwerte auf die Rechenergebnisse aus-
wirken, wobei die {librigen Parameter wie beim Standardfall
gewdahlt werden. Bei den berechneten Geschwindigkeitsfeldern
ist eine dhnliche Erscheinung wie gerade beschrieben fest-
zustellen: HShere Reibungsbeiwerte filhren zu grdBeren

Geschwindigkeitsgradienten im Trichter, wobei sich die
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Bild 6.22: Randnormalspannungen o,, iiber der Trichterhdhe h

fiir verschiedene Trichterneigungen
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die FlieBgeschwindigkeiten an den Behéltefwénden geringfiigig
verringern und in der Trichterachse erhdhen. Es zeigt sich
welter, daf das Spannungsniveau im unteren Silobereich bei
hoheren Reibungsbeiwerten geringer ausfdllt. Dies ist auch im
Bild 6.23 ersichtlich, in dem die berechneten Hauptspannungen
fiir zwei Reibungsbeiwerte im Trichter und im angrenzenden
Schacht fiir den Fiillzustand (t = 0 sec) und fiir das Entleeren
zum Zeitpunkt t = 1,0 sec dargestellt sind.

tdnn:OQ

t=10sec

tany=0.5

t=1.0sec

Bild 6.23: Hauptspannungsfelder fir t = 0 sec und t = 1,0 sec

bei verschiedenen Reibungsbeiwerten
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Man erkennt deutliche Unterschiede in der Orientierung und

- GroBe der Hauptspannungen. Entsprechende Auswirkungen zeigen

si

ch auch bei den Randspannungen, die beil dem kleineren Rei-

bungsbeiwert wesentlich grdBer ausfallen. Eine Darstellung der

Randspannungen oy ist mit dem Bild 6.24 gegeben. Die Ursache

fiir das geringere Spannungsniveau bei hdheren Reibungsbeiwer-

ten ist darin zu sehen, daB ein grdBerer Teil des Flillgewichts

bereits im oberen Behilterbereich iiber die Wandreibung in die

Behd lterwdnde eingeleitet wird.

h{m]

15—

1.0—

05—

15—

10—

05— oW [N/mm?]
l | /‘ ‘l“’
0.3 "

Bild 6.24: Randnormalspannungen o, iiber der Trichterhdhe h

bei verschiedenen Wandreibungsbeiwerten
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Nach dieser Erliuterung der rechnerischen Untersuchungen
sollen die dabei gewonnenen mechanischen Erkenntnisse im
folgenden Abschnitt durch den Vergleich mit anderen Rechen-

verfahren und Versuchsergebnissen gepriift werden.
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7 Diskussion der Erkenntnisse .

7.1 Ein Vergleich mit anderen Rechenverfahren

Im folgenden werden anhand eines Beispiels die Ergebnisse des
hier entwickelten numerischen Rechenverfahreris den Ergebnissen
der in Abschnitt 2 beschriebenen Rechenverfahren von JENIKE,
WALTERS und ENSTADT gegeniibergestellt. Als Fillgut wird der be-
reits im Standardfall verwendete und in Abschnitt 6.2 beschrie-
bene "Sacramento River Sand" mit einer Ausgangsporenziffer von
e = 0,87 angenommen. Dessen innerer Reibungswinkel wurde von
LEE/SEED [ 33] mit ¢= 340 bestimmt. Die Silogeometrie und die
Parameter des Fiillguts sind im Bild 7.1 angegeben. Es wird ein

ebener Verformungszustand vorausgesetzt.

D=40m |

X Fullgut
Feinsand

y Spez. Gewicht
Yy =16 KN/m3

Innerer
Reibungswinkel
P =34°

Wand -
reibungswinkel
M =22°

100m

H=

28m |

Trichterneigung
gegen die Vertikale
3 = 20°

Bild 7.1: Silogeometrie, Bezeichnungen und Flillgutparameter

der vergleichenden Rechnung
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Fir das eigene Rechenverfahren wurden die Parameter des
Standardfalls gewdhlt (vgl. Abschnitt 6.2), wobei die Geo-
metrie und das FE-Netz entsprechend der steileren Trichter-
neigung modifiziert wurden. Die damit berechneten Randspan-
nungen 0y, sind flir den Zeitpunkt t = 1,0 sec im Bild 7.2,
Kurve FEM, aufgetragen. Ab etwa t = 0,5 sec sind die Veridn-
derungen der Randspannungen in Abhingigkeit von der Zeit
gering, sodaB t = 1,0 sec als reprdsentativ angesehen wer-

den kann.

Im folgenden wird jeweils kurz dargestellt, wie im angenom-
menen Beispiel die Randspannungen nach den Rechenverfahren

der oben genannten Autoren zu bestimmen sind.

(1) JENIKE
Es wird das in [6] dargestellte Rechenverfahren angewendet.

Die Randnormalspannungen oy im Schacht werden nach JANSSEN

bestimmt:

Y Ry
. Lh - - K- R 71
Oy t (1 - expl~tanm K-y / Ry} (7.1)

Darin sind
s/u Hydraulischer Radius, hier Ry, = D/2

ox/oy Verha ltnis von Horizontalspannung

I

Ry,
K

zu Vertikalspannung

Jenike schliagt aufgrund seiner empirischen Beobachtungen

K = 0,4 vor. Die Randspannungen im Trichter werden in zwei

Anteile aufgespalten.

Der erste Anteil erfaBt das Fiillgut im Trichter ohne Berilick-
sichtigung der Auflast und verliuft, ausgehend vom Wert Null

in der gedachten Trichterspitze, linear zum Wert



- 126 -

g, = byy:D

am oberen Trichterrand. Der Beiwert b; wird von JENIKE in Ab-
hangigkeit vom Trichterneigungswinkel ¥, dem Wandreibungswin-
kel n und dem inneren Reibungswinkel ¢ in Form von Diagrammen

angegeben. Im hier angenommenen Beispiel ist b; = 0,52,

Der zweite Anteil beriicksichtigt die Auflast aus dem Filillgut
im Schacht, indem zusitzliche Randspannungen unterhalb des
Oberen Trichterrandes in einem dreieckfdrmigen Verlauf mit

einer HoShe von 0,3 D angenommen werden. Der Wert am oberen

Trichterrand betrigt

(Oy)H - bz~'Y'D
sin U+ cos¥ -tan

o, = 3

Darin ist (oy)y die Auflast auf den Trichter, die nach JANS-
SEN bestimmt werden kann. Der Beiwert b, ergibt sich wiederum
in Abhdngigkeit von ¥4, n, $ und ist hier b, = 0,20. Die be-

rechneten Randspannungen sind im Bild 7.2, Kurve J, aufgetra-

gen.

(2) WALTERS

Das von WALTERS in | 7] und [8] angegebene Rechenverfahren
bezieht sich auf rotationssymmetrische Fille, 148t sich aber
leicht auf den ebenen Verformungszustand ilibertragen. Die in
| 7] und | 8] angegebenen Gleichungen zur Bestimmung der ver-
schiedenen Beiwerte und der Ldsungen werden hier nach ent-

sprechender Modifikation angewendet.

Mit Bezug auf einen horizontalen Schnitt wird von einer
mittleren vertikalen Normalspannung Ey ausgegangen. Unter
den in Abschnitt 2 beschriebenen Voraussetzungen kann man die

Schubspannung an der Behdlterwand (Txy)w in Abhdngigkeit von
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der vertikalen Normalspannung an der Wand (oy)w, und weiter

(Oy)w in Abhingigkeit von;y ausdriicken:

(Tyy v

[}
o9}
Q

<
=

loyly, = C oy

Die Beiwerte B und C werden in Abhingigkeit von @, n und ¥
berechnet. Hier ergibt sich im Schacht bei Annahme eines
aktiven Spannungszustandes B = 0,1258, C = 0,9503 und im
Trichter flir einen passiven Spannungszustand B = 0,4775,

Cc = 1,8292.

Nach einer Gleichgewichtsbetrachtung an horizontalen Schnit-
ten ergeben sich zunichst Idsungen fﬁr'gy in Abhidngigkeit
von y und daraus lassen sich Randspannungen o,, bestimmen.

Man erhilt fir den Schacht

1
= yD—m—[1- -2BCy/H
g, Y 2tan exp | y )]

und fir den Trichter

(1-(1-2tan¥-y /H T I

F-C { 1-2tan oy /H
2tanm * 2{L-1)-tan

+(oﬂH41-2mn§y/H)L}

Darin sind die Beiwerte F und L wiederum in Abhingigkeit wvon
¢, n und ¥ zu bestimmen. Es ist F = 0,4427 und L = 3,2280.
Die berechneten Randspannungen sind im Bild 7.2, Kurve W,

aufgetragen.
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(3) ENSTADT
Die Darstellung dieses Rechenverfahrens findet sich in | 9].

Unter der Voraussetzung, daB der Spannungszustand an der
Behi lterwand die Mohr-Coulombsche Grenzbedingung und die
Kra fterandbedingung der Wandreibung erfiillt, 1438t sich der
Winkel B bestimmen, den die gr&B8ere Hauptspannung mit der

Wandnormalen einschlieft:
B = %[n+sm4(ynn/9nw)l

Hieraus ergeben sich zwei Werte fiir B, jeweils einer fiir den

aktiven und passiven Spannungszustand. Im vorliegenden Fall

ergibt sich 85 = 80% und B, = 320.

Aus den Hauptspannungsrichtungen ergibt sich auch das Ver-

hiltnis der Horizontal- zur Vertikalspannung an der Wand

K = (Ox)w/(oy)w:

1+ sing - cos 28

K =
1 - sing-cos 2B

Bei Annahme des aktiven Spannungszustands ist K = 0,31. Die-
ser Wert wird fiir die Ermittlung der Randspannung oy im

Schacht nach der Janssengleichung (7.1) genommen.

Fiir den hydrostatischen Druck ¢ = 0,5(0x + o) im Trichter
erhdlt ENSTADT mit einer Gleichgewichtsbetrachtung an kreis-

f6rmigen Ausschnitten folgende Idsung:
R )X

Y v-Y
0IR) = TR (otR) - g5 Ra)-(§
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Die Beiwerte X, Y werden in Abhingigkeit von ¢, n und ¥ be-
stimmt und ergeben sich hier filir den passiven Spannungszu-
stand zu X = 4,9577 und Y = 2,6600.

o(Rg) ist der hydrostatische Druck an der Oberkante des
Trichters und ergibt sich aus den Janssengleichungen des
Schachtes. Es zeigt sich, daB die Ubergangsbedingung hin-
sichtlich ¢ nur in der Ecke zwischen Trichter und vertikaler

Wand, aber nicht mehr im Inneren erfiillt werden kann.

Unter den bereits genannten Voraussetzungen ergeben sich die

Randspannungen im Trichter durch
0, = 0-[1+sing-cos 2B,)

Die berechneten Randspannungen sind im Bild 7.2, Kurve E,

aufgetragen.

Zu Bild 7.2 sind folgende Bemerkungen zu machen:

- Die FE-Methode liefert wegen der stetigen Geschwindig-
keitsansditze auch stetige Spannungsfelderl). Der Sprung
in den nach der FE-Methode berechneten Randspannungen in
der Ecke zwischen Trichter und vertikaler Wand ergibt
sich bei unverdndertem Spannungstensor aus der veriander-
ten Orientierung der Bezugsebene fiir die Randspannung.
Demgegeniiber haben die ibrigen Spannungsverliufe an

dieser Stelle echte Diskontinuititen.

1) pies gilt zundchst nicht flir lineare Geschwindigkeits-
ansitze, jedoch lassen sich dann iiber die Spannungs-—

knotenwerte stetige Spannungsfelder konstruieren.
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Um eine bessere Vergleichbarkeit zwischen den verschie-
denen Verfahren zu schaffen, kann man die Resultierende
aus den Randnormalspannungen 0y bilden. Dies wird fir
die vertikale Wand (»Py;) und die Trichterwand (>Pyp),
sowie flir die obere HHElfte der Trichterwand (+Pw3) ge
trennt durchgefithrt. Nimmt man das Fiillgutgewicht von
Vy = 774 | kN/1fdm Behiltertiefe| als Bezugswert, so

ergibt sich nach den verschiedenen Verfahren:

JENIKE WALTERS ENSTADT  FE-Methode
Pyl /Vy 0,32 0,26 0,26 0,32
Py2 /Vy 0,44 0,51 0,36 0,40
Pyws3 /Vy 0,40 0,34 0,23 0,30

Fiir den Bereich des Trichters zeigen sich erhebliche
Unterschiede. Die Resultierende des oberen Trichterbe-
reiches unterscheiden sich bei den Verfahren von JENIKE
und ENSTADT um den Faktor 1,7, wihrend die entsprechen-
den Werte nach dem Verfahren von WALTERS und der FE-

Methode etwa in der Mitte dazwischenliegen.

Aus den gesamten Randspannungen ergibt sich eine verti-
kale Resultierende Py . Nimmt man wiederum Vy = 774 | xN/

1fdm Behiltertiefe| als Bezugswert, so ergibt sich

JENIKE WALTERS ENSTADT FE-Methode

PY/VY 0,86 0,94 0,73 0,86

Die Verfahren von JENIKE, WALTERS und ENSTADT vernach-
lissigen Trigheitskridfte, und es sollte sich dann

Py/Vy = 1 ergeben, da das gesamte Fiillgutgewicht iiber
die Randspannungen getragen werden mufB. Die Differenzen

erkldren sich wie folgt:
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Bei JENIKE 1ist Py stark von der Annahme {iber die Breite
der dreieckfdrmigen Zusatzspannung am oberen Trichter-
rand abhdngig. Eine Erhdhung von 0,3 D auf 0,4 D fiihrt
bereits auf Py/vy > 1. WALTERS setzt bei seiner Theorie
einen Trichter mit vollstdndiger Spitze voraus, von der
im vorliegenden Beispiel die untere HAlfte abgeschnitten
ist. So hitte der abgeschnittene Teil noch einen nen-
nenswerten Anteil der auf den Trichter wirkenden Aufla-
sten mitzutragen, und dies bleibt hier unberiicksichtigt.
In der Theorie von ENSTADT sind, wie bereits in Ab-
schnitt 2 erldutert wurde, die Gleichgewichtsbedingungen
zwischen dem Trichter und dem Schacht nicht erfiillt und
entsprechend ist auch Py # Vy - Bei der Anwendung der FE-
Methode sind die Gleichgewichtsbedingungen im globalen
Sinne immer erfiillt. Da hier bei der Anwendung der FE-
Methode die Massentrdgheit des Schiittgutes beriicksich-
tigt wurde, wird auch ein Teil des Schiittgutgewichts
durch Tragheitskrdfte getragen. Dies erkldrt, daB bei
der FE-Methode Py < Vy ist. ‘

7.2 Ein Vergleich mit experimentellen Untersuchungen

Experimentelle Untersuchungen wurden Uberwiegend unter La-
borbedingungen an Modellsilos durchgefiihrt. Trotzdem ergibt
sich bei den Ergebnissen verschiedener Untersuchungen hiufig
kein einheitliches Bild, hin und wieder treten sogar Wider-
spriiche auf. Selbst die Reproduzierung von Versuchsergebnis-
sen unter unverdanderten Bedingungen bereitet Probleme.
Dariiberhinaus ist fraglich, ob die Verhdltnisse an Modell-
silos unmittelbar auf GrofBisilos iibertragen werden konnen,
man vergleiche hierzu CRAIG/WRIGHT |[36], NIELSEN/ASKEGAARD
[37] und JOHANSON | 38] . Unter diesen Gesichtspunkten ge-
schieht der Vergleich der Rechenergebnisse mit experimentel-

len Untersuchungen auf qualitativer Ebene.
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Hinsichtlich des Geschwindigkeitsfeldes lassen sich die we-
sentlichen Ergebnisse des numerischen Rechenverfahrens wie

folgt zusammenfassen:

- Im Schacht bewegt sich das Fiillgut weitgehend wie ein

starrer Kdrper.

- In einem ilbergangsbereich zwischen dem Trichter und dem
Schacht beginnt eine Beschleunigqung des Fiillgutes, die

bis zum Austritt aus dem Behdlter andauert.

- Im Trichter bewegt sich das Fillgut auf radialen Strah-

len.
- Im Trichter tritt eine Auflockerung des Fillguts ein.

Diese FErgebnisse werden, soweit es MassenfluBsilos betrifft,

im wesentlichen durch experimentelle Untersuchungen bestitigt.

BLAIR-FISH/BRANSBY | 39| plazieren im Schiittgqut wihrend des
Fiillens von Modellsilos sogenannte "Marken" in vertikalen
Ebenen. Die Bewegung der Marken, und damit auch des Schiitt-
guts, wihrend des Entleerens wird durch Rontgenaufnahmen des
Behd lters festgehalten. Neben der Position der Marken 1laB8t
sich auf den R&ntgenaufnahmen grob die Lagerungsdichte des
Schiittguts feststellen, da aufgelockerte Bereiche gegeniiber
den ROntgenstrahlen eine erhdhte Durchlissigkeit aufweisen.
Mit Beginn des Entleerens wird eine Auflockerung des Fiill-
guts direkt oberhalb der AuslaBdffnung festgestellt, die
sich im weiteren nach oben ausdehnt. Ausgehend von der Ecke
zwischen Trichter und vertikalen Winden entstehen zusitzlich
schmale Binder aufgelockerter Zonen. Es handelt sich offen-
"sichtlich um Dilatanzerscheinungen infolge hoher Schubbean-

spruchung. Diese Binder verschmelzen dann mit dem Auflocke-
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rungsbereich, der von der Offnung ausgeht und schlieBlich
den gesamten Trichter umfaBt. Im Schacht zeigen alle Marken
die gleiche Bewegung. Das Fiillgut gleitet dort entlang den
Winden wie ein starrer KOrper abwirts. Im Trichter bewegen
sich die Marken entlang radialer Strahlen. Aussagen iiber die

GroBe der Geschwindigkéiten liegen nicht vor.

KOTCHANOVA | 40] untersucht FlieBgeschwindigkeiten in Modell-
silos mit flachen Boden. Das Fiillgut wird wihrend des Fiil-
lens mit optischen Marken durchsetzt, deren Bewegung entlang
einer durchsichtigen Behilterwand wihrend des Entleerens
Uber Filmaufnahmen festgehalten wird. Dabei werden die Be-
dingungen des ebenen Verformungszustandes simuliert. Eine

schematische Darstellung der Filmaufnahmen zeigt Bild 7.3a.
Danach k&nnen 4 Bereiche unterschieden werden:
- eine Zone I gleichfdrmiger Bewegung des Fiillguts,

- eine Ubergangszone II mit beginnender Beschleunigung und

Relativverformung des Fiillguts,

- eine Zone III hoher Geschwindigkeiten und Geschwindig-

keitsgradienten,

- eine Zone IV ruhenden Schiittguts, das einen inneren

Trichter bildet.

Das Bild 7.3b zeigt die in den Versuchen ermittelten Ge-
schwindigkeitsprofile in vertikalen und horizontalen Schrit-
ten. Man vergleiche dazu die berechneten Geschwindigkeits-

profile in den Bildern 6.4 und 6.5.
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Bild 7.3: FlieBgeschwindigkeiten widhrend des Entleerens
nach KOTCHANOVA | 40|
(a) Trajektorien der Schiittgutpartikel
(b) Geschwindigkeitsprofile

Eine shnliche Methode verwenden LEVINSON/SHMUTTER/RESNICK
|41 ], wobei die Bewegung der optischen Marken bzw. des
Schiittguts an der durchsichtigen Behilterwand mit einer
Fotokamera jeweils alle 0,3 sec aufgenommen wird. Grund-
sdtzlich ergeben sich dhnliche Ergebnisse wie bereis bei
KOTCHANOVA beschrieben. Dariiberhinaus wird festgestellt, daB
nach einer kurzen Anlaufphase, deren Dauer etwa im Bereich
einer Sekunde liegt, ein quasistationdrer FliefBzustand
entsteht. Nimmt man zur Bestimmung der FlieBgeschwindigkeit
einen Zeitraum von mehreren Sekunden an, so ist der FliefB-
zustand stationidr. Dagegen zeigen sich beim Zugrundelegen
des kilirzeren Zeitraums von 0,3 sec verdnderliche FlieBge-

schwindigkeiten.
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Sogenannte Radiosonden werden von PERRY/ROTHWELL/WOODFIN
|42}, [43] verwendet. Es handelt sich hierbei um kleine Sen-
der (Abmessungen von ca. 1 - 2 cm) von Funksignalen, die
beim Fiillen im Schiittgut eingesetzt werden. Die Lage der Ra-
diosonde wihrend des Entleerens wird indirekt aus der Inten-
sitdit der Funksignale bestimmt, die gleichzeitig von mehre-
ren aufBerhalb des Modellsilos angeordneten Empfingern auf-
genommen werden. Da offensichtlich davon ausgegangen werden
Kann, daB sich die Sonde weitgehend wie das sie umgebende
Schiittgut bewegt (auf eine Darstellung der Griinde wird hier
verzichtet), ist damit auch die Bewegung des Schiittguts

bestimmt.

Dies gilt wegen der Tradgheit der Radiosonde und nicht exak-
ten Ortungsmdglichkeiten nur eingeschriankt filir kleine und
schnelle Schwankungen der FlieBgeschwindigkeit. Die Ergeb-
nisse zeigen ein ihnliches Bild, wie es bereits oben be-
schrieben wurde. Im vertikalen Behdlterteil werden rdumlich
und zeitlich konstante FlieBgeschwindigkeiten gemessen. Im
Trichterbereich nimmt die Geschwindigkeit in Richtung auf
die AuslaBdffnung hin zu, wobei die Beschleunigung in der
Behd lterachse grdBer als am Rande ist. Eine quantitative
Auswertung der MeBergebnisse filir einen Trichter wvon 700 Nei-
gung gegen die Horizontale ist im Bild 7.4 dargestellt. Das
Bild 7.4a zeigt Kurven gleicher FlieBgeschwindigkeiten und
Bild 7.4b Geschwindigkeitsprofile in radialen Schnitten.
Dabei sind Unstetigkeiten des Geschwindigkeitsgradienten in

der Nihe der Behilterachse erkennbar.

ROTHWELIL und WOODFIN fithren auch Untersuchungen iiber die La-
gerungsdichte des Filillguts im Trichter wihrend des Entlee-
rens durch. Ohne nihere Erliuterungen teilen sie in | 43| als
Ergebnis mit, daB8 die Lagerungsdichte vom Rand zur Behil-

terachse hin und mit Anndiherung an die Auslafdffnung abnimmt.
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Bild 7.4: FlieBgeschwindigkeiten wihrend des Entleerens
nach PERRY/ROTHWELL/WOODFIN | 43|
(a) Kurven gleicher FlieBgeschwindigkeit v

(b) Geschwindigkeitsprofile in radialen Schnitten

Neben den hier beschriebenen gibt es eine Vielzahl weiterer
Untersuchungen iiber die FlieBgeschwindigkeiten von Schiitt-
gliitern in MassenflufSsilos wihrend des FEntleerens, die liber-
wiegend ihnliche Ergebnisse ergeben und deshalb hier nicht
dargestellt werden. Insgesamt decken sich die Rechenergeb-
nisse, wie sie in Abschnitt 6.2 dargestellt sind, in quali-
tativer Hinsicht mit den experjmenteflen Untersuchungen.
Vereinzelt zeigen sich Abweichungen, so bei der gerade dar-
gestellten Diskontinuitdt des Geschwindigkeitsgradienten,
und es bleiben offene Problemkreise, und zwar hinsichtlich
der bei den numerischen Rechnungen festgestellten Geschwin-
digkeitsschwankungen im oberen Behilterbereich. Im weiteren

sollen die Ergebnisse einiger experimenteller Untersuchungen
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liber die Spannungsverhiltnisse in Modellsilos wihrend des

Entleerens dargestellt werden.

Urspriinglich wurde die gerade beschriebene Radiosonde von
PERRY /JANGDA | 44] fiir Druckmessungen verwendet. Dazu ist ein
Druckaufnehmer an einer der flachen Seiten der zylinderfdr-
migen Sonde eingebaut, der seine MeBwerte iiber Funksignale
an einen Empfinger iibertrigt. Zur Messung von Vertikal-
driicken wird die Sonde wihrend des Fiillens in vertikaler
Lage und fiir Horizontaldriicke in horizontaler Lage angeord-
net. Man geht davon aus, daB sich die Sonde wihrend des FTnt-
leerens wie das sie umgebende Fiillgut bewegt. Es erscheint
jedoch fraglich, ob die vorgegebene Orientierung der Sonden-
lingsachse im Bereich von Geschwindigkeitsgradienten, wie
sie im Trichter auftreten, beibehalten wird, so daB die
Bestimmung der Druckrichtung unsicher ist. Dabei ist insbe-

sondere die horizontale Lage instabiler als die vertikale

Lage.

Das Bild 7.5 zeigt typische MeBergebnisse fir die Vertikal-
driicke. Auf der Abszisse ist die Zeit bis zum Austritt der
Sonde aus dem Behilter aufgetragen. Die direkte Zuordnung

der Driicke zu ridumlichen Punkten ist nicht mdglich, da die

Sonde wihrend des FEntleerens nicht genau geortet werden

kann.

Die Markierung I bezeichnet den Fiillzustand bzw. den Beginn
des Entleerens. Es zeigt sich, daB dort ein deutlicher An-
stieg der Vertikaldriicke auftritt. Andererseits geben PERRY/
JANGDA an, dafl sich die statischen Driicke durch mechanisches
Verdichten des Fiillguts auf das Niveau der dynamischen
Driicke heben lassen, die ihrerseits vom vorhergehenden Ver-
dichtungszustand unabhidngig sind. Hinsichtlich der dynami-

schen Driicke zeigt sich folgendes:

- Im Bereich nahe der Behdlterachse nehmen die gemessenen

Vertikaldriicke, ausgehend von einem zundchst annihernd
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Bild 7.5: Vertikaldriicke py in Abhingigkeit von der Zeit t
bis zum Austritt der Sonde nach PERRY/JANGDA | 44|

konstanten Verlauf, nach einer gewissen Zeit relativ
schnell ab, um dann bis zum Austritt auf geringem Niveau
zu verbleiben. Zum Vergleich ist in Bild 7.6 die mit dem
numerischen Rechenverfahren fiir den Standardfall ermit-
telte Vertikalspannung Oy iber der Behidlterhthe aufge-

tragen.

- In der MNihe der RBehilterwand ergibt sich aus den Messun-
gen zunichst wieder ein annihernd gleichmiBiger Verlauf
mit anschlieBender Druckspitze und danach ein fast
gleichmiBiger Abfall. Die berechneten Normalspannungen

des Standardfalls nahe der Behilterwand zeigt Bild 7.7.
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Bild 7.6: Vertikale Normalspannung Oy in der Behilterachse
in Abhingigkeit von der Hohe h iiber der Auslaf-
8ffnung nach FEM-Rechnung fiir t = 1,0 sec

- Die Zeit zwischen dem Beginn des Entleerens und dem Aus-
tritt der Sonde aus dem Behilter ist an der Wand grdfer

als in der Achse. Dies entspricht den unterschiedlichen

FlieBgeschwindigkeiten.

Das Bild 7.8 zeigt die MeBergebnisse fir die Horizontal-
driicke. Wegen der bereits erwihnten Instabilitidt der hori-
zontalen Lage der Radiosonde und der damit verbundenen
Unsicherheit hinsichtlich der Richtung des Druckes sind
diese Ergebnisse vorsichtig zu interpretieren. Festzuhalten
sind deutliche Druckerhthungen an einer Stelle, die etwa dem

Ubergang in den Trichter entsprechen diirfte.

Die Radiosonden lassen sich auch fiir Druckmessungen an -der
Behd lterwand verwenden;, indem man sie in: Bohrungen in der
Wand einfiigt. Die -Bilder 7.9a - ¢ zeigen die von PERRY/
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Bild 7.7: Vertikale Normalspannung Oy an der Behilterwand in
Abhingigkeit von der HShe h iiber der AuslaBsffnung
nach FEM-Rechnung fiir t = 1,0 sec
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Bild 7.8: Horizontaldriicke p, in Abhdingigkeit von der Zeit t
bis zum Austritt der Sonde nach PERRY/JANGDA
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JANGDA gemessenen Wanddriicke fiir zwei runde Modellsilos mit
kegelfdrmigen Trichtern verschiedener Neigung und filir einen
rechteckingen Modell-silo mit keilféfmigem Trichter. Die
dargestellten Kurven fiir - das Entleeren sind das Mittel aus
MeBwerten der ersten 12 Sekunden des Entleerens, wobei in
diesem Zeitraum unregelmiBige Schwankungen in einer GrdBe

von ca. 20 % auftreten.

Als Alternative zur flihrungslosen Sonde mit drahtloser Mef3-
wertiibertragung verwenden EISENHART ROTHE/NATAU | 45| die
starr gefiilhrte Sonde wmit Druckaufnehmer. Sie wird an einem
vertikalen Rohr befestigt, welches oberhalb der Einflillsff-
nung des Modellsilos gefithrt und vertikal beweglich ist, so
daB die Sonde wihrend des Entleerens von dem sie umgebenden
Schiittgut "mitgenommen" wird. Das Rohr dient auch zur Auf-
nahme der MeBkabel und zur Weganzeige. Somit ist eine direk-
te Zuordnung der Driicke zu ridumlichen Punkten im Behilter
méglich. Durch die Befestigung der Sonde an der Flihrung
liegt auBerdem, im Gegensatz zur filthrungslosen Sonde, die
vorgegebene MefBrichtung fest. Das Bild 7.10 zeigt die gemes-
senen Vertikal- und Horizontaldriicke liber der Behiltertiefe.
Zum qualitativen Vergleich sind die entsprechenden Werte aus

den Rechenergebnissen in Bild 7.11 dargestellt.

Insgesamt stimmen die Ergebnisse des numerischen Rechenver-
fahrens mit den MeBergebnissen, soweit solche bezliglich der
Spannungen innerhalb des Schiittguts vorliegen, in qualitati-
ver Hinsicht iiberein. Experimentell ungeklirt bleiben die
bei den Rechnungen festgestellten Schwingungen der Span-
nungswerte im oberen Behdlterbereich. Dabei ist jedoch zu
beachten, daB die im Standardfall berechnete Schwingdauer
bei etwa 0,3 sec liegt und bei Rechnungen mit Behdltern in
der GroBenordnung der Modellsilos noch wesentlich kleiner
ausfdllt. Es bleibt offen, ob die verwendeten MeBverfahren

bzw. Aufzeichnungsmethoden zur Aufnahme solcher Spannungs-

schwingungen geeignet sind.
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Bild 7.9: Wanddriicke p, nach PERRY/JANGDA | 44]

(a)

(b)

Behdlter mit kegelfdrmigem Trichter,
Neigung 700
Behi lter mit kegelfdrmigem Trichter,
Neigung 600
Behd lter mit keilfbrmigem Trichter,
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Bild 7.10: Horizontaldriicke pyp und Vertikaldriicke py in der
Behilterachse iiber der Behdlterhshe h nach
EISENHART ROTHE/NATAU | 45|
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Bild 7.11: Horizontale und vertikale Normalspannungen ¢y und
0y lber der BehilterhShe h nach FEM-Rechnung fir
t =1,0 sec '
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Neben den oben beschriebenen Versuchen und denen von LAKSHMAN
RAO/VENKATESWARLU | 46|, die wie PERRY/JANGDA eine Radiosonde
verwenden, sind dem Verfasser keine weiteren experimentellen
Untersuchungen {iber den inneren Spannungszustand in Schiittgii-
tern wihrend des Entleerens bekannt. Eine grdflere Zahl von Ar-
beiten befaft sich mit den Spannungen an den Silowdnden, hier
geniigen einfachere MeBmethoden und die versuchstechnischen
Probleme sind geringer. Dabei sind eine Vielzahl verschiedener
Schiittgliter und Silogeometrien mit unterschiedlichen Methoden
untersucht worden. Es zeigt sich bis auf die Beobachtung, daB
bei MassenfluBsilos mit Beginn des Entleerens im {Jbergangsbe-
reich zwischen Trichtern und vertikalen Behilterwdnden Druck-

erhbhungen stattfinden, kein gemeinsames Bild.

So stellen z.B. BLAIR-FISH/BRANSBY |[39]| sehr unregelmiBige
Druckverliufe iiber die Zeit mit Schwankungen um den Faktor 2
fest. LAKSHMAN RAO/VENKATESWARLU |[47] und PERRY/JANGDA | 44|
messen ebenfalls Schwankungen der Driicke, die jedoch wesent-
lich geringer ausfallen, und deren Perioden um GrdBenordnun-
gen kleiner sind. Neben dem zeitlichen Ablauf ist die Frage
nach der GrdBe der Randspannungen wiahrend des Entleerens
entscheidend, wobei man diese wegen der besseren Vergleich-
barkeit auf die entsprechenden Werte im Fiillzustand bezieht.
Hinsichtlich der maximalen Werte reichen die Angaben von nur
geringfiigigen Erhdhungen, z.B. um einen Faktor von ca. 1,3
bei MOTZKUS [ 2], bis zu immensen Steigerungen, z.B. um einen
Faktor 10 - 15 bei PERRY/JANGDA [44], jeweils an Silos mit
Trichtern einer Neigung von 700 gegen die Horizontale und
Sand als Fiillmaterial gemessen. Dabei zeigt der Verlauf iiber
der Trichterhthe bei MOTZKUS eine fast geradlinige Form,
wihrend bei PERRY/JANGDA stark gekriimmte Kurven mit ausge-—
prigten Spitzen auftreten. Wegen der offensichtlichen Unsi-
cherheiten bei der experimentellen Bestimmung von Spannungen
an Silowdnden wird auf einen Vergleich mit den Ergebnissen

des Rechenverfahrens hier verzichtet.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Bisher bestehen keine befriedigenden Verfahren zur Berech-
nung der Spannungen 1in Schiittgiitern beim Entleeren von
Silos. Die Methoden von JENIKE, WALTERS und ENSTADT basieren
jeweils auf einer Reihe von Annahmen und Vereinfachungen,
die nur beschriankt zutreffen, und liefern bei der Anwendung

unterschiedliche Ergebnisse.

Im Rahmen dieser Arbeit wird, aufbauend auf der Methode der
Finiten Elemente, ein numerisches Rechenverfahren entwickelt,

das sich durch folgende Punkte auszeichnet:

- Es bietet eine vollstindige Einsicht in das mechanische
Verhalten des Schiittguts wihrend des Entleerens. EBs kdn-
nen damit Fliefgeschwindigkeiten und Spannungen fiir jeden
Zeitpunkt und jede Stelle im Schiittgut berechnet werden.

- Abgesehen von der Nichtberiicksichtigung thermischer Ein-
fliisse und der Annahme einer konstanten Lagerungsdichte
entfallen alle Vereinfachungen. Insbesondere sind die
Massentrdgheit des Schiittgutes und die geometrische
Nichtlinearitdt beriicksichtigt. Damit kdnnen grofe und

schnelle Verformungen des Schiittgutes erfaBt werden.

- Es bietet die Moglichkeit einer vielseitigen Anwendung.
Grundsdtzlich bestehen keine Beschriankungen hinsichtlich
der Behiltergeometrie und der Anfangs~ und Randbedingun-
gen. Das Stoffverhalten des Schiittguts kann in differen-
zierter Form, und nicht nur pauschal iiber den Winkel der

inneren Reibung, erfaBt werden.

Zundchst wird ein Stoffgesetz filir ein granulares, kohidisions-
loses Material formuliert, das sich aus einem elasto-plasti-

schen und einem viskosen Anteil zusammensetzt. Der elasto-
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plastische Anteil wird in Anlehnung an das Stoffgesetz von
LADE |14] angenommen, das in dieser oder dhnlicher Form in
einer Reihe von Anwendungen gute Ergebnisse gezeigt hat. Der
viskose Anteil wird in Analogie zum Stoffgesetz inkompres-
sibler Newtonscher Fliissigkeiten gewdhlt. Neben dem Stoff-
gesetz 188t sich mit den Bedingungen des dynamischen Gleich-
gewichts und den Geschwindigkeits-~Verzerrungs-Beziehungen ein
vollstidndiger Satz partieller Differentialgleichungen formu-
lieren, wobei ein Eulersches Bezugssystem zugrundegelegt
wird. Zur niherungsweisen Ldsung dieser Gleichungen finden
numerische Verfahren Verwendung, die Methode der Finiten
Elemente zur riumlichen Diskretisierung und ein Differenzen-
verfahren zur zeitlichen Diskretisierung. Die Diskretisie-
rung fithrt auf nichtlineare algebraische Gleichungssysteme,

die iterativ in Anlehnung an die Methode von Newton-Raphson

geldst werden.

Sofern die Bedingungen des Massenflusses gegeben sind,

zeigen die Ergebnisse in allen berechneten Fillen folgende

charakteristische Eigenschaften:

- Das Feld der FlieBgeschwindigkeiten des Schiittguts weist
zwei unterschiedliche Bereiche aus. Zwischen den verti-
kalen Silowidnden bewegt sich das Schiittgut, von geringen
elastischen Verformungen abgesehen, wie ein starrer Kor-
per. Dagegen treten in Trichtern horizontal und vertikal
groBe FlieBgeschwindigkeitsgradienten auf, die in Teil-
bereichen mit einer starken Auflockerung des Schiittgutes

verbunden sind.
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- Mit Beginn des Entleerens geht im Trichter zunichst die
vertikale Orientierung der grdferen Hauptspannung ilber
in eine horizontale Orientierung. Dann nimmt das Span-
nungsniveau direkt oberhalb der Auslafdffnung ab und im
Ubergangsbereich zwischen Trichter und vertikalen Winden
zu. Es bildet sich dort ein Spannungsgewdlbe mit hohen

Spannungsspitzen in den Eckbereichen.

- Die Randspannungen entwickeln sich entsprechend den
inneren Spannungen. Mit Beginn des Entleerens nehmen die
Spannungen an der Trichterwand zunidchst gleichmdBig zu,
um dann im unteren Trichterbereich abzunehmen und im
oberen Trichterbereich sehr stark zuzunehmen. Im fiber-
gang zwischen Trichter und vertikalen Wainden tritt eine

ausgepriagte Spannungsspitze auf.

Es wird gezeigt, daB sich die Diskretisierungsparameter des
Rechenverfahrens, das sind im wesentlichen die Geometrie des
FE-Netzes und die Zeitschrittlinge beim Differenzenverfah-
ren, von Ausnahmen abgesehen, nur gering auf die Rechener-
gebnisse auswirken. Im weiteren wird der EinfluB der Visko-
sitdtszahl untersucht, die als Stoffparameter mit zunichst
offenem Wert im viskosen Anteil des Stoffgesetzes auftritt.
Es stellt sich heraus, daB die Viskosititszahl groflen Ein-
fluB auf die GroBe der FlieBgeschwindigkeiten nimmt, wihrend
der EinfluB auf die Spannungen gering ist. Thr Wert wird
anhand eines Vergleiches von berechneten zu empirisch ermit-
telten FlieBgeschwindigkeiten abgeschatzt. SchlieBlich wird
das numerische Rechenverfahren auf symmetrische Silos mit
verschiedener GroBe, sowie mit verschiedenen Trichterneigun-
gen und Wandreibungsbeiwerten angewendet. Hierbel zeigt
sich, daf3l der gewdhlte Ansatz fiir den viskosen Anteil des
Stoffgesétzes einer weiteren Untersuchung bedarf, da Wider-
spriiche zu gewissen, empirisch ermittelten GesetzmiBigkeiten

hinsichtlich der FlieBgeschwindigkeiten auftreten. Davon
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abgesehen zeigen die Rechenergebnisse mit experimentell
gewonnenen Ergebnissen, sofern letzteren ein einheitliches

Bild abgewonnen werden kann, weitgehende Ubereinstimmung.

Als Gegenstand weiterer Forschungen scheinen folgende Punkte

relevant:

- Der elasto-plastische Anteil des Stoffgesetzes ist for-
mal sehr aufwendig. Im Hinblick auf kiirzere Rechenzeiten
sind Vereinfachungen anzustreben. Der viskose Anteil be-
darf aus den dargestellten Griinden weiterer Untersuchungen.
Dariiberhinaus sollten alternative Formen von Stoffgeset-
zen flir granulare Schiittgliter verwendet werden. Das hier
entwickelte Rechenverfahren ermdglicht dies ohne grund-

sitzliche Schwierigkeiten.

- Fiir die gebriuchlichen Schiittgiiter sind die Parameter

des verwendeten Stoffgesetzes zu bestimmen.

- Sofern anwendbare Stoffgesetze vorliegen, die den Ein-
fluR der Lagerungsdichte berlicksichtigen und diese in
irgendeiner Form als Variable enthalten, sollte die ver-
dnderliche Lagerungsdichte des Schiittgutes im numeri-

schen Rechenverfahren berlicksichtigt werden.

- Die Anwendung der Methode der Finiten FElemente mit Ver-
schiebungsansitzen erzwingt eine stetige Ldsung flir das
Geschwindigkeitsfeld. Nun deuten einige Untersuchungen,
z.B. von BLAIR-FISH/BRANSBY |39] oder DONG/CLEARY | 48],
auf das Auftreten sogenannter "slip lines" hin. Das sind
Fldchen im Schiittgut, an denen die tangentialen Ge-
schwindigkeitskomponenten unstetig sind. Die Frage, ob
und wie solche “Unstetigkeiten" in einem Rechenmodell

beriicksichtigt werden sollen, bedarf einer Klirung.
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Der hier berechnete Zeitraum des Entleerens umfagt

1 Sekunde, die filir die Anwendung des Differenzenver fah-
rens in der Regel in 500 Zeitschritte aufgeteilt wird.
In jedem Zeitschritt ist eine vollstindige, nichtlineare
FE-Rechnung durchzufithren. Die wlinschenswerte Berechnung
lingerer Entleerungszeitriume verbot sich im Hinblick
auf eine Begrenzung der Rechenzeit. Eine wesentliche
Erweiterung 138t sich nur bei einer Vereinfachung des
numerischen Rechenverfahrens und Einfithrung einer
variablen Zeitschrittlinge erreichen. Hierzu sind weite-

re Untersuchungen erforderlich.
als eigentliches Ziel aller Bemiithungen

die Durchflihrung von Parameterstudien mit verschiedenen

Silogeometrien (z.B. mit exzentrischen AuslaBdffnungen,

Einbauten usw.) und Schiittgiitern.
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Anhang A

Schreibweise I fiir Tensoren

Die Komponenten der hier eingefilhrten GrdBen und Tensoren
werden zur Vereinfachung in einem kartesischen Koordinaten-
system dargestellt. Tensoren 1l.- und 2.Stufe werden durch
unterstrichene Kleinbuchstaben, Tensoren 4.Stufe durch

unterstrichene Grofbuchstaben symbolisiert.

Es sei a ein Tensor l.Stufe mit den Komponenten aj, i = 1,
2,3, b und ¢ Tensoren 2.Stufe mit den Komponenten bj4 und
Cig i,j =1,2,3, sowie A und B Tensoren 4.Stufe mit den
Komponenten Ajjrg und Bjjrg, i,j,r,s = 1,2,3. Man kann
hieraus verschiedene Produkte bilden. Die Ergebnisse sind
wiederum Tensoren. Im einzelnen gelten folgende Regeln,

wobei jeweils iliber gleiche Indices zu summieren ist:

b+a hat die Komponenten bj;-a; und ist ein Tensor 1. Stufe

be ' Djj - Crs " L,

b.c ! Bir- Crj " 2. o

b:c . bjj- ¢jj " 0. =« (Skalar)
A:b ' Aijrs' brs " 2 ’

_t.).. tA " Brs Arsij " 2. =

A:B ! Aijrs' Brsii " b~

Gleiche Zusammenhinge gelten fiir alle Tensoren entsprechender

Stufe. Neben den hier angegebenen lassen sich eine Reihe
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weiterer Produkte bilden, die aber im Rahmen dieser Arbeit
nicht bendtigt werden. Bei Hintereinanderschaltung der Pro-

dukte gilt das Assoziativgesetz.

Neben der Produktbildung lassen sich durch die Bildung von
Gradienten aus gegebenen Tensoren wiederum Tensoren ablei-
ten. So ist Va ein Tensor 2.Stufe, dessen Komponenten aj,j
im kartesischen Koordinatensystem die partiellen Ableitungen
von aj nach den raumfesten Koordinaten xj sind. Entsprechend
ergibt Vb einen Tensor 3.Stufe mit den Komponenten bij,r-

Im Zusammenhang mit den Tensoren 3.Stufe wird das folgende

Tensorprodukt eingefiithrt:

Vb + a hat die Komponenten bjj,r * ar und ist ein Tensor

2.Stufe.
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Anhang B

Schreibweise II fiir Tensoren

Zur Formulierung des numerischen Rechenverfahrens ist es
zweckmiBig, die Komponenten von Tensoren in Vektoren oder
Matrizen anzuordnen. Fiir ebene und rotationssymmetrische
Falle gelten dabei die im folgenden aufgefijhrten Regelungen:

Tensoren 1. Stufe werden als Vektoren geschrieben:

T

Geschwindigkeit v = (vy,vy)

T
Volumenkraft by = (by.byz)
Randspannung bt = [byy, by )T

Tensoren 2. Stufe werden als Vektoren geschrieben:

.
{ 011,052 ,0p .03 )

Spannung g =

‘T
Verformungsrate 'd = ( dyy,dy.2dy, dg )
Rotationsrate w o= [ wy)

Gradienten, das sind Tensoren 2.- und 3.Stufe, werden als

Matrizen geschrieben:

Geschwindigkeitsgradient Vi V.2
Vv = ‘
V2o Va2
Spannungsgradient 01141 O11.2
o a
Vo = 224 22.2
Or2.1 O12.2
O334  O33.2
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-
Gradient der Verformungsrate dy,r diyga
d,,, d,,,

vd - 2241 22:2

d12:1 d12u2

Ldasn d33.2

Tensoren 4. Stufe werden als Matrizen geschrieben:

Elastoplast. Stofftensor Hyr  Hpg
H H
H _ 2211 2222
Hizn  Hiz2zz
Hizn  Haszz
Viskoser Stofftensor Gyt Gz
G - Goan Gaozz
Gran Gr222

G3311 G3322

G 1112
G212
Gyor2

G3312

H1133
Hz233
Hiz33

Hi333

Gyas
Go233
Giz3s

G3333

Das Produkt 0 * w - w * 0 ist ein Tensor 2.Stufe mit den

Komponenten 0y * Wy ~ Wiy °* 0Opj. Es wird als Produkt einer

Matrix Q¢ mit dem Vektor w geschrieben, so daB sich als

Ergebnis ein Vektor ergibt. Fiir den ebenen Fall degenerieren

diese zu

2 O42

-2012 '(W12)

Lo
|1€
L]
i<
1a
n
0
ia
ls
]

022~ 0O
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In gleicher Weise ergibt sich

~ -

2dy,
g.w -!V_og_ = Q(_j-'\ﬁ = -2d12 ‘(W12)

dyy - dyy

Auf die so definierten Vektoren und Matrizen k&nnen die
Rechenregeln der Matrizenalgebra angewendet werden. Die fir
den ebenen Fall getroffenen Regelungen lassen sich auf den

dreidimensionalen Fall iibertragen.
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Anhang C

Die Rauminvarianz des elastoplastischen Stoffgesetzes

Im folgenden wird gezeigt, daf der elasto-plastische Anteil
des Stoffgesetzes

Q

e = ﬂg—'
wie er in Abschnitt 4.4.2 abgeleitet wurde, die Transforma-
tionsregel nach Gl. (4.6) erfiillt und somit dem Prinzip der
Rauminvarianz geniigt. Dazu muB die Komponentenschreibweise
benutzt werden. Das elasto-plastische Stoffgesetz lautet
dann in seiner allgemeinen Form

1
8(s)ij = Hijrs * des ter)

Im weiteren wird hiufiger die Orthogonalitdt des in Ab-
schnitt 4.1 erkldrten Transformationstensors g ausgenutzt.
Die Orthogonalititsbedingung nach Gl. (4.2) lautet in Kompo-
nentenschreibweise:
Qri*Qrj; = Qir- qjr = 5U (C2)
Zundchst werden die Variablen des Stoffgesetzes betrachtet.
[¢]

Der Anteil 0 g der Jaumannschen Spannungsrate, der Anteil og
des Cauchy Spannungstensorsl) und die Verformungsrate 4 sind
objektiv. Bei einer starren Bewegung des Koordinatensystems

transformieren sie sich nach Gl. (4.5):

3 )

Ojj = Qri Ocs " Qs

aij = Qpj - Ops* Gy (C3a-c]
aij = Qg dege 9sj

o
1) Die unteren s-Indices bei 0g und og werden im folgenden

weggelassen.
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Die Anteile de, dp und dyx von d transformieren sich eben-
falls nach Gl. (C3c). Weiterhin hat der elasto-plastische
Stofftensor H als Parameter die plastischen Arbeiten Wp und

Wyx. Die materielle Ableitung von W, lautet
Wp = 05 - dipy

Im transformierten Koordinatensystem ist

Wp = Oy - dp)

Unter Bericksichtigung der Transformationsregeln flir ¢ und

Qp nach Gl. (C3b,c), sowie der Orthogonalitit von g nach Gl.

(C2) ergibt sich:
W, = q”-o“-qg'qm‘qquU

Ork - Osi* Ors” dpii

= O doirs

Es ist dann Wp = %p. Die gleiche Uberlegung gilt beziiglich
Wk . Damit behalten auch die plastischen Arbeiten ihren Wert
bei einer starren Bewegung des Koordinatensystems bei und
brauchen bei den folgenden Uberlegungen nicht beriicksichtigt

zu werden.

Im weiteren wird der elasto-plastische Stofftensor H unter-

sucht. Br ist durch Gl. (4.62) gegeben und seine Komponenten

lauten

- Eijk( M { N = Qmn) Emars _ Eijkl Lt (L = Q) Emars (C4)
A+ ( Npg = Qlklpg ) qufu My A+ | [Pq —%)Pq) quf” lty

H

ijrs = Sijrs

Hieraus wird zunichst der Elastizititstensor E betrachtet.
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Es ist

Ejes = 2H-8ir-Bjs + A8y Oes

mit den Lame'schen Konstanten A und . Man kann unter Aus-
nutzung der Orthogonalitit von g leicht zeigen, daB8 folgende

Beziehung gilt:

Eijrs = Qki 9y E iy * Gur * Qus (€3]

Die Gradienten des plastischen Potentials und der Flieffunk-

tionen m, n und 1 hingen nur von der Spannungsrate ab.

mU = mU-(OU-)
n;j nij(O;j)
lij = lij (Oij)

Berilicksichtigt man, daB m, n und 1 jeweils Polynome von ¢
sind (vgl. Gl. (4.40), (4.42), (4.53)), so ergibt sich bei
einer Transformation der Spannungen nach Gl. (C3b) unter

Ausnutzung der Orthogonalitdt von g:

~

myloy) = a5 meslars) - qy;

nij(Oij) = c'ri"ﬁrs(c’rs)"qu (C6a-c)

Qri - (rslors)' ds;j

ilay)

Mit den Gln. (C5) und (C6) 138t sich dann weiter zeigen, daB
bei einer starren Bewegung des Koordinatensystems mit dem

Transformationstensor gq folgendes gilt:

- die Verfestigungsparameter Ax und A, bleiben unver-

dndert,
- die Tensoren o, und oy transformieren sich wie die

Gradienten der Potentiale und der Flieffunktionen:
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Qri * Qples{ Ops ) Qs

G.(p)ij(a,'j )
(C7a,b)

(Xik)ij(aij) = Qi C‘lk)rs(ors)'qu

Die Gl. (C5), (C6) und (C7) werden bendtigt, um festzustel-
len, wie sich die starre Bewegung des Koordinatensystems mit
einer Transformation der Spannungen nach Gl. (C3b) auf den

elasto~plastischen Stofftensor ﬂ(g) auswirkt.

Es werden zunichst die Nenner von H(o) betrachtet (siehe Gl.
(C4)), wobei der Anteil Npq * Epgqtu ‘Mtu herausgegriffen
wird. Da iiber alle Indices summiert wird, konnen sie umbe-
nannt werden. Es gilt mit den Gln. (C5) und (Cé6a, b) unter
Beriicksichtigung der Gl. (C2):

~

Nij (5ij) ' Eijrs “Mesl Ops)

1]

Qpi*MpglOpq) ~ dgj
ki “ 9y Ek(uv' Qur * Qus

* qmr'mmn(omn) * Qns

[}]

6pk ' 6ql ’ ﬁum' 6vn ) npq(opq) ’ Ekluv ) mmn(omn)

r]kl(okl) ' Ekf\uv ' muv(ouv)

Gleiches gilt dann auch fiir die {iibrigen Anteile der Nenner.
Somit bleiben die Nenner des elasto-plastischen Stofftensors

bei einer starren Bewegung des Koordinatensystems unverin-

dert.

Im weiteren werden die Zihler von E(g) betrachtet. Es wird

der Anteil Ejjx1 ‘Mkl * Nmn ‘Emnrg herausgegriffen. Man er-

hilt mit Gl. (C5) und (Céa, b) unter Beriicksichtigung von
Gl. (C2):
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Eijkt'mkl(okl) "Non(Oma ) Epaes

Qpi - qu ’ quuv' Quk * 9wt
Qix * mfw(ofw) CQur qum'nub(oab) * Qpn

Qem” Gén” Ecdef' Ger ~ Qts

Qpi  9qj -

* Byt Oyw Bac” Opg- quuv'mfw(ofw) *NgplOgp) * Ecger -

* Qar " Qfs

(1)

Qpi - 9gqj * quuv' muv(ouv) ' ncd(ocd) : Ecdef * Qer * Qs

Entsprechende Gleichungen gelten auch fiir die anderen Antei-
le der Zihler. Unter Beriicksichtigung der Gl. (C5) ergibt

sich dann insgesamt:
Hijrs = Qi - Q- Hktmn‘ Qmr * 9ns (C8)

Mit den Gln. (C3a, c) und (C8) 1li8t sich dann nachweisen,
daB das elasto-plastische Stoffgesetz gemiB Gl. (4.3) ge-

schrieben in der Form

gm - Hamn dmn = O ‘ (C9Y)

auch die Gleichung
3 ~ !
0”’ - Hijrs ‘ dl‘S = O (C 10 )

erfiillt und somit nach Gl. (4.4) dem Prinzip der Rauminvari-

anz genigt.

Zundichst erhdilt man durch Invertierung der Transformations-
gleichungen (C3a, c¢) fiir die Spannungsrate und die

Ver formungsrate:
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~

o
Qim* Omn* Qin

Q
=
i

~

Qme* drs* Qas

Q
3
5

1

Dies in Gl. (C9) eingesetzt ergibt

~
~

)
Qkm  Omn " Qtn - Hklmn'qmr'drs'Qns = 0
Mit gkji * dkm = Sim und qin * 913 = Spj folgt weiter
o dee = O

Oj = Oki® dy- Hitmn® Qme* Qas * des

Mit der Gl. (C8) ergibt sich hieraus die Gl. (Cl0).
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Anhang D

Differenzenverfahren zur LSsung von Systemen nichtlinearer
gewdhnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung -

lineare Mehrschrittverfahren

D1 Allgemeines

Im folgenden werden die wesentlichen Eigenschaften der line-
aren Mehrschrittverfahren zusammengestellt, soweit sie im
Rahmen dieser Arbeit relevant sind. Genauere Ausfiihrungen

finden sich z.B. bei LAMBERT |49].

Ein System nichtlinearer, gewdhnlicher Differentialgleichun-

gen hat die Form

d

o]

= fla,t) (D1)

Q
P

mit dem Vektor a = g(t) als abhingiger und dem Skalar t als
unabhiangiger Variabler. Es wird vorausgesetzt, daB die Gl.

(D1) bei Vorgabe einer Anfangsbedingung

al0) = a, (D2)

genau eine LOsung besitzt. Es so0ll eine Niherungsldsung fir
die Stelle t5 = s « At, s =1, 2, 3..., At = const., be-
stimmt werden. Hierflir wird ein Ansatz gewdhlt aus einer
linearen Kombination von Werten gi, das sind die Niherungs-
l8sungen in den Stellen ti, und von den Werten fé =

ﬁ(gi, t1l), das sind mit Gl. (D1) Niherungswerte der Ablei-

tungen von a in den Stellen ti,

(D3)

"
(2}

ko . Koo .
S al-a"™ e At S B"_f_”” mit n o+ k
j=0. j=0
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Darin sind aJ und BJ feste Koeffizienten. Gibt man diese
vor, so 148t sich mit Gl. (D3) der Wert aS = aP*k bestimmen,
wenn die Werte éﬁ+j, j < k, aus den vorhergehenden Rechen-
schritten bekannt sind. Die Berechnungsmethode heiBt linea-
res Mehrschrittverfahren der Ordnung k. Ohne Beschriankung
der Allgemeinheit kann man oK = 1 setzen. Die restlichen
Koeffizienten ¢J und 8J miissen so festgelegt werden, daB bei
gegebener Schrittweite At die NMHherungslosung §? mdglichst

gut mit der exakten Losung a(t®S) iibereinstimmt.

In diesem Zusammenhang ist der Begriff Konvergenz von Bedeu-
tung. Ein lineares Mehrschrittverfahren nach Gl. (D3) heiBt
konvergent, wenn mit einer geeigneten Vektornorm II.II fol-

gende Bedingung gilt:

lim g -alts)] = 0 (D&)

At—=0, s o0

Man kann zeigen, dafl eine lineare Mehrschrittmethode genau

dann konvergent ist, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) ﬁaﬁ = 0 (DS)
j=0
k j k j

(2) >ja’ = B (D6)

[

j=0

—-

(3) Die Nullstellen der Gleichung

K
i 1
o g2 g ’ (D7a)
j=0
sind £5, s = l...k. Mit Gl. (D5) ist &, = 1.
Fiir die iibrigen Nullstellen muf gelten
|| <1, s=2...k (D7b)
S

1) €(3) ist € zur Potenz j erhoben. ol und B sind indizierte

Grdfen
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Die Bedingungen (1) und (2), die als Konsistenz bezeichnet
werden, bestimmen die GroBe des Fehlers, der bei einmaliger
Anwendung des linearen Mehrschrittverfahrens entsteht, wih-
rend die Bedingung (3), auch als Nullstabilitdt bezeichnet,

die Fehlerfortpflanzung im Verlauf mehrmaliger Anwendung

bestimmt.

Der Begriff der Konvergenz nach Gl. (D4) ist im strengen
Sinn nur dann relevant, wenn die Schrittweite At gegen Null
geht. Dies trifft bei Anwendungen nicht zu, dort hat die
Schrittweite immer einen endlich groBien Wert. Man kann die
Konvergenz aber als notwendiges Kriterium fiir die Brauchbar-
keit eines linearen Mehrschrittverfahrens benutzen: Verfah-
ren, die nicht konvergent sind, liefern auch bei endlich

groBer Schrittweite keine brauchbaren Niherungsldsungen.

Fiir endlich groBe Schrittweiten sollte eine Fehlerabschit-

zung

o -att)] < R

mit

R = Riat,a’, Bl.s.f) (D8)

vorgenommen werden. In dieser strengen Form ist eine Fehler-
abschitzung bei Systemen nichtlinearer Differentialgleichun-
gen (D1) hiufig nicht durchfilhrbar. Man versucht dann Aus-
sagen dariiber zu treffen, wie sich der Fehler beziliglich
eines Bezugswertes verhdlt, bzw. wie grof der relative
Fehler ist. Man spricht in diesem Zusammenhang von der

numerischen Stabilitit des Verfahrens.

Der Fehler e an der Stelle t = tS lautet

e® = als-At) - af (D9)
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Man kann zeigen, daB nach einer Transformation des Fehler-
vektors auf §S folgender Zusammenhang filir dessen Komponenten
igs gilt:

j~g k (s) i i K q

e = cC, T, - LIt At- AT BT ) (D10)

p=1 q=0

Darin ist der Vektor 1 mit den Komponenten i1 ein MaB Ffiir
den Fehler bei einmaliger Anwendung des Verfahrens. Der Vek-
tor A mit den Komponenten 1A enthilt die Eigenwerte der
Matrix J = 85/33, das ist der Gradient des Vektors f beziig-
lich des Vektors a. Die Werte Cp sind konstante Koeffizien-
ten, die von den Anfangsbedingungen nach Gl. (D2) abhingen,
und die Werte rp sind die Nullstellen des sogenannten Stabi-

litdtspolynoms ™

. K . . . .
Tir, At'N) = (al-at-A-pl) - ¢t (D)
j=0
Die L&sung (D10) gilt fiir den Fall, daB die Nullstellen
Tp von ™ alle voneinander verschieden sind. Bei mehrfachen

Nullstellen erhdlt man leicht modifizierte Ldsungen.

Es zeigt sich, daB der mit Gl. (D10) bestimmte Fehler des
linearen Mehrschrittverfahrens aus zweil Anteilen besteht.
Dabei ist der zweite Anteil konstant, wihrend sich der erste
Anteil bei fortlaufender Anwendung des Verfahrens, d.h. mit
wachsendem s, verdndert. Somit ist die Fehlerentwicklung
durch die Nullstellen des Stabilitdtspolynoms bestimmt, die
bei fortlaufender Anwendung potenziert werden. Im glinstig-

sten Fall ist [rp] < 1, so daB der Fehler abnimmt.

D2 Einschrittverfahren

Flir das im Rahmen dieser Arbeit behandelte Problem soll ein

einfacher Sonderfall der linearen Mehrschrittverfahren ange-



- 166 -

wendet werden. Dies sind die Einschrittverfahren, die sich

aus Gl. (D3) ergeben, indem man k = 1 setzt:

ao‘gn . a1'gn+1 - At'(Bo‘in . B1‘.f—no1) (DlZ)
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man ol = 1 setzen.
Aus Gl. (D12) ergibt sich nach Anwendung der Konvergenzbe-
dingungen Gl. (D5) und (D6) mit 0 < B = Bl < 1:

g_nH:g_n‘*At'[("‘B)'in"’B'in”] (013)
Die’ 3. Konvergenzbedingung ist bei Einschrittverfahren nicht
relevant, da das 1. charakteristische Polynom nur eine Null-
stelle hat. Finschrittverfahren mit B = 0 heifBen explizit,
andernfalls implizit. Implizite Verfahren ergeben wegen

fn+l = g(gﬁ+l, £n+l) i, a. nichtlineare Gleichungen (D13).

Mit den durch die Konvergenzbedingungen bestimmten Koeffizi-
enten oJ und BJ lautet das Stabilititspolynom nach Gl. (D11)

fir Einschrittverfahren:
o= [-1-At-"A-(1-B)] + [1-At-'AB1-r
Die einzige Nullstelle ist

1 e AtIN(1-B) (D14)
1-At-'\-B

I‘1=

Numerische Stabilitdt, d. h. keine Fehlerakkumulierung bei
fortlaufender Anwendung des Einschrittverfahrens, ist gege-
ben fiir |r;] < 1. Im weiteren wird vorausgesetzt, daB 1A < 0
ist. Unter welchen Bedingungen diese Voraussetzung erfiillt
ist, wird im Abschnitt D3 erliutert. Damit gilt fiir den
Zéhler der Nullstelle r;:

1+ At-IA-(1-B) = 1
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und fiir den Nenner
1o AtA-B =

Die Bedingung |[r;] < 1 ist fiir beliebige At - 1A erfiillt,
wenn B > 0,5 ist. Solche Verfahren sind uneingeschrinkt sta-
bil, da bei beliebiger Schrittweite At bei fortlaufender An-
wendung keine Fehlerakkumulierung stattfindet.

Fir 8 < 0,5 ist [r;] € 1, wenn
At > -27101-28)

Solche Verfahren sind bedingt stabil, da zur Vermeidung der
Fehlerakkumulierung eine von i) abhiangige Begrenzung der
Schrittweite At erforderlich ist. EBs bleibt noch zu erwih-
nen, daB die numerische Stabilitdt nur ein notwendiges, aber
kein hinreichendes Kriterium fiir die Brauchbarkeit eines

linearen Ein- oder Mehrschrittverfahrens ist.
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D3 - Betrachtung der Eigenwerte

Nach Abschnitt 5.2.1 hat der Vektor f bei dem im Rahmen die-
ser Arbeit behandelten Problem folgende Form:
f = MMp-k -Mg-a)-

Darin ist M die Massenmatrix, ) der Lastvektor, k der Vektor
der inneren Knotenkrifte und My die konvektive Massenmatrix.

Damit erhidlt man

An dieser Stelle sind weitere Aussagen nur unter folgenden

Voraussetzungen mdglich:

- Nichtkonservative Lasten werden vernachldssigt: damit

entfillt 3p/da.

- Geometrische Nichtlinearitidten werden vernachlidssigt:
damit entfallen die konvektiven Massenanteile und die
geometrischen Nichtlinearitdten in den inneren Knoten-

kra ften.

- Die verbleibenden "physikalischen Anteile", zusammenge-
faBt in der tangentialen Steifigkeitsmatrix K = 85/82
sind symmetrisch und positiv definit.

Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich zunichst
4= -MhK

" mit der Eigenwertgleichung

(-£f1'5 - A1) .é = 0
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bzw.

[(K-(-A)'M]-a = 0 (D15)

Gl. (D15) ist ein verallgemeinertes Eigenwertproblem. Wie

z. B. bei ZURMUHL [ 50|, Abschnitt 15.5, gezeigt wird, sind
die Eigenwerte (-A1) bei symmetrischer, positiv definiter
Steifigkeitsmatrix K und Massenmatrix M alle reell und posi-

tiv. Dann sind die Eigenwerte Al der Matrix J alle reell und

negativ.

Es zeigt sich, daB eine allgemeine Aussage iiber das Vor-
zeichen der Eigenwerte iA der Funktionalmatrix J nur unter
einschrinkenden Bedingungen mdglich ist, die i.a. nur bei
linearen Problemen gegeben sind. Dies schlieft nicht aus,
daB auch bei nichtlinearen Problemen im Finzelfall 1A < 0
ist. In diesem Sinne kdnnen die im Abschnitt D2 angegebenen
Stabilitdtskriterien nur als notwendige, und nicht als hin-
reichende Bedingungen fiir die Fehlerakkumulierung bei fort-
laufender Anwendung der Einschrittverfahren angesehen wer-

den.
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Bezeichnungen

Sofern nicht ausdriicklich andere Bedeutungen in den einzel-

nen Abschnitten eingefiihrt worden sind, gelten die folgenden

Bezeichnungen:

Ap, By Ver festigungsparameter des plastischen
Verformungsanteils

B Matrix mit partiellen Ableitungen der
Formfunktionen

c Viskositdtsmatrix

b Behdlterbreite

E Elastizititstensor

G Tensor des geschwindigkeitsabhingigen
Stoffverhaltens

H Tensor des elasto—plastfschen Stoffver-
haltens

I, 11, IIT Invarianten des Cauchy Spannungstensors o

Ig, IIg, IIIg Invarianten des Spannungstensors 0g

Ig, IIg, IIIg Invarianten der Verformungsrate d

J Funktionalmatrix

Ko tangentiale Steifigkeitsmatrix

M Massenmatrix

My konvektive Massenmatrix

N Matrix der Formfunktionen

R Radius

S Ober fliache, Querschnitt

U Umfang

A% Volumen

Wp, W plastische Arbeiten



Ej

I =
o]

|~
Z

Qo o 3 -
e | 2=

I

- 171 -

Vektor der Knotengeschwindigkeiten
Randspannungen

Volumenkréd fte

Cauchy-Green Verformungstensor
Verformungsrate

objektive Verformungsbeschleunigung

materielle Ableitungen der rechten
Streckungstensoren

elastischer Anteil der Verformungsrate

plastisch-expansiver Anteil der Verformungs-—
rate

plastisch-kontraktiver Anteil der Verformungs-
rate

Rivlin—-Ericksen Tensoren

FlieBfunktionen

plastisches Potential
Verfestigungsfunktionen

Vektor der inneren Knotenkrifte

Vektor der inneren Knotenkridfte aus geome-
trischer Nichtlinearitit

Gradient der FlieBfunktion fi

Gradient des plastischen Potentials fp
‘Gradient der FlieBfunktion g

Vektor der Lastknotenkrifte

Vektor der Lastknotenkridfte aus Randspannungen
Transformationstensor einer Starrkidrperbewegung

Rotationstensor
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Funktion des Stoffgesetzes

Zeit

rechter Streckungstensor

Geschwindigkeit

Rotationsrate

Koordinaten eines raumfesten Punktes
Koordinaten eines kO&rperfesten Punktes
Spannungen aus geometrischer Nichtlinearitit

Kopplungstensoren des elasto-plastischen
Stoffverhaltens

spez. Gewicht des Fiillgutes
Kronecker Symbol
ortliche Ableitung der Spannung nach der Zeit

Winkel der Reibung zwischen Schiittgut und
Behilterwand

Trichterneigungen

Betrige der plastischen Verformungen
Viskositdtszahl

spezifische Masse des Fiillgutes

Cauchy Spannungstensor

Jaumannsche Spannungsrate

elasto-plastischer Anteil der Cauchy Spannung

geschwindigkeitsabhingiger Anteil der Cauchy
Spannung

Jaumannsche Spannungsrate von 04

Jaumannsche Spannungsrate von oy
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01, %2, O3 Hauptspannungen

Oxer yr Txy Spannungskomponenten im ebenen Fall

Owr Tw Randspannungskomponenten, normal und
tangential zum Rand

P Winkel der inneren Reibung des Schiittgutes

v Vektor eines Residuums

w Volumenverteilungsfunktion

(+) materielle Ableitung von () nach der Zeit t

d() /9t drtliche Ableitung von () nach der Zeit t

( )i partielle Ableitung von () nach der rdumli-
chen Koordinate xj

3()/3y; partielle Ableitung von () nach der k&Srper-
festen Koordinate yj

()T Transponierte eines Vektors, einer Matrix
oder eines Tensors 2.Stufe ()

() Variation eines Vektors ()

tr( ) Spur eines Tensors 2.Stufe ()

det( ) Determinante eines Tensors 2.Stufe ()

V() Gradient von () mit den Komponenten (), j

() Matrix einer Linearkombination der Komponen-
ten von ()

1 Einheitstensor mit der Komponenten Gii

Anmerkung zur Vorzeichenkonvention:

Bei der Darstellung der Grundlagen und der Ableitung des Rechen-
verfahrens in den Abschnitten 3 - 5 wird fiir die Spannung die in
der Kontinuumsmechanik gebriuchliche Vorzeichenkonvention (Zug
positiv, Druck negativ) benutzt. Bei der Darstellung und Diskus-
sion der Ergebnisse in den Abschnitten 6, 7 wird die Vorzeichen-
konvention der Siloliteraur (Zug negativ, Druck positiv) benutzt.
Eine entsprechende Regelung gilt fiir die Verformungsrate.
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