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1 Problem stellung

Nacb wie vor bestehen keine Theorien, die das m echanische 

Verhalten granularer Schiittgiiter in Si lobelia Item  wahrend 

des Entleerens wi rklichkeitsnah beschreiben konnen.

Bisberige experim entelle und theoretische Untersuchungen 

weisen darauf bin, daft m it Beginn des Entleerens Spannungs- 

spitzen an den Bebalterwanden auftreten, die ein Vielfacbes 

der Spannungen im  Fiillzustand betragen konnen. Dabei geben 

die Angaben iiber die GroSe, den Ort und die Dauer des Auf- 

tretens weit auseinander. Sowobl bei experim entellen Unter- 

sucbungen als aucb bei tbeoretiscben Ansatzen ergibt sicb 

bei gleicben Beba Item  und Fiillgiitem , je nacb M eSm etbode 

bzw. nacb getroffenen Annabm en und Voraussetzungen, eine 

groBe Bandbreite der Ergebnisse. M angels fundierter Kennt- 

nisse werden Spannungsspitzen an den W anden bei der Bem es- 

sung von Si lobeba Item  bisber kaum  beriicksi cbti.gt und si nd 

verm utlicb m itverantwortlicb fiir die relativ groBe Zabl von 

Scbaden.

Im  Rabm en dieser Arbeit soli ein wirklicbkeitsnabes Verfab- 

ren entwickelt werden, das die naberungsweise Berecbnung der 

Spannungs verba ltnisse in ei nem Scbtittgut in Si lobeba Item  

wahrend des Entleerens gestattet.

Zunachst werden in Ahscbni.tt 2 vorliegende Theorien und Re- 

cbenverfabren dargestellt. In Abscbnitt 3 werden vorliegende 

Stoffgesetze fur granulare Scbuttguter beschrieben. In Ab- 

schnitt 4 werden zuerst allgem eingiilti ge Bedingungen fiir 

Stoffgesetze form uliert, dann wi rd in Anlebnung an ein be- 

stehendes Stoffgesetz ein solcbes fiir ein scbnell flieBendes 

granulares Schiittgut abgeleitet. Der vollstandige Satz von 

Stoffgesetz, Gleicbgewicbtsbedingungen und kinem atischen 

Gleicbungen wird in Abscbni tt 5 aufgestellt. Dann wi rd ein
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num erisches Verfahren zur Losung des Gleichungssatze.s abge- 

leitet. In Abschni.tt 6 werden die Ergebnisse des Losungsver- 

fahrens dargestellt. Schliefilich werden diese in Abschnitt 7 

den Ergebnissen anderer Rechenverfahren und experim enteller 

Untersuchungen gegeniibergestellt.
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2 Diskussion vorliegender Theorlen

Die erste und bisher alien Lastannahm en zugrundeliegende 

Theorie liber die Spannungsverhaltnisse in Silos stam m t von 

JANSSEN [ 1J . Sie baut auf einer Reihe von Annahm en und Ver- 

einfachungen auf und gilt fur zylindrische Silos m it ebenem  

Boden. Es zeigt sich, daB fiir den Fiillzustand die hiernach 

erm ittelten Horizontaldriicke auf den Behalter annahernd m it 

em pirischen Beobachtungen iibereinst im m en. Dies gilt nicht 

fiir das Entleeren. Die prinzipielle Vorgehensweise von 

JANSSEN wurde in einer Vielzahl von Arbeiten aufgenom m en m it 

dem  Ziel, dessen weitgehende Vereinfachungen zu um gehen und 

i nsbesondere Aussagen liber di e Spannungsverha ltni sse in Aus- 

lauftrichtern zu gewinnen. Eine Zusam m enstellung und Diskus- 
sion dieser Arbeiten findet sich bei M OTZKUS [ 2j . Er kom m t 

zu dem  Ergebnis, daB, m it Ausnahm e derjenigen von W ALKER [3j , 

alle bis dahin entwickelten theoretischen Ansatze zur Berech- 

nung der Drlicke auf Trichter und Boden wenig geeignet sind.

Haufig wurde versucht, die Janssen-Gleichungen und ahnliche 

fiir das Entleeren anzuwenden. Hi er fiir wurden die Param eter 

des Rechenverfahrens so bestim m t, daB die berechneten m it 

em pirisch erm ittelten Entleerungsdrlicken iibereinstim m en. Das 

Verfahren erscheint unbefriedigend. Insbesondere ist frag- 

wlirdig, ob dam it Aussagen liber nicht gem essene Vorgange 

gestattet sind.

Erste ijberlegungen liber ein physikali sch fundi ertes Verfah

ren zur Berechn'ung von Entleerungsdrlicken stam m en von JENIKE  

et. al. [ 4J , [ 5J , [ 6J . JENIKE stellt zunachst eine qualitati
ve Betrachtung liber die Spannungsverha ltni sse im  Schlittgut 

wahrend des Flillens und des Entleerens an. Im  Fiillzustand 

wird das Schlittgut i n vertikaler Ri chtung zusam m engedrlickt. 

Horizontal tritt im  Trichter ebenfalls eine Zusam m endrlickung 

auf, wahrend im  zylindrischen Teil horizontal keine Verfor- 

m ung auftritt. Es entwickelt sich ein aktiver Spannungs-
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zustand, d.h. die groBere Spannung tritt in vertikaler Rich- 

tung auf. Dies ist im  zylindrischen Teil ein aktiv-plasti- 

scher Zustand, dagegen im  Trichter infolge der zweiseitigen 

Zusam m endriickung ein aktiv-elastischer Zustand. Die Richtun- 

gen der groBeren Hauptspannung und die Randspannungen sind 

schem atise!! in Bild 2.1a dargestellt.

%

tw

5T

(b) °w(a)

ow Pn
(0

Bild 2.1: Spannungsverhaltnisse im  Schiittgut nach JENIKE [ 5j
(a) aktiver Zustand (Fiillen)

(b) passiver Zustand (Entleeren)

(c) "Switch"

Die geringfiigige Neigung der Hauptspannung gegen die Vertikale 

resultiert aus den Rei.bungskraften zwischen Behalterwand und 

Schiittgut. Urn Gleichgewi cht zu erreichen, m uB das Schiittgutge- 

wicht durch die vertikale Kom ponente der Resultierenden aus 

den Randspannungen aw und tw  getragen werden. W ahrend des Ent- 

leerens stellen sich andere Spannungsverha ltnisse ein. Bei. 

einem  M assenfluB, d.h. das gesam te Schiittgut ist in Bewegung, 

wird sich das absinkende Schiittgut im  Trichter vertikal aus- 

dehnen und wegen der Querschnittsverengung horizontal zusam m en- 

driicken. Dem entsprechend stellt sich dort ein passiv-plastischer
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Spannungszustand ein, d.h. die groBere Spannung tritt in 

hori.zontaler Richtung auf. Dies kann sich in den zylindri- 

schen Teil fortsetzen. Die dann auftretenden Richtungen der 

groBeren Hauptspannung und die Randspannungen sind in 

Bild 2.1b dargestellt. Bei Vernachlassigung von Tragheits- 

kraften m iissen die vertikalen Kom ponenten der Randspan

nungen wieder das Schiittgut tragen. JENIKE kom m t dann bei 

quantitativen Uberlegungen zu folgenden Ergebnissen:

Bei Annahm e der Janssen-Gleicbungen fUr den zylindri- 

schen Behalterteil sind die Randspannungen dort wahrend 

des Entleerens im  passiv-plastischen Zustand groBer als 

wahrend des Fullens im  aktiv-plastischen Zustand.

Bei Annahm e eines radialen Spannungsfeldes (vgl. Bild 

2.2) fur den Trichter sind dort die Randspannungen wah

rend des Entleerens m it einem  passiv-plastischen Zustand 

klei.ner als wahrend des Fullens m it einem  elastischen 

Zustand.

(0)

Bild 2.2: Radi ales Spannungsfeld

Zur Erfiillung der Spannungsiibergangsbedingungen m uB zwischen 

Trichter und zylindrischem  Teil ein ortlich begrenztes 

Storspannungsfeld angenom m en werden.
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Der tibergang vom  aktiven in den passiven Spannungszustand 

findet nicht gleichzeitig im  gesam ten Silo statt, sondern 

wi.rd sich zunachst unm ittelbar iiber der AuslaBoffnung ein- 

stellen und dann nach oben fortpflanzen. Dies ist schem a- 

tisch in Bild 2.1c dargestellt. Unterhalb der Hohe y befin- 

det sich das Schiittgut im  passiven Zustand, das gepunktete 

Gebiet kennzeichnet einen Ubergangsbereich, im  Rest herrscht 
der akti.ve Spannungszustand. Es zeigt sich, daB die sich aus 

der Kom bination von passivem  und aktivem  Zustand ergebenden 

Randspannungen nicht ausreichen, das Schiittgutgewicht zu 

tragen. Die fehlende Kraft entspricht der resultierenden 

Differenz zwischen passiven und aktiven Randspannungen, die 

in Bild 2.1c durch die schraffierte Flache bis zur Hohe y 

bezeichnet ist.

JENIKE setzt diese Differenz als Einzellast m it den Kom po- 

nenten P ĵ und Pq an der Behalterwand in der Hohe y an. Sie 

laBt sich bei. bekannten Randspannungsverlaufen in Abhangig- 

keit von y berechnen. JENIKE bezeichnet den Vorgang als 

"Switch". Er gibt weiter an, daB sich die konzentrierte Last 

unter bestim m ten Bedingungen, die hier nicht naher erlautert 

werden sollen, nicht in den zylindrischen Tei.1 fortpflanzt, 

sondern sich in der Ecke zum Trichter festsetzt. W andelt m an 

die Einzellast in eine dreieckform ige Streckenlast urn - 

JENIKE gibt als Verteilungsbreite den 0,3-fachen Silodurch- 

m esser an - so ergibt sich nach sei.nem  Berechnungsverfahren 

ein typischer Randspannungsverlauf, wie in Bild 2.3 gezeigt. 

Zum  Vergleich sind die in dem gleichen Fall gem essenen W erte 

eingetragen.

Eine weitere Theorie zur Spannungsberechnung fur Fullen und 

Entleeren stam m t von W ALTERS [7j, [ 8] . Er geht ahnlich wie 

JANSSEN vor, bleibt aber im  Gegensatz zu JANSSEN in sich 

widerspruchsfrei und erhalt auch eine Losung fiir die Span- 

nungen im  Trichter. Zunachst wi rd die Gleichgewichtsbedin- 

gung an ei.ner horizontalen Scheibe des Schiittguts aufge- 
stellt (vgl. Bild 2.4b).
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0.95 ft

T T Ow [psF]200 400 600

O Fullgut Sand mit ^ = 30°CO

CO • gemessene max. Spannungen 

— berechnete Spannungen
CN

3: Randspannungen fur das Entleeren nach JENIKE [ 6jBild 2.

0yX X = tanvp • 0 y'
s__L •w.A dy'-X = tarTT] • 0
S-dS t 
\ 9y + d5y
\ by'

\ \y

Ip

B
Xw

0
o2ow

5^+ s'dy‘ Qy+ s'lXw * 0w'tan d) = p' 9

(a) (b)

Bild 2.4: Spannungsverhaltnisse im  Schvittgut nach W ALTERS [ 8J

(a) Grenzbedingungen des Spannungszustandes

(b) Gleichgewicht an der Schiittgutscheibe

Die Annahm e, daB die Vertikalspannung ay iiber den Quer- 
schnitt konstant ist, entfallt bei W ALTERS. Er setzt den 

m ittleren W ert ay an und trifft folgende Voraussetzungen:

Der Spannungszustand erfiillt an jeder Stelle die M ohr- 

Coulom b'sche Grenzbedingung, dargestellt in Bild 2.4a, 

Linie A, m it einera i nneren Reibungswinkel .
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Ausgehend von der Sym m etrieachse nehm en die Schubspan- 

nungen zum Rand hin linear zu.

Am Rand erfiillt der Spannungszustand die Bedingung

Tw = tan t] • ow

m it n als W andreibungswinkel (vgl. BiId 2.4a, Linie B).

Die Horizontalspannung ox ist in der horizontalen Ebene 

konstant.

Unter diesen Voraussetzungen kann zunachst die Vertikalspan- 

nung an der W and (a y)w iiber einen sogenannten Verteilungs- 

faktor C, der eine Funktion der Reibungswinkel ip , n und der 

Trichterneigung d ist, in Abhangigkeit von der m ittleren 

Vertikalspannung ay bestim m t werden:

(oy )w = C  � oy.

W eiterhi.n ergeben sich die auf die W and bezogene Norm alspan- 

nung aw und Schubspannung tw  aus (ay)w durch

Tw + ow � tan �& = (E ♦ tan d) • (oy )w

Darin ist E eine Funktion von tp, n und d. Die Glei chgewi chts- 

bedingungen (vgl. Bild 2.4b) ergeben dam it eine Differential- 

gleichung, die als abhangige GroBe nur noch ay enthalt. Sie 

hat zwei Losungen, eine fur den Fall der vertikalen Orientie- 

rung der grofieren Hauptspannung (= aktiver Zustand), die ande- 

re ftir den Fall der horizontalen Orientierung (= passiver 

Zustand). Das Verfahren liefert als Sonderfall auch eine 

Losung fiir den zylindrischen Teil, hierfiir wird der W inkel 

der Trichterneigung �& = 0 gesetzt.
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Zur Berechnung der Spannungen wahrend des Entleerens trifft 

W ALTERS weitere Annahm en:

Die Einfliisse aus der M assentragheit des Schiittguts kon- 

nen vernachlassigt werden.

Im zylindrischen Behalterteil herrscht ein aktiver 

Spannungszustand.

Im  Trichter herrscht ein passiver Spannungszustand.

Unter diesen Voraussetzungen ergeben sich typische Span- 

nungsverlaufe, wie sie in Bild 2.5 gezeigt sind.

h. 0w|

(b)(a)

Bild 2.5: Spannungen fur das Entleeren nach W ALTERS

(a) m ittlere Vertikalspannung a
(b) Randnorm alspannung aw

y

Die hohe Spannungsspitze im  Eckbereich ergibt sich aus der 

Forderung, daI3 die Losungen Oy der Gleichgewichtsbedingung 

flir den zylindrischen Teil und den Trichter an der tiber- 

gangsstelle ubereinstim m en m iissen. Die Annahm e des passiven 

Zustands im  Trichter, d.h. die groBere Spannung wirkt hori

zontal, fiihrt dann zu dem  hohen W ert der Randspannung.
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Ein weiterer Vorschlag zur Berechnung der Spannungen wahrend 

des Entleerens stam m t von ENSTADT [ 9J . Hierbei wird wieder 

angenom raen, daB das Schuttgut iiberall die M ohr-Coulom b1 sche 

Grenzbedingung erfullt, wobei es sich im  zylindrischen Be- 

halterteil im  aktiven und im  Trichter im  passiven Spannungs- 

zustand befindet. Die Spannungen im  zylindrischen Teil wer- 

den nach JANSSEN bestim m t. Dabei ergibt sich das Verhaltnis 

K zwischen der Horizontal- und der Vertikalspannung an der 

Behalterwand aus der Forderung, daB sowohl die M ohr-Coulom b' 

sche Bedingung, als auch die Krafterandbedingung 

tw  = tan ri • aw erfullt werden. Das Gleichgewicht des 

Schuttguts im  Trichter wird nicht, wie sonst liblich, an ebe- 

nen horizontalen Scheiben bestim m t, sondern an kreisform igen 

Ausschni.tten. Solche Ausschnitte zeigt Bild 2.6.

aktiver Spannungszustand

passiver Spannungszustand

o2

0i

Bild 2.6: Hauptspannungstrajektorien im  Schuttgut 

nach ENSTADT

Es werden dann folgende Annahm en getroffen:

Die groBere Hauptspannung ai ist im  Trichter tangential 

zu einem  Kreis gerichtet, dem entsprechend die kleinere 

Hauptspannung ai norm al zum  Kreis.
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Die hydrostatische Spannung a = 0,5 (aj + a2 ) ist ent- 
lang eines Kreises konstant.

M it den Bedingungen, dafl das Schiittgut an der Trichterwand 

die M ohr-Coulom b'sche Bedingung und die Krafterandbedingung 

tw  = tan n • aw erfiillt, laBt sich der Neigungswi.nkel g der 

Hauptspannung zur W and bestim m en. M it den oben getroffe- 

nen Annahm en liegt dann die Geom etrie der Kreisausschnitte 

fest und m an kann an ihnen eine Gleichgewichtsbetrachtung 

durchfiihren. Dies fiihrt auf eine Differenti algleichung fur 

die hydrostatische Spannung 0 in Abhangigkei.t von R, dem  

Abstand der Trichterspitze zum Schnittpunkt eines Kreises 

m it der W and (vgl. Bild 2.6). Aus der Losung ergeben sich 

durch eine Um rechnung auch die Hauptspannungen und Randspan- 

nungen.

Das Verfahren nach ENSTADT zeigt folgende Unstim m igkeit: Aus 

Gleichgewichtsgriinden m iissen Losungen fiir 0 im  zylindrischen 

Teil, das sei a <%, und im  Trichter, das sei 0 rp, in irgendei- 
ner Flache des Ubergangsbereichs ein bestim m tes, festes Ver- 

haltnis zueinander annehm en. Dies kann weder die Horizontale 

sein, in der a 2 konstant ist, noch der Zylinderm antel (fiir 

keilform ige Trichter) Oder der Kugelausschnitt (fiir kegel- 

form ige Trichter), in dem  oip konstant ist. Eine solche Fla

che laBt sich i.a. nicht finden, so daf3 die Gleichgewichts- 

bedi.ngungen im  Ubergangsbereich verletzt sind.

M it dem  Verfahren von ENSTADT ergeben sich qualitativ glei- 

che Verlaufe der Randspannungen wie bei W ALTERS (vgl. Bild 

2.5b). Vergleichende Rechnungen an konkreten Fallen zeigen 

aber erhebliche quantitative Unterschiede. In Abschnitt 7.1 

ist an einem  Beispiel eine Vergleichsrechnung m it den Ver

fahren von JENIKE, W ALTERS und ENSTADT durchgefiihrt und den 

Ergebnissen des num erischen Losungsverfahrens, wie es im  

folgenden entwickelt wird, gegeniibergestellt.
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Die hier dargestellten Verfahren haben den Vorteil der m a- 

them atischen Einfachheit. Dies zu erreichen, wurde aber eine 

Reibe von .Annahm en getroffen, deren Gultigkeit fragwiirdig 

ist:

Die Annahm e, da/3 de'r Spannungszustand im  Schuttgut an 

jeder Stelle zu jeder Zeit die M ohr-Coulom b'sche Grenz- 

bedingung erfullt, trifft in dieser strengen Form  nicht 

zu.

W eitere Annahm en hinsichtlich des Spannungszustandes 

(JENIKE: radiales Spannungsfeld, W ALTERS: Horizontal- 

spannungen konstant, ENSTADT: Hauptspannungen norm al und 

tangential zu Kreisen m it konstanten hydrostatischen 

Spannungen) sind offensichtlich weniger unter physikali- 

schen Gesichtspunkten als unter dem Zwang zur Losbarkeit 

getroffen worden.

Die Aufteilung des Schiittgutes in Bereiche m it aktivem  

Oder passi.vem  Spannungszustand ist insofern willkurlich, 

als es hierflir kein objektives Kriterium  gibt.

W ie gezeigt, lassen sich m it di.esen Annahm en Verfahren ent- 

wickeln, in denen das Stoffverhalten des Schiittguts weitge- 

hend unberiicksichtigt bleibt. Dies schafft wesentliche Ver- 

einfachungen und die Voraussetzungen zur Anwendung analyti- 

scher Rechenm ethoden. Andererseits bleibt zu fragen, ob bei 

der Vernachlassigung des Stoffverhaltens nicht wesentliche ' 

Aspekte der physikalischen Vorgange verlorengehen. Die Al

ternative zu den oben dargestellten Vorgehensweisen besteht 

darin, statt m ehr Oder weniger fragwiirdiger Spannungshypo- 

thesen ein physikalisch sinnvolles Stoffgesetz zu verwenden. 

Der Realisierung stehen folgende Schwierigkeiten entgegen:
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Das Stoffverhalten granularer Schiittgiiter 1st sehr kom - 

plex, Stoffgesetze sind entsprechend aufwendlg und bis- 

her nur eingeschrankt giiltig.

Gleichgewichtsbedingungen, Stoffgesetz und kinem atische 

Gleichungen liefern i.a. ein System  nichtlinearer par- 

tieller Differentialgleichungen, das sind die Feldglei- 

chungen, die nicht analytisch gelost werden konnen. Es 

ist die Anwendung num erischer Verfahren erforderlich.

Unter diesen Bedingungen wurde von LANDAHL [ 13J auf der Ba

sis der M ethode der Finiten Elem ente ein num erisches Rechen- 

verfahren zur Losung von Siloproblem en entwickelt. LANDAHL 

untersucht zunachst eine Reihe von Stoffgesetzen fur koha- 

sionslose granulare Stoffe, die von der Bodenm echanik fur 

die Anwendung im  Grundbau entwickelt worden sind, hinsicht- 

lich ihrer Anwendbarkeit auf Schiittguter. Er zeigt, daB ins- 
besondere das von LADE [14J vorgeschlagene Stoffgesetz gute 

Ergebnisse liefert und berechnet dam it Verform ungen und 

Spannungen in Silos im  Fullzustand und zu Beginn des Ent- 

leerens. Da vorausgesetzt wird, daB die Verform ungen klein 

sind und langsam  ablaufen, ist die Berechnung des Entleerens 

nur beschrankt m oglich. Im Rahm en dieser Arbeit soil m it 

dem selben Ansatz ein erweitertes num erisches Verfahren zur 

Berechnung von FlieBgeschwindigkeiten und Spannungen beim  

Entleeren abgeleitet werden. Dies schlieBt ein:

Die Zulassigkeit groBer Verform ungen des Schiittguts.

Die Berucksichtigung groBer Verform ungsgeschwindigkeiten 

des Schiittguts.

Die Beriicksi chtigung der M assentraghei t des Schiittguts.
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Die Zusam m enhange sind sehr kom plex und toeruhren neben der 

eigentlichen Silothem atik Gebiete wie die nichtlineare Kon- 

tinuum sm echanik und die num erische M athem atik. Die dabei 

entstehenden Problem e lassen sich im  Rahm en der hier gebote- 

nen Beschrankung noch nicht vollstandig und optim al losen.

Esgeht zunachst darum , einen in dieser Art (soweit dem  Ver- 

fasser bekannt) ersten Losungsweg fur den angesprochenen 

Problem kreis aufzuzeigen.
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3 Diskussion vorliegender Stoffgesetze fur granulare 

Schuttguter_____________________________________________

Im  Bereich des Grundbaus treten Stoffe auf, die in ihrer 

Struktur den Schuttgutern in Silos vergleichbar sind. Hier- 

fur wurden im  Rahm en der Bodenm echanik unter Verwendung der 

Plastizi.tatstheorie Stoffgesetze abgeleitet. Eine Zusam m en- 

stellung findet m an u.a. bei GUDEHUS [15j und speziell unter 

dem  Gesichtspunkt der Siloproblem atik bei LANDAHL [ 13J . Auf 

eine Darstellung dieser Stoffgesetze wird bier verzichtet.

Es sei zunachst nur festgestellt, dafi deren Anwendungsbe- 

reich i.a. auf kleine und langsam e Verform ungen beschrankt 

ist. Erfahrungsgem afl treten aber beim  Entleeren von Silos 

groBe FlieBgeschwindigkeiten des Schuttguts auf. Es wird 

som it ein Stoffgesetz benotigt, das den Fall groBer Verfor

m ungen und FlieBgeschwindigkeiten einschlieBt.

Friihe Untersuchungen iiber das Verhalten schnell flieBender 

granularer Stoffe stam m en von BAGNOLD [16J . Er geht von 

Dispersionen granularer M odellm aterialien in Newtonschen 

Flussigkeiten aus. Dies ist insofern auf granulare Schiittgu- 

ter iibertragbar, als das um gebende M edium  Luft als Newton- 

sche Flussigkeit betrachtet werden kann. Das M odellm aterial 

besteht aus Kugeln m it einem  konstanten Durchm esser d. Be- 

zeichnet s den Durchschnittswert des Abstandes der Kugeln, 

so ist durch

X = d / s

ein M aB fur die Konzentration des M odellm aterials gegeben, 

wobei hohe W erte X eine hohe Konzentration bezeichnen. BAG

NOLD unterwirft Dispersionen verschiedener Konzentration 

einer ebenen, raum lich und zeitlich konstanten Schubverfor- 

m ungsrate y und leitet theoretisch und experim entell im
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Bereich A > 1 fur hinreichend groBe W erte y folgende Zusara- 
m enhange ab:

0 = ĉ X2- y2

x = c2o

Darin bezeichnet a die Norm alspannung, t die Schubspannung 

und C]̂ , C2 m aterialabhangige Konstante. An den Gleichungen 

zeigt sich:

Das Stoffverhalten ist von der Verform ungsgeschwindig- 

keit abhangig.

Die Geschwindigkeitsabhangigkeit nim m t m at wachsender 

Konzentration des granularen M aterials zu. M an beachte, 

daB der W ert A, um uberhaupt eine relative Bewegung ein- 

zelner Partikel zu erm oglichen, einen oberen Grenzwert 

hat.

Die Geschwindigkeitsabhangigkeit ist nichtlinear.

Im  Gegensatz zu Newtonschen Flussigkeiten besteht ein 

Zusam m enhang zwischen Schubverform ungsrate und der Nor- 

m alspannung. ,

Die Ergebnisse von BAGNOLD geben einen qualitativen Einblick 

in das Verhalten eines granularen M aterials, sind aber fiir' 

die quantitative Behandlung vieler Problem e ungeeignet:

Sie erfassen nur den Bereich hinreichend groBer Verfor- 

m ungsraten.

Sie gelten nur fur den eindim ensionalen Fall.

Die W erte der Stoffkonstanten bleiben offen.
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W ie gerade festgestellt, hat die Konzentration des granu- 

laren M aterials bzw. der Feststoffanteil am Gesam tvolum en 

einen wesentlichen Einflu/B auf das Stoffverhalten. Dies be- 
riicksi chti gt SAVAGE [l7J, indem  er eine sogenannte Volum en- 

verteilungsfunktion als kinem atische Variable in ein Stoff- 

gesetz fur granulares M aterial einfiihrt. Dies soil kurz 

dargestellt werden.

Eine Anhaufung von granularen Partikeln nim m t das Gesam t

volum en dv ein, worin die Partikel das Volum en dVp und das 

um gebende M edium  das Volum en dVm  haben.

dV = dVp + dVm

Die Volum enverteilungsfunktion to gibt den Feststoffanteil am  

Gesam tvolum en an:

w = dVp/dV

Sie ist i.a. m it dem  Ort, dargestellt durch raum liche Koor- 

dinaten x, und der Zeit t veranderlich:

oo = oo( x, t )

Die Funktion to erm oglicht die stetige m athem ati sche Be- 

schreibung einer unstetigen Verteilung von festen Partikeln, 

so da!3 diese Verteilung innerhalb eines kontinuum sm echani- 

schen Stof fgesetzes m i tberiicksichti gt werden kann. Aus dem  

Gradienten Vw m it den Kom ponenten '

3oo
oo, 3xi

la fit sich ein Tensor der 2. Stufe 3 mit den Komponenten Bij

Pi) = w,, ' w,j
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bilden. SAVAGE postuliert fur granulares M aterial, daB sich 

der Cauchy-Spannungstensor _a als Tensorpolynom  der Verfor- 

m ungsrate, das 1st der Tensor d m it den Kom ponenten

1dij = 2{Vi'i +vJ*i)

und des Tensors 3 darstellen laBt. Nun existieren unter 

Voraussetzung bestim m ter Isotropiebedingungen Darstellungs- 

theorem e fiir Tensorpolynom e, d.h. m an kann zeigen, daB sich 

alle Polynom e aus zwei Tensoren 2. Stufe auf ein Polynom  m it 

dem  hochsten Grad (2 x 2) zuruckfuhren lassen (vgl. TRUES- 

DELL/NOLL [18] , Abschn. 13). Die Anwendung auf g und d 

liefert bei Vernachlassigung der Anteile d • d

0 = a0i + a1 d + a2@  + a3(g-d + d-§) (3.1)

Darin hangen die Koeffizienten ag - a3 von w und den Inva- 

rianten von_g und d ab. Von besonderem  Interesse ist der 

Ruhezustand m it d = 0, der m it G1. (3.1) die Spannung

(3.2)0r = a0i + a2B

ergibt. Es entsteht die Frage, ob der Ruhezustand, bzw. ein 

Zustand m it kleinen Verform ungsgeschwindigkeiten, durch 

G1. (3.2) zutreffend beschrieben werden kann. Die Boden-

m echanik weist in einigen Eh lien nach, daB die Spannungen i n 

einem  granularen M aterial auch vom  Verform ungszustand, z.B. 

vom  infinitesim alen Dehnungstensor e m it

1̂ (Ui.j
- + U j*iij

abhangt. Dies bleibt in G1 (3.2) unberiicksi chti gt. SAVAGE 

schrankt deshalb den Gulti.gkeitsbereich des Stoffgesetzes 

Gl. (3.1) ein. Es heiBt in [17J, S. 69:
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"... stresses result from  different m echanism s; in the sta

tic case they result from  dry interparticle friction and 

particle interlocking whereas in the shear-flow case par

ticles override other particles... In other words the static 

and flowing cases m ay be regarded as two different states... 

There is not a sm ooth transition from  one state to another 

as d + 0 and thus a constitutive equation suitable for 

flowing m aterials need not necessarily be appropriate to 

describe the state of static equilibrium . W ith this in m ind 

we interpret the stress ar m erely as an additional com ponent 

of stress arising during the deform ation of the bulk solid 

of a non-uniform  to."

Dam it ist die Gultigkeit des Stoffgesetzes G1. (3.1) auf 

einen bestim m ten M echanism us der Partikelwechselwirkung ein- 

geschrankt, wogegen andere M echanism en nicht erfaBt werden.

SAVAGE trifft hinsichtlich des Stoffgesetzes G1. (3.1) eine 

Reihe von Vereinfachungen und erhalt eine Beziehung fur die 

"dynam ische" Zusatzspannung

a - or = b0 � IId 1 + (3.3)

Darin ist II3 die zweite Invariante von d und die Koeffizi- 

enten bg, bi sind Funktionen der Volum enverteilungsfunktion 

a) . Eine genaue Betrachtung von G1. (3.3) ergibt:

Es besteht ein Zusam m enhang zwischen Schubverform ungsra- 

ten und Norm alspannungen. ’

Die Spannung ist dem  Quadrat der Verform ungsrate propor

tional .

Es zeigt sich eine Ubereinstim m ung zu den Ergebnissen von 

BAGNOLD. M it dem von ihm  vorgeschlagenen Stoffgesetz kann
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SAVAGE zwei Randwertproblem e losen: den FluB granularen 

M aterials auf einer geneigten Ebene und zwischen vertika- 

len W anden. Die analytisch berechneten Ergebnisse stim raen 

qualitativ m it von ihm  selbst gewonnenen Versuchsergeb- 

nissen uberein, wahrend quantitativ groBere Unterschiede 

auftreten. ‘

M an kann die bisherigen Ausfuhrungen dahingehend interpre- 

tieren, daB "finite" Stoffgesetze fur granulare M ateria- 

lien, die in form aler Analogie zu den Stoffgesetzen der 

Fliissigkeitsm echanik die Spannungen (und nicht nur Span- 

nungsinkrem ente) in Abhangigkeit von der Verform ungsrate 

und zusatzlich von der Volum enverteilungsfunktion angeben, 
den Ruhezustand1 ) nicht erfassen konnen. Dies wi rd auch 

durch Arbeiten im  Rahm en der Bodenm echanik bestatigt, wo 

finite Stoffgesetze jeweils nur fur spezielle Verform ungs- 

und Spannungswege angewendet werden konnen. Die Darstel- 

lung allgem einer Verform ungs- und Spannungswege im  Ruhe

zustand gelingt nur m it inkrem entellen Stoffgesetzen.

W ill m an beide Aspekte eines Stoffes, d. h. sowohl sein 

Verhalten im  Ruhezustand als auch im  FlieBzustand, durch 

denselben form alen Ansatz erfassen, so bietet sich folgen- 

de Vorgehensweise an. Die gebrauchlichen Stoffgesetze der 

Fliissi gkei tsm echanik bestim m en Spannungen aus der Verfor

m ungsrate. Di fferenziert m an einen solchen Zusam m enhang 

nach einem  Zeitparam eter, so ergibt sich eine Spannungs- 

rate in Abhangigkeit von einer Verform ungsbeschleunigung. 

Andererseits verbinden die inkrem entellen Stoffgesetze 

der Bodenm echanik eine Spannungsrate m it einer Verfor

m ungsrate. Beides laBt sich durch einen gem einsam en

1) Der Begriff "Ruhezustand" soil den Zustand kleiner Ver- 

form ungsgeschwindigkeiten einschlieBen
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Zusam m ehhang von Spannungsrate, Verform ungsrate und Verfor- 

m ungsbeschleunigung m i.teinander verbinden.

Ein Vorschlag in dieser Richtung stam m t von GUDEHUS/KOLYM BAS

[19J . Darin dient als abhangige Variable die Jaum annsche 
o

Spannungsrate a und als unabhangige Variable der Cauchy- 
Spannungstensor _a , die Verform ungsrate d und eine Verfor- 
m ungsbeschleunigung d(2 ) . Der Tensor d(2) wi.rd von TRUESDELL/ 

NOLL in [ 18J definiert. Eine Erlauterung erfolgt in Abschnitt 
4.2 dieser Arbeit. Die allgem eine Form  des Stoffgesetzes von 

GUDEHUS/ KOLYM BAS lautet:

o = h(.g, d ) + g(o,d,d121) (3.4)

Darin ist der Anteil h geschwindigkeitsunabhangi.g, d.h. bei kon-
ostanter Spannung a sind Spannungsrate a und Verform ungsrate d 

proportional zueinander. h beschreibt irreversibles, also pla- 

stisches Verform ungsverhalten. Hierbei ist aber im  Gegensatz 

zur klassischen Plastizitatstheorie weder die Aufspaltung der 

Verform ungen in reversible und irreversible Anteile, noch die 

Verwendung von FlieBkriterien zur Bestim m ung von irreversiblen 

Verform ungen notwendig. Die "inkrem entell nichtlineare" Form  von 

h gestattet es trotzdem , das unterschiedliche M aterialverhalten 

bei Be- und Entlastung m it dem selben Ansatz zu beschreiben. Auf 

eine weitere Darstellung wird bier verzichtet, ausfuhrliche 

Erlauterungen finden sich bei KOLYM BAS [20J . Der geschwindig- 

keitsabhangige Anteil g in Gl. (3.4) hat die Form

g = K d(2)

mi t

c, troK = (c22+i tr d2) 2
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Darin sind ci und C2 Stoffkonstanten. Sorait i st g der Ver- 

form ungsbeschleunigung proportional, wobei der Proportiona- 

litatsfaktor K m i t der hydrostatischen Spannung tro; zunim m t 

und m it zunehm ender Auflockerungsgeschwindigkeit trd ab- 

nim m t. Leider geben GUDEHUS und KOLYM BAS in [19j und [20J 

keine naheren Erlauterungen hinsichtlich der Anwendung von g 

auf granulares M aterial und verweisen auf noch nicht abge- 

schlossene Untersuchungen. Im  Gegensatz zu SAVAGE geht die 

Lagerungsdichte des granularen M aterials, ausgedruckt durch 

eine Volum ensverteilungsfunktion Oder durch ein anderes M aB, 

nicht direkt in das Stoffgesetz G1. (3.4) ein. GUDEHUS und

KOLYM BAS geben an, daB die Konstanten des Stoffgesetzes in 

Abhangigkeit von der Lagerungsdichte zu bestim m en sind.

Innerhalb der weiteren Uberlegungen wird fiir das Stoffge

setz, welches spater im  Rechenverfahren verwendet wird, ein 

Ansatz ahnlich dem von GUDEHUS und KOLYM BAS gewahlt. W egen 

der guten Ergebnisse, die LANDAHL bei seinen num erischen 

Siloberechnungen m it dem  von LADE vorgeschlagenen elasto- 

plastischen Stoffgesetz erzielt, wird dieses jedoch als 

Grundlage des geschwindigkeitsunabhangigen Anteils gewahlt. 

Der zweite, geschwindigkeitsabhangige Anteil wird zunachst 

unter dem Aspekt festgelegt, eine m oglichst einfache Form  zu 

erhalten. Eine ausfuhrliche Darstellung findet sich im  fol- 

genden Abschnitt 4.
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4 Ableitung eines Stoffgesetzes fur ein granulares 

Schiittgut

4.1 Allgem eines

Hier sollen die Bedingungen beschrieben werden, unter denen 

ein Stoffgesetz bei groGen Verform ungen form uliert werden 

kann. Zunachst ist ein Bezugssystem  festzulegen.

M an unterscheidet in der Kontinuum sm echanik das raum feste 

(Eulersche) Bezugssystem  und das korperfeste (Lagrange) 

Bezugssystem . Im  Bereich der Flussigkeitsm echanik wird das 

Eulersche Bezugssystem  verwendet und auch die im  vorherge- 

henden Abschnitt dargestellten Stoffgesetze sind in diesem  

Bezugssystem  form uliert. Es soli auch hier fur alle weiteren 

tiberlegungen zugrundegelegt werden. Einerseits ist darin 

eine einfache Darstellung der Gleichgewichtsbedingungen 

m oglich; es fuhrt aber andererseits zu Schwierigkeiten, wenn 

m an den EinfluG der M aterialgeschichte auf das Stoffverhal- 

ten berucksichtigen will, da sich die M aterialgeschichte nur 

auf korperfeste Punkte beziehen laGt. W eiterhin ist zu be- 

achten, daG sich anisotropes Stoffverhalten nicht im  Euler- 

schen Bezugssystem  darstellen laGt, da eine in Eulerkoordi- 

naten beschriebene stoffliche Anisotropie dem  Prinzip der 

Raum invarianz, das im  folgenden erlautert wird, widerspricht. 

Alle weiteren tiberlegungen beschranken sich deshalb auf 

isotrope Stoffe.

M an kann fur Stoffgesetze jeglicher Art eine Reihe von 

Axiom en form ulieren, die an sich physikalisch sinnvoll sind 

und keiner weiteren Begriindung bediirfen, m an vergleiche z.B. 

TRUESDELL/NOLL [ 18J , M ALVERN [21J, ERINGEN [ 22j . Dazu geho- 

ren unter anderem :
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Das Prinzip der Determ inanz

Der m echanische Zustand eines korperfesten Punktes wird 

durch die Verform ungsgeschichte seiner unm ittelbaren 

Um gebung bestim m t und ist nur von der Geschichte des 

Verform ungsgradienten abhangig.

Das Prinzip der Koordinateninvarianz

Ein Stoffgesetz soil vom  angenom m enen Koordinatensystera 

unabhangig sein; es darf dann nur Tensoren als Variable 

enthalten.

Das Prinzip der Raum invarianz

In der englischsprachigen Literatur "Objectivity" ge- 

nannt. Ein Stoffgesetz soli gegeniiber der Lage und Bewe- 

gung raum fester Koordinatensystem e invariant sein; es 

m uB dann von bestim m ten Transform ationen der Eulerkoor- 

dinaten unabhangig sein.

Das Prinzip der Stoffinvarianz

Ein Stoffgesetz fur einen hom ogenen, isotropen Stoff m uB 

von bestim m ten Transform ati onen der Lagrangekoordinaten 

unabhangig sein. Dabei. ergeben sich je nach Art der 

Transform ation verschiedene Klassen anisotroper Stoff- 

gesetze.

Es zeigt sich, daB insbesondere das Prinzip der Raum invari

anz zu wesentlichen Aussagen iiber m ogliche Darstellungsfor- 

m en fur inkrem entelle Stoffgesetze fuhrt, m an vergleiche 
z.B. ERINGEN [ 22J , Abschnitt 44. Es wird im  folgenden naher 

beschrieben. Aus Zweckm aBigkeitsgrunden wird dazu eine sym - 

bolische Schreibwei.se fur Tensoren und Tensorprodukte ein- 

gefiihrt, die - im  Anhang A erlautert wird.
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Es wird ein Eulersches Bezugssystem  m i.t den raum festen kar- 
tesischen Koordinaten x = (xj , x2 / x3 )T vorausgesetzt. Die 

Transform ation

(4.1 )x = a-x + o

des Punktes x m it einem  orthogonalen ortsunabhangigen Trans- 
form ationstensor q

qT.q = q.qT = (4.2)

det q = 1

und einem  ortsunabhangigen beliebigen Vektor o la fit sich als 

starre Bewegung des Koordinatensysterns interpretieren. Dabei 

bewirkt q die Rotation und o die Translation.

Die Tensoren, die als Variable in das Stoffgesetz eingehen, 

brauchen hier nicht naher bestim m t zu werden und erhalten 
die Bezeichnungen t(1), t(2) ••

lautet das Stoffgesetz

. t(n). In allgem einer Form

s ( ’̂t12,1... tln)) = 0 (4.3 )

Eine Transform ation der Koordinaten nach G1. (4.1) beein- 

fluBt auch die Variablen des Stof fgesetzes. Diese gehen iiber 
in t(1), t(2) ... t(n). Das Prinzip der Raum invarianz for-

dert dann, daI3

s ( ... tlnl) = 0 (4.4)

ist, d.h. der funktionale Zusam m enhang £ der Variablen m uG  

bei. einer Starrkorpertransform ation erhalten bleiben. Dies 

bedeutet, daB das Stoffgesetz in verschiedenen Koordinaten-
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system en, die sich starr zueinander bewegen, dieselbe m athe- 

m atiscbe Darstellung haben soli. Die Forderung der G1. (4.4) 

i st erfiillt, wenn

die Variablen t(̂ ) des Stoffgesetzes objektiv sind, d.h. 

bei einer Transform ation der Koordinaten nach G1. (4.1)

transform ieren sich die Variablen durch

?k,= qT.i,k,.q (4.5)

die Funktion ŝ  des Stof fgesetzes isotrop ist, d.h.

sJqW q , qM i2,-q......qT._t̂n,.q ) = s (i(1> t_(2),... _t(n)) (4.6)

In den folgenden beiden Abschnitten werden zunachst objekti- 

ve Variable zur Darstellung des Verform ungs- und Spannungs- 

zustandes erlautert. Im  AnschluG wird die allgem eine Form  

eines elasto-plastischen Stoffgesetzes abgeleitet, die die 

Isotropiebedingung nach G1. (4.6) erfiillt.

4.2 Die Darstellung des Verform ungszustandes

W ie bei dem  Ansatz von GUDEHUS/KOLYM BAS sollen auch bei dem  

hi.er verwendeten inkrem entellen Stoffgesetz eine Verfor- 

m ungsgeschwindigkeit und eine Verform ungsbeschleunigung als 

variable GroGen dienen. Bevor diese abgeleitet werden kon- 

nen, m vissen zunachst eini.ge Grundbegriffe kurz dargestellt 

werden. Ausftihrliche Darstellungen finden sich in jedem  

Lehrbuch der Kontinuum sm echanik.

Die Bewegung eines Korpers wird durch die Zuordnung von kor- 

perfesten Punkten zu raum festen Punkten beschrieben. Ein 

korperfester Punkt laGt sich durch seine raum lichen Koordi
naten y_ = (yx , Y2 i y3 )T wahrend eines Referenzzeitpunktes
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t = tQ kennzeichnen. Im Laufe der Bewegung nim m t er in Ab- 

hangigkeit von der Zeit t verschiedene raum feste Punkte m it 

den raum lichen Koordi.naten x ein.

(4.7a )x = x. ( y. t )

Die Verform ung der unm ittelbaren Um gebung des korperfesten 

Punktes wird durch

dx = Vx • dy (4.7b)

beschrieben. Darin ist der Tensor Vjc m it den Kom ponenten 

9 xi.  ̂Yi der Verform ungsgradient. Dieser gestattet die soge- 

nannte Polarzerlegung

(4.8)Vx = r•u

Darin ist r ein orthogonaler Tensor und beschreibt eine 

reine Drehung. u wird als rechter Streckungstensor bezeich- 

net und gibt die eigentliche Verform ung an. W ill m an den 

Anteil der Drehung nicht berucksichtigen, so bildet m an ein 

reines langenm aB, z.B. die Lange ds des Differentials dx:

2 (4.9)ds = dx. • d2<

M it den Gin. (4.7b) und (4.8) und unter Beriicksichtigung der 

Orthogonalitat von r, d.h. rT • £ = 1_, ergibt sich aus 

Gl. (4.9):

ds2 = dy • u.T-u. • dy (4.10a)

Das Produkt der rechten Streckungstensoren

(4.10b)c = uT-M

heifit Cauchy-Green Verform ungstensor.
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Im  weiteren interessieren aber nicht die Verform ungen, sondern 

deren Anderung. M an wahlt dann zweckm aBigerweise den gegenwar- 

tigen Zeitpunkt t als Referenzzeitpunkt und m iBt die Zeit re- 

lativ zu t m it der Variablen x. In diesera Zusam m enhang ist 

auch der Begriff der m ateriellen Ableitung einzufuhren. Die 

GroBe A (Skalar, Vektor Oder Tensor) sei auf einem  korperfesten 

Punkt y definiert. Dann ist die m aterielle Ableitung

A = 4^-
dx

die Anderung von A bei. festgehaltenem  y in Abhangigkeit von 

der Zeit x . Die Verform ungsanderung der unm ittelbaren Oxigebung 

eines korperfesten Punktes laBt sich durch die m aterielle 

Ableitung des Differentials dx beschreiben.

M it G1. (4.7b) laBt sich zeigen:

(4.11)dy = Vy • d x_

Darin ist der Tensor Vv m it den Kom ponenten 3Vj/3xj der Ge- 

schwindigkeitsgradient. Ebenso wie der Verform ungsgradient 

Vx enthalt auch der Geschwindi.gkeitsgradient einen Drehungs- 

anteil. W ill m an diesen nicht berucksichtigen, so nim m t m an 

wiederum  die Lange ds und bildet deren m aterielle Ableitung 

als M aB der Verform ungsgeschwindigkeit. Durch die Bildung 

m aterieller Ableitungen hoherer Ordnung - m an erhalt dann 

zunachst eine Verform ungsbeschleunigung - ergeben sich die 

sogenannten Rivlin-Ericksen Tensoren e (M ):

dM(ds2)
= dx.-€>(M )*dx (4.12a)

dxM

(4.9) und (4.12a) ist e(°) = 1_. M = 1 ergibt eine 

Verform ungsgeschwindigkeit, M = 2 eine Verform ungsbeschleu

nigung. Aus G1. (4.12a) folgt:

W egen G1.

(M ) .dx • e,M +1,*dx = ( dx • e
•K* — » ““

d x,)
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Hieraus ergibt sich unter Berucksichtigung von G1. (4.11) 

folgende Rekursionsform el zur Berechnung der Rivlin-Ericksen 

Tensoren:

e(M1 + VvT* eiMI + elM'*Vv

Mit e(°) = 1 und e(°) = 0 erhaIt man

(4.12 b)e! 11 = VvT + Vv

e121 = ( VvT + Vv ) + VvT ( VvT + Vv ) + ( VvT + Vv ) Vv_ (4.12c)

usw.

ERINGEN zeigt in [22J, Abschnitt 93, daB die Rivlin-Ericksen 

Tensoren objektiv sind, d.h. bei starren Bewegungen des 

raum lichen Koordinatensystem s transform ieren sie sich nach 

der G1. (4.5).

Im folgenden wird ein Zusam m enhang zwischen den Rivlin- 

Ericksen Tensoren und dem  Cauchy-Green Verform ungstensor 

abgeleitet. M it den Gl. (4.10a, 4.10b) ist

ds2 = d y • c_’d y

Da dM(dy)/dxM = 0 ist, ergibt sich

d c.dM (d s2) (4.13)= dy • • dydxMdxM

Im  Referenzzei tpunkt x = t ist djc = dy und dam it folgt aus 

Gl. (4.12a) und (4.13):

dMcelMI = (4.14)fur x=tdtM
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Es zeigt sich, dalB die Ri.vlin-Ericksen Tensoren und die 

m ateriellen Ableitungen des Gauchy-Green Verform ungstensors 

im  Referenzzustand gleich sind. M an kann diesen Zusam m enhang 

statt der G1. (4.12a) zur Definition der Rivlin-Ericksen 

Tensoren benutzen. Es folgt dann die G1. (4.12a), und alles 

iibrige, insbesondere die Gin. (4.12b,c) ergeben sich unver- 

a ndert.

Eine solche Vorgehensweise, d. h. die Bildung einer Verfor- 

m ungsgeschwindigkeit und einer Verform ungsbeschleunigung aus 

den m ateriellen Ableitungen eines finiten Verform ungsten

sors, wird bei einer anderen Gruppe von Tensoren angewendet, 
die sym bolisch m it d(M ) bezeichnet werden. Sie werden durch 

die m ateriellen Ableitungen des rechten Streckungstensors u 

in der Referenzkonfiguration definiert, m an vgl. TRUESDELL/ 

NOLL [18J Abschnitt 24:

d%d<M > (4.15 )fur x = t
dxM

M = 1 ergibt wieder eine Verform ungsgeschwindigkeit, M = 2 
eine Verform ungsbeschleunigung. Zunachst wird d(1) bestim m t. 

Hierzu wird auf die bekannten Tensoren der Verform ungsrate

d[ =  ̂( Vv + VvT) m it d (4.16 )+ vij j-i

und der Rotationsrate

wij = | (vi.j - Vj.(- )4 (Vv - Vv ) m it (4.17)

zuriickgegriffen. W eiterhin werden die ersten zwei m ateriel

len Ableitungen des Verform ungsgradienten Vx benotigt:

( Vx ) = (4.18)Vv • Vx

• • (4.19)( Vx ) = [ ( Vv ) + Vv - Vv ] • Vx
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Aus der Polarzerlegung G1. (4.8) ergibt sich unter Beriick- 

sichtigung der Orthogonal!tat vor r, d. h. 

der Sym m etrie von u zunachst

rT . r = 1, und

Vx.T • Vx = u-u .

Durch Bildung der raateriellen Ableitung erhalt m an welter

T _ * • *
(VxT)*V.x + VxM Vx) = u-u + u-u . (4.20 a )

M it G1. (4.18) folgt dann

VxT-VvT-Vx + VxT*Vv- Vx = u-u + u-u .

Insbesondere ergibt sich dann fur den Referenzzustand, fur 

den Vx = u = 1 ist:

VvT + Vv = 2u (4.20 b )fur i = t .

(4.15) und (4.16):Hieraus erhalt m an m it den Gin.

dl1,= d . (4.21 )

Zur Bestim m ung der Verform ungsbeschleunigung d 2̂) wird 

nachst die m aterielle Ableitung der G1. (4.20a) gebi.ldet:
zu-

«• ••(VxT)-Vx + 2 (VxT)*(Vx) + VxT-(Vx) = u-u + 2u-u ♦ u • u .

(4.19)' ergibt sich dann insbeson-Unter Berucksichtigung der G1. 

dere fur den Referenzzustand m it Vx = u = 1:

(VvT) + VvT-VvT+ 2 VvT-Vv + Vv-Vv ♦ ( Vv ) = 2(u + fur x = t .u-u
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Die Ausrechnung liefert dann m it den Gin. (4.16), (4.17) und

(4.20b) :

• •u =d+d>d+d-w fur x = tw- d

bzw.

(2) (4.22)d'“ = d + d • d + d • w w-d .

Die Verform ungsgeschwindigkeit nach G1. (4.21) und die Verfor- 

m ungsbeschleunigung nach (4.22) sind, wie von TRUESDELL/NOLL in 

[ 18j , Abschni.tt 25, gezeigt wird, objektiv; bei starren Bewegun- 

gen des raum li.chen Koordinatensystem s transform ieren sie sich 

nach G1. (4.5).

(1)(1)Der Vergleich der Tensoren e 

Gl. (4.21) zeigt unter Beriicksichtigung von Gl. (4.16), daB die 

beiden Ansatze, die Rivlin-Ericksen Tensoren nach Gl. (4.14) und 

die Ableitung der Streckungstensoren nach Gl. (4.15), hinsicht- 

lich der Verform ungsgeschwindigkeit bis auf den Faktor 2 gleich

nach Gl.

nach Gl. (4.22), sowie alle hoheren Ableitungen

nach Gl. (4.12b) und d nach

(2)sind, wahrend sich die Verform ungsbeschleunigungen e 

(4.12c) und a 

unterschiedlich ergeben.

(2)

Beschreibt m an ein physikali.sches Phanom en alternativ m i t bei den 

Typen der Verform ungsbeschleunigung, so m uBten jeweils verschie- 

dene Stoffgesetze verwendet werden, urn dieselben Ergebnisse zu 

erhalten. Die Frage, welcher Typ von Verform ungsbeschleunigung 

welchem  Stoffgesetz angem essen ist, ist bisher nirgends erortert 

worden und m uB auch hier offenbleiben. Die Verwendung der durch 

Gl. (4.22) defi.nierten Verform ungsbeschleunigung in den weiteren

Uberlegungen geschieht deshalb unter dem  Gesichtspunkt, dem ver- 

wendeten Stoffgesetz eine m oglichst einfache Form  zu geben.
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4.3 Die Darstellung des Spannunqszustandes

Neben dem Cauchy-Spannungstensor a 1st fur ein inkrem entel- 
les Stoffgesetz eine Variable zur Darstellung der Spannungs-

anderung erforderlich. Zunachst liegt es nahe, hierfiir die
. •m aterielle Ablei.tung a des Cauchy-Spannungstensors zu rah- 
len. Es zeigt sich aber, daB a_ nicht objektiv ist, m an
vergleiche z.B. M ALVERN [21J, Abschnitt 6.7. M an kann nun
•a in verschi edener W ei se so m odi.fi zi eren, daB ein objektiver 
—  o
Tensor a als M aB der Spannungsanderung entsteht. Einige M og- 
li.chkeiten und ihre Urheber lauten

° io Jaumannw • o= a + £• w

°iio11 VvT- o Cotter / Rivlin= o + o-Vv
(4.23 a - d )°T7T

0 o-Vv - VvT-o Oldroyd= o

oIV Vv*o + tr(Vv)-o Truesdello *Vv -= o

Darin ist Vv der Geschwindigkeitsgradient und w die Rota- 

tionsrate nach G1. (4.17). Grundsatzlich lassen sich belie- 

big viele Spannungsraten fi.nden, die obj ekti.v sind. Die 

genannten Definitionen zeichnen sich dadurch aus, daB sie 

sich anschaulich deuten lassen, m an vergleiche PRAGER [23J, 

M ASUR [24J .

Dariiberhinaus form uliert PRAGER in J_ 2*3j ein Auswahlkriteri urn, 

dem nur noch der Vorschlag von JAUM ANN geniigt. Di es wi rd im  

folgenden dargestellt. Stoffgesetze fur isotrope, plastische 

Stoffe nehm en FlieBbedingungen zur Bestim m ung des Verform ungs- 

typs und plastische Potentiale der Ableitung der Verform ungs- 

inkrem ente an. FlieBbedingungen und Potentiale werden, sofern 

ein Eulersches Bezugssystem  zugrundeliegt, aus den Invarianten
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des Cauchy-Spannungstensors gebildet. Es ist dann offen- 

si chtlich sinnvoll zu fordern, daB die Spannungsinvarianten 

ihren W ert nicht verandern, solange Verform ungsrate und 

Spannungsrate Null sind. Andernfalls konnen sicii FlieBfla- 

chen und plasti sche Potentiale verandern, ohne daB das 

M aterial eine Beanspruchung erfahren hatte.

Das Kriterium  wird im  folgenden angewendet. Die Spannungsin- 

varianten lauten

I = o : 1

\ )II = (4.24 a -c)

III = deto

Zur Durchfuhrung einzelner Ableitungen i st der Ubergang zur 

Koraponentenschreibweise erforderlich:

I = Oii

-I2)II = 1 (4.25 a -c)4 ( Oij � Oy

1III = g ®ijsepqrdip djq 0sr

Darin ist e-jjs das Perm utationssym bol, das die W erte

-1, 0, 1 anniram t. Die Anderung der Spannungsinvarianten wird

durch deren m aterielle Ableitung beschrieben. Di.ese lauten

I = Oii

(4.26 a - c)I • In = Oy • Oy -

! Ojp Ojq 0sr + Ojp Ojq 0sr + Ojp Ojq 0sr)m = " ®ijs ®pqr
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Im folgenden wird gezeigt, dafl die m ateriellen Ableitungen

der Spannungsinvarianten zu Null werden, wenn die Jaum ann-
o Tsche Spannungsrate jj x 

tenschreibweise

zu Null wird. Sie lautet in Kom ponen-

21oy = an * oikwkj -wjkokj

oMi t a1 = 0 ergibt sich

(4.27)°ij = " °ik wkj + wik°kj

und

°ii = - Oik wki + wikoki

Wegen der Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors o und der 

Antimetrie der Rotationsrate w ist dann mit G1. (4.26a)

(4.28)I = On = 2 wikoki = 0

W eiter folgt m it den G1. (4.27) und (4.28) aus G1. (4.26b) :

II = - Ojj oik wkj + Oy Wjk 0kj

• und a-j j * der Kom po-

nenten von a sym m etrisch. Unter Beriicksi chtigung der Antim e

trie von w gilt dann

Darin sind die Produkte ai j

= Wjk ( Oji oik) + wik ( Oy ojk)

= 2 W|k( Oy 0jk )

II

= 0
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Hinsichtlich der dritten Spannungsinvarianten lalBt sich

* a sr wiederzeigen, daB das Produkt ejjs • ©pqr 

aus einem  sym m etrischen and einem  antim etrischen Anteil be-

(4.28) haben.

' ° ip ’ 0 jq

steht, die dieselbe Sum m ationsregel wie G1. 

Dann ist auch III = 0.

M an sieht, daB die gezeigte Eigensehaft der Spannungs
invarianten auf der Sym raetrie des Cauchy-Spannungstensors 

a und der Antim etrie der Rotationsrate w beruhen. Da der 

Geschwi ndi gkeitsgradi ent V_x nicht antim etrisch ist, fiihren 

die anderen Definitionen G1. (4.23b - d) objektiver Span-

nungsraten nicht zu der gewiinschten Eigensehaft, daB die 

Spannungsinvarianten konstant bleiben, wenn die jeweilige 

Spannungsrate zu Null wird. Fiir die weiteren Uberlegungen 

wird deshalb die Jaum annsche Spannungsrate zugrundegelegt, 

die besondere Kennzeichnung durch einen Index entfallt.

(4.29)0=0 + O'W  - w*o

Im folgenden soli die anschauliche Bedeutung der Jaum ann- 

schen Spannungsrate erklart werden. Die Bewegung eines kor- 

perfesten Punktes bzw. seiner unm ittelbaren Ungebung lalBt 

sich in eine reine Starrkorperbewegung und in die eigentli- 

che Verform ung aufspalten. Dies zeigt die Polarzerlegung des 

Verform ungsgradienten Vx nach G1. (4.8), wori.n der Tensor r 

die Rotation des korperfesten Punktes und seiner unm ittel

baren Um gebung von der Referenzkonfiguration in die aktuelle 

Konf i.guration darstellt. Dann laBt sich m i t r das raum feste 

Koordinatensystem  lokal in ein korperfestes Koordinatensy- 

stem  transform ieren, das der Rotation des korperfesten Punk

tes und seiner unm ittelbaren Um gebung folgt. Die vom  raum - 

festen in das korperfeste System  transform ierten GroBen 

werden im  folgenden durch ein Apostroph gekennzeichnet. Es 

ist

(4.30)o' = rT- o • r
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Die Spannungsanderung im  korperfesten System  ist durch die
*m aterielle Ableitung a' des transform ierten Spannungstensors 

o' gegeben. Aus G1. (4.30) folgt

6‘ = rT*o»r + rT*6*r +� rT-o*r (4.31 )

Der im  korperfesten System  bestim m te Tensor a 1 hat nun auch

eine Darstellung im  raum festen System . Diese erhaIt die Be
es .

zeichnung a und ergibt sich aus der Transform ation von a 1

vom  korperfesten in das raum feste System . Die Transform a-

tionsregel lautet

° •< To = r*o*rT (4.32)

Unter Beriicksichtigung der Orthogonalitat von r, d.h. es ist 
(rT • r = r • rT = 1) , ergibt sich aus G1. (4.31) und (4.32):

o * T • • T
o = r• r *o + o + o• r• r1 (4.33)

Nim m t m an nun die aktuelle Konfiguration als Referenzkon- 

figuration, dann fallen korperfestes und raum festes System  

m om entan zusam m en. Dabei weist das korperfeste gegenliber dem  

raum festen System  eine Rotations- und Translationsgeschwin- 

digkeit auf. Es ist dann

a 1r

und, wie z. B. von M ALVERN in [21J, Abschnitt 4.6, gezeigt: 

r = - rT = w .

Unter den oben genannten Voraussetzungen erhaIt m an fur die 

Gl. (4.33):

o = - w-o + o + O'w

Dies entspricht der Jaum annschen Spannungsrate nach

(4.29). Die dargestellten Zusam m enhange zeigen, da/3 

diese die Spannunqsanderung in einem  Bezuqssystem  anqibt, 

welches m om entan der Starrkorperbewequnq folqt.

Gl.
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4.4 Das Stoffqesetz

4.4.1 Allqem einer Ansatz

Als objektive Variable des Stoffqesetzes werden der Cauchy- 

Spannunqstensor a, die*Jaum annsche Spannunqsrate

(4.34 a )W  • 00=0+ 0*w

nach G1. (4.29), die Verform unqsrate d_ nach G1. (4.16) und
eine aus dem  Tensor d.(2) nach G1. (4.22) abqeleitete Verfor-

o
m unqsbeschleuniqunq d verwendet. Diese lautet

(4.34 b )wdd = d + d* w

und unterscheidet sich von d  ̂2 ) durch den W egfall des in d 

quadratischen Gliedes. Diese Verei.nfachung ist physikalisch 

willklirlich und zunachst nur durch die Analogie zur Defini

tion der Spannungsrate nach G1. (4.34a) gerechtfertigt. Ver-

form ungsbeschleunigung und Spannungsrate sind dam it form al 

gleich definiert und haben auch dieselben Eigenschaften:

o
d ist objekti.v,

die Invarianten der Verform ungsrate d bleiben
o ~

unverandert, wenn d zu Null wird,

o
d ist die m aterielle Ableitung der Verform ungsrate d in 

ei.nem (lokal) korperfesten Bezugssystem .

Hinzu kom m t, daI3 der W egfall des in d quadratischen Gliedes 

spa ter im  num eri schen Rechenver fahren zu Verei.nfachungen 

fiihrt.
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In Anlehnung an den in Abschnitt 3 dargestellten Ansatz von
GUDEHUS/KOLYM BAS wird die Spannungsrate o in einen geschwin-

odigkeitsunabhangigen elasto-plastischen Anteil as und in
oeinen geschwindigkeitsabhangigen viskosen Anteil £v aufge- 

teilt, die unabhangig voneinander betrachtet werden:

. O (4.35 a )o = os + ov

In gleicher W eise wird die Spannung aufgeteilt

(4.35 b )0 = os + ov

oDer Anteil £s lautet in allgem einer Form

Os = H(os. gi ... in ) : d (4.36 a)

Darin ist H ein elasto-plastischer Stofftensor 4.Stufe, der 

neben der Spannung £s noch von einer Reihe skalarer Verfe- 

stigungsparam eter 5i ••• 5n abhangt. Der Tensor H wird im  

folgenden Abschnitt flir den Fall groBer Verform ungen aus den 

Postulaten der Plastizitatstheorie abgeleitet. Der Ansatz 

nach G1. (4.36a) ist geschwindigkeitsunabhangig, da bei 

gegebenem  Spannungs- und Verfestigungszustand Spannungsrate 

und Verform ungsrate proportional zueinander sind.

Fur den geschwindigkeitsabhangigen Anteil wird folgender 

Ansatz gewahlt:

o o
0V = G : d_ (4.36 b)

Darin ist G ein weiterer Stofftensor 4.Stufe, der in Ab-
schnitt 4.4.4 naher erlautert wird.
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Es bleibt die Frage, wie die Spannungen as und ov zu bestira- 
m en sind. W ie spater in Abschnitt 4.5 dargestellt wird, er- 

halt m an a durch die Integration einer gewbhnlichen Diffe- 

rentialgleichung m it der Zeit t als unabhangiger Variabler. 

Der IntegrationsprozeB wird schem atisch dargestellt durch

0, = /£(S. o ) dt (4.37 a)

M it den Ansatzen nach G1. (4.35a, b) ist dann

V- I ° I - . O  O
£ (g, g ) = £ ( os + a (4.37 b)v * £s *** £v

Im  folgenden wird sich zeigen (vgl. Abschnitt 4.5), daB 

folgender Zusam m enhang gilt:

£(°s + 0y <gs + gv ) = £(gs.gs) + £(gv,gv) (4.37 c)

M an kann dann schreiben

= /£ (gs. gs) dt 

ov = /g(ov.ov) dt

und die Spannungen as und £v konnen unabhangig voneinander 

berechnet werden.
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4.4.2 Die allgem eine Form  des elasto-plastischen Antells

W i e bereits in Abscbnitt 2 erwabnt wurde, liefert das von 

LADE in L 14J fiir Sand vorgeschlagene elasto-plastische 

Stoffgesetz gute Ergebnisse in num erischen Rechenverfahren, 

die das Fullen und beginnende Entleeren von Silos nacbvoll- 

zieben. Es findet deshalb auch hier bei der Festlegung des 

Stofftensors H Verwendung.

Zunacbst wi rd aus den Annahm en der Plastizitatstbeorie eine 

allgem eine Form  von H abgeleitet, die bei groSen Verform un- 

gen angewendet werden kann. Die erste Annahm e teilt die Ver- 

form ungsrate d in einen reversiblen elastiscben Anteil und 

zwei irreversible plastische Anteile:

d = de + dp + dlk (4.38)

Fur den elastiscben Anteil de gilt

. r-1 o
_da = _E . o_s (4.39 a )

m it einem  Elastizitatstensor E, der folgende Kom ponenten bat:

-1 | [ ( 1 ♦ v ) 6ir 6js - v 6y 6rs 1Eijrs = (4.39b)

Darin ist E der Elastizitatsm odul, der bei LADE spannungs- 

abbangig ist, und v die konstante Querdebnzabl.

In G1. (4.38) bezeicbnet d  ̂den sogenannten plastiscb-kon- 

traktiven Anteil der Verform ungsrate) das sind im  wesentli- 

chen Volum enkontraktionen infolge wacbsenden bydrostatiscben 

Druckes. dp bezeicbnet den sogenannten plastisch-expansiven 

Anteil, das sind Verform ungen infolge wacbsender deviatori- 

scber Spannungsanteile, die dann m it einer Volum enexpansi on 

verbunden sind.
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Die zweite Annahm e der Plastizitatstheorie leitet die 

plastische Verform ungsrate aus einer Potentialfunktion g ab. 

W egen des Prinzips der Raum invarianz kann die Funktion g bei 

Zugrundelegung eines Eulerschen Bezugssystem s vom Spannungs- 

tensor os nur in Form  seiner Invarianten abhangen:

g = g ( IS1IIS .HI, )

Der Gradient m der Potentialfunktion lautet:

9g _ 9g 9ls + 9g Qlls ( 9g 9lIIs 
9ls 9os 9lls 9os 9llls9osm = 3os

Berechnet man die Ableitung der Invarianten nach den Span- 

nungen, so ergibt sich

m ' a-
9g

•(0,‘Os - IS-0S - IIS-J_ ) (4.40 )
9nis

Angewendet auf den plastisch expansiven Anteil lautet dann 

die zweite Annahm e der Plastizitatstheorie

dp = Xp m (4.41 )

Darin ist Ap ein zunachst unbekannter Skalar.

Die dritte Annahme der Plastizitatstheorie gibt an, wann 

plastische Verformungen auftreten. Dazu wird die FlieBfunk- 

tion fp eingefiihrt. Wie bei der Funktion g gilt

fP = fP( is.ns ,iiis )

Der Gradient n der FlieBfunktion ergibt sich wie bei 

Gl. (4.40):

9fp 9fp , T . i
H = H7'I + ^7’ ^ 5s - rs*1) +

9ls 9IIS
9 fp (4.42)( os-os - Is os - IIsd )
9IIIS
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Im folgenden wird die m aterielle Ableitung der Fliefifunktion 

benotigt:

+ . ii + 9fP t t
"3 -r 3 —S

fP = His (4.43)
31, ans ams

Fiir die m ateriellen Ableitungen der Invarianten ergeben sich 
. o om it dem  Anteil £s der Jaum annschen Spannungsrate o folgende

Zusam m enhange:

1 : Os

IIs = ( os - Is-J_) : os

Is

(4.44 a-c )

" Hs i) : £sIlls = ( 0S • 0S - Is-os

Auf den Beweis wird der Kurze halber verzichtet. M an erhalt 

insgesam t aus den G1. (4.43) und (4.44a - c) unter Beruck- 

sichtigung von G1. (4.42):

(4.45 )fP = H : £s

Angewendet auf den plastisch-expansiven Anteil lautet dann 

die dritte Annahm e der Plastizitatstheorie:

fp(Is,IIs,IIIs) - hp( g,) = 0 

und
* Ofp = rKOs > 0

(4.46 a,b )dp * 0

dp = 0 sonst
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Die G1. (4.46a) ist die sogenannte FlieBbedingung m it der

Verfestigungsfunktion hp und dem  Verfestigungsparam eter £1. 

Im  Raum der Hauptspannungen bildet G1. (4.46a) die soge

nannte FlieBflache. Die G1. (4.46a,b) besagen, daB plasti- 

sche Verform ungen auftreten, wenn der Spannungszustand in 

der FlieBflache liegt'und wenn das Spannungsinkrem ent m it 

der FlieBflachennorm alen einen spitzen W inkel einschlieBt, 

d.h. in den Auflenbereicb der FlieBflache weist. Als Verfe- 

stigungsparam eter wird hier die plastische Arbeit gewahlt. 

Deren m aterielle Ableitung lautet fur den plastischen expan- 

si ven Anteil:

w p = 2s : dp (4.47)

Falls plastische Verform ungen auftreten, ist eine Kon- 

sistenzbedingung zu erfullen, d.h. nicht nur die 

FlieBbedingung G1. (4.46a), sondern auch ihre m aterielle 

Ableitung ist Null:

(4.48)fp - hp = 0

M it = W p lautet die m aterielle Ableitung der 

Verfestigungsfunktion

(4.49)W php =
dW p

Unter Berucksichtigung der G1. (4.47) und (4.41) folgt dann:

hB = \D- 2̂. • os: m  
p p dW p ~s “ (4.50)

Hieraus wird der Anteil

dhpAp = (4.51 )• os: mdW p
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als Verfestigungsparam eter bezeichnet. M an erhalt schliefi- 

lich aus der Konsistenzbedingung G1. (4.48) unter Beriick-

sichtigung der Gin. (4.45), (4.50) und (4.51):

1
ap

(4.52)

Dam it 1st auch der bisher unbekannte Faktor Ap bestim m t.

Die FlieBbedingung G1. (4.46) und die Fliefiregel G1. (4.41)

in Verbindung m it der G1. (4.52) fur Ap und (4.51) fur Ap 

sind die wesentlichen Gleichungen zur Berechnung des pla- 

stisch-expansiven Anteils der Verform ungsrate. Entsprechende 

Gleichungen ergeben sich fur den plastisch-kontraktiven 

Anteil. Dieser hat eine assozii.erte Fliefiregel, d.h. plasti- 

sches Potential und Fliefifunktion sind identisch und durch

= fk( IS.IIS ,IIIS )h

gegeben. Der Gradient _1 wird analog zu G1. (4.40) gebildet:

3fi 3fk9fk= —-g + rjs. ( os-L-1 ) ♦
ais- ans -s - Is-Ss-IVi) (4.53)

ams

Die FlieBbedingung lautet

fk(Is.IIs ,IIIS ) -hk!Wk) = 0

(4.54-a.b )dk * 0 und

fk = _l_: os > 0

dk = 0 sonst

m it der Verfesti gungsfunkti on h  ̂und der Arbeit des plastisch- 

kontraktiven Anteils als Verfestigungsparam eter.
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Die FlieBregel ist

(4.55)dk = Xk-l .

M it dem  Verfestigungsparam eter

dhk (4.56). Ak = •0* :idW k

berechnet sich der Faktor X  ̂zu

1 (4.57)

M it der G1. (4.39a) des elastischen Anteils und den G1. 

(4.41) und (4.55) fvir die plastischen Anteile ergibt sich 

aus dem  Ansatz fur die Verform ungsrate nach G1. (4.38):

. i-"1 °
d_ = _E : os + Xp-m + Xk-l (4.58)

Hieraus erhalt man mit den Beziehungen fiir Xp und X^ nach 

Gl. (4.52) und (4.57) :

-1d = ( E (4.59): osXp

Fiir das num erische Rechenverfahren ist diese Form  nicht 
. ogeeagnet, sie m ufi nach _as aufgelost werden. Dies geschieht 

im  folgenden.

Zunachst wird die Gl. (4.58) m it dem Elastizitatstensor 

m ultipliziert:

0
_d = os + Xp-: mE : + Xk-E : l (4.60 )

Diese Gleichung wird zum  einen m it n, zum  anderen m it 1_ 

m ultipliziert. M an erhalt so unter Beriicksichtigung der 

Gin. (4.52) und (4.57):
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n : E : d Xp- Ap + Xp- £ : E. : m + Xk- n_: E : J_

Xk-Ak + Xp- I : E : m + Xk-j_ : E. : J.l : E : d

Die Auflosung dieser Gleichungen nach Xp und X  ̂liefert

n - g.k (4.61 a )Xp = : E : d
ap + H : £ : IQ ~ ak : _E : m

= : E : d (4.61 b )
ap: E : _!I : E : lAk +

Darin sind

l : E : m
ap = ■ nAp + J2 : E_: nn

n : E : t
ak = I : E : lAk +

M it den Gin. (4.61) erhalt m an schlieBlich aus G1. (4.60):

E.: j_ ( J_ - ap) : E!E : m  ( n - ak) : E° / os = ( E - (4.62)
An + n : E: m  - a,: E : mP —  —  — — k —  — Ak+J_: E ; l -ap: E : l

Es zeigt sich an dieser Stelle, daS die Plastizitatstheorie 

im  Falle m ehrfacher plastischer Verform ungsanteile und nicht 

assoziierter FlieBregeln zu form al sehr aufwendigen Stoff- 

gesetzen fiihrt. Die G1. (4.62) wird im  folgenden durch
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= H : dO s (4.63)

abgekiirzt. Es bleibt nocb zu zeigen, daft das elasto-plasti- 

sche Stoffgesetz nach G1. (4.62) das Prinzip der Raum in-

varianz erfullt, d.h. isotrop im  Sinne von G1. (4.6) ist.

Dies geschieht im  Anhang C.

4.4.3 Eine spezielle Form  des elasto-plastischen Anteils

Im  folgenden werden die Flieftfunktionen, plastischen Poten- 

tiale und Verfestigungsparam eter dargestellt, wie si.e von 

LADE fur Sand experim entell in Triaxialversuchen bestim m t 

worden sind. W egen der anderen Vorzeichenkonvention ergeben 

sich zur Originaldarstellung in [14] Vorzeichenunterschiede.

Danach bildet die Flieftfunktion der plastisch kontraktiven 

Verform ungsanteile im  Raum der Hauptspannungen eine Kuqel 

und hat die Gleichung

= Is2 - 2-IIsfk (4.64 )

(4.53):Der Gradient _1 von eroibt sich nach G1.

= 2 Is ■)_ + 2 ( os - Is � ) =l 2£s (4.65 )

Im  weiteren ist der Verfesti.gunqsparam eter A  ̂nach G1. (4.56)

zu besti.m m en. M an erhalt zunachst:

os : l = 2 os : os

und unter Beriicksichtigunq der Gin. (4.24b) und (4.64):

0S: i = 2 ( 2 IIS ♦ Is2)

= 2fk (4.66 )
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Zwischen der Arbeit des plastisch-kontraktiven Anteils 

und der FlieBfunktion findet LADE experim entell folqenden 

Zusam m enhanq:

1
f 2̂ 

(£)
� p2 (!f)C2bzw.W k = c, •

Darin sind der Faktor und der Exponent c2 Stoffkonstante, 

zur Dim ensionskontrolle dient der Luftdruck p. Die FlieSbe- 

dinqunq G1. (4.54a) postuliert, da/3 die Flie/3funktion und die 

Verfestiqunqsfunkti on zahlenm afli.q qleich sind. Dann ist

1

- p2(f)C2
'-i

. _e! . A)
Ct c2 ' c,1

hk

und
1; -1 1-c2

qc2 vp2/
dhk c2 (4.67)
dW k

Dam it erqibt sich der Verfestiqunqsparam eter A  ̂nach G1. 

(4.56) unter Berucksichtiqunq der Gin. (4.66) und (4.67) zu

2-c2
� ^iS)c,c2 p̂2' (4.68)

Die FIieflfunktion fp und die Potentialfunktion g des 

plastisch-expansiven Anteils bilden im  Raum der neqativen 

Hauptspannunqen (= Druckspannunqen) Keqelflachen m it der 

Spitze im  Ursprunq. Die von LADE bestim m ten Gleichunqen 

lauten: *

c3fp = ( is3/nis - 27 ) ■ (is/p )

-ISM 27 ♦ x-( pl IS)C31 -Ills

(4.69 )

(4.70 a)9 =
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Darin ist der Exponent 03 eine weitere Stoffkonstante und 

X ein Param eter, der von der FlieBfunktion und von einer Kon- 

solidierungsspannung - im  Triaxialversuch ist dies die Um fangs- 

spannung a2 = 03, es wird hier die kleinste Hauptspannung 

0s3 genom m en - abhangt. LADE gibt folgenden Zusam m enhang an:

X = cA-fp ♦ (4.70 b )+ C6

Darin sind C4, C5 und eg Stoffkonstanten. Der Gradient des 

plastischen Potentials ergibt sich nach G1. (4.40) zu

- ( 3Is2+ Xc3-(p/Is)C3' •(IIIs/p)]-l*[27 + X{p/Is)C3l ISs-os-Is-os-IIs-:]
(4.71)m =

Im  weiteren ist der Verfestigungsparam eter Ap nach G1. 

(4.51) zu bestim m en. M an erhalt zunachst nach einigen Rech- 

nungen:

= 3g - c3-x • ( P / Is) C3-nis (4.72)os: m

LADE gibt den folgenden, experim entell gefundenen Zusam m en

hang zwischen der Arbeit des plastisch expansiven Anteils 

und der FIieI3function fp, bzw. der Verfestigungsfunktion 

hp an:

1
= a • exp ( - b � W p ) • ( - W p / p ) ^ (4.73)fp = hp

Die Koeffizienten a, b und c werden in Abhangi.gkeit von der 

Konsolidierungsspannung 0S3 und einem  ausgezeichneten W ert 

wpm ax der plastischen Arbeit W p angegeben. W pm ax ist die pla- 

stische Arbeit am Ende des Verfestigungsbereichs, bevor eine 

Entfestigung eintritt. Nach einigen Rechnungen ergibt sich 

dann aus G1. (4.73) unter Beriicksichtigung des Zusam m enhangs 

fur b:

= 1.(1.c  ̂W p W ,

1d hp ) (4.74)
dW p pm ax
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M it den G1. (4.72) und (4.74) ist der Verfestiqunqsparam eter

nach G1. (4.51)

dhp
Ap = * Og . m ,dW p -s “

bestiinm t. Es zeiqt sich, daB weqen G1. (4.74) fiir W p = W pm ax

der Verfestiqunqsparam eter zu Null wird, d.h. es tritt keine 

Verfestiqunq raehr ein. An dieser Stelle nim m t die Verfesti- 

qunqsfunktion hp ihren qroBten W ert hpm ax an. Dem entspre- 

chend qilt als Nebenbedinqunq der plasti.sch-expansi ven 

Verfestiqunq:

s h (4.75)pm ax

Anschaulich bedeutet dies im  Raum der Hauptspannunqen, daB 

der FlieBkeqel des plastisch expansiven Anteils in seiner 

Ausdehnunq beschrankt ist, und daB som it die deviatorischen 

Spannunqen einen bestim m ten W ert nicht uberschreiten konnen.

Es verbleiben die Param eter des elastischen Verform unqsan- 

teils festzuleqen. Der Elastizitatsm odul E im  Elastizitats- 

tensor E nach G1. (4.39b) lautet nach LADE

c8 (4.76)<V (°s3/p)E =

Darin ist os3 die kleinste Hauptspannunq des Spannunqsten- 
und C7, Cs sind weitere Stoffkonstanten. Die Quer- 

dehnzahl wird als konstant angenom m en.
sors as

Die W erte der Stof fkonstanten bestim m t LADE fiir Sand aus den 

Erqebnissen von Triaxialversuchen. Dabei zeiqt sich, daB sie 

von der Laqerunqsdichte der Probe abhanqen. LADE erm ittelt 

sie jeweils fiir eine lockere und eine dichte Probenpackunq, 

ohne jedoch eine Gesetzm aBiqkeit zwischen den W erten der 

Stoffkonstanten und der Lagerunqsdichte anzugeben.
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Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Ubertragung eines Stoff- 

gesetzes, welches unter genau definierten Versuchsbedingungen 

abgeleitet wurde, auf allgeraeine Falle nicht unproblem atisch i st:

Das Stoffgesetz nach LADE i st nur flir spezielle Verform ungs- 

und Lastwege verifiziert. Das sind die, die sich iiberhaupt 

in Triaxialversuchen realisieren lassen.

LADE stellt eine skalare Abhangigkeit der Potentialfunktion

sowie der Param eter hp (Gl.(4.73)) und E 

(4.76)) von einer Konsolidierungsspannung, das ist im  

, Triaxialversuch die Um fangsspannung a2 .=03, test. Eine 

direkte Ubertragung auf allgem eine Falle, indem  als Konsoli- 

dierungsspannung die kleinste Hauptspannung a gev̂ hlt 

wird, verletzt bei Zugrundelegung eines Eulerschen Bezugssy- 

stem s das Prinzip der Raum invarianz. Dieses Prinzip im pli- 

ziert, daB ein spannungsabhangiger Skalar eine Funktion der 

Spannungsinvarianten sein m uB. Die Verletzung des Prinzips 

wird zunachst in Kauf genom m en. Bei der weiteren Anwendung 

des Stoffgesetzes ware zu prvifen, ob fur die Konsolidie- 

rungsspannung nicht eine Funktion der Spannungsinvarianten 

genom m en werden kann.

g (Gl. (4.70a,b)), 

(G1.

4.4.4 Der viskose Anteil

Die Ausfuhrungen in Abschnitt 3 zeigen, daB hinsichtlich des ge- 

schwindigkeitsabhangigen bzw. viskosen Verhaltens granularer 

Schuttguter keine allgem eingiiltigen und anwendbaren Gesetzm aBig- 

keiten bestehen. Em pirisch und theoretisch gewonnene Ansatze sind 

entweder nur auf spezielle Falle anwendbar Oder in zu allgem einer 

Form  gegeben. Der Tensor G des geschwindigkeitsabhangigen Anteils 

nach Gl. (4.36b),

G : d (4.77 a)=
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wird deshalb hier unter dem  Gesichtspunkt festgelegt, eine 

m oglichst einfache Form  zu erhalten. In Analogie zum  Stoff- 

gesetz der Navier-Stokes'schen Flussigkeit werden die Kom po- 

nenten von G wie folgt gewahlt:

= 2m..( 6ir-6is - | 5fj-6rs )G ijrs (4.77 b)

Darin ist u eine weitere Stoffkonstante, im  folgenden hier 

Viskositatszahl genannt. Der Ansatz m it den G1. (4.77a, b) 

ist isotrop im  Sinne von G1. (4.6) und erfullt som it das 

Prinzip der Raum invarianz. Neben seiner einfachen Form  bie- 

tet er den Vorteil, nur einen Stoffparam eter zu enthalten.

Dem steht gegeniiber, daB einige der M erkm ale geschwi.ndig- 

keitsabhangigen Verhaltens, wie sie in Abschnitt 3 beschrie- 

ben sind, nicht erfaBt werden. Die GroBenordnung des zunachst 

unbekannten W ertes der Viskositatszahl wird spater abge- 

schatzt, indem  die m it dem Rechenverfahren erm ittelten 

FlieBgeschwindigkeiten in Silos m it tatsachlich auftretenden 

FlieBgeschwindigkeiten verglichen werden.

4.5 Die Anwendung des Stoffgesetzes im  Eulerschen Bezugs- 

system

Neben dem Spannungszustand in Form  von os gehen in den ela- 
sto-plastischen Anteil _H des Stoffgesetzes eine Reihe von 

Param etern ein, die den Verfestigungszustand des M aterials 

beschreiben. Stellvertretend sei die Verfestigungsfunktion 

hp des plastisch-expansi ven Verhaltens betrachtet. Dies ist 

eine m it der Zeit t veranderliche GroBe, die sich physika- 

lisch sinnvoll zunachst nur auf korperfesten Punkten defi- 

nieren laBt:

hp = hp( y , t )
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Durch Invertierung der G1. (4.7a) laBt sich jedem  raum festen 

Punkt x in Abhangigkeit von der Zeit t ein korperfester 

Punkt y zuordnen:

y = y ( x,t)

M an erhalt so die Funktlon hp in Abhangigkeit von raum festen 

Punkten

hp( y (_x. t) . t ) = hplx., t )hP =

Es wird nun der Zeitpunkt t = t° betrachtet, zu dem sich im  

raum festen Punkt )c der korperfeste Punkt y befindet. W ie 

spater noch ausfiihrlicher erlautert wird, ist m an bei. der 

Festlegung des Verform ungstyps gezwungen, nicht nur den 

aktuellen W ert der Verfestigungsfunkti on

hp( y , t°) = hp(_x, t°) (4.78)

zu bestim m en, sondern auch deren W ert im  korperfesten Punkt 
y zum vorhergehenden Zeitpunkt t = t° 

hp(y,t°-dt), wobei.
dt, das ist

hp(y,t°-dt)  ̂hp(_x,t°-dt)

Es gelten nun folgende Zusam m enhange:

hp( y, t°) = hp(y,t°-dt) + hp-dt

hptx̂ .t0) = hp(x_,t°-dt) + £̂-dt (4.79 a,b)

at

die materielle und 8hr^/3t die ortli.che Ablei-Darin ist h PP
tung von hp. Die ortliche Ableitung bezeichnet die Anderung 

in einem  raum festen Punkt x in Abhangigkeit von der

von hp und der Geschwindig-

von hp
Zeit t. Mit dem Gradienten Vh—P
kei.t v gilt:
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3hp
hf ' at + Vhp • v (4.80)

Man erhalt aus den G1. (4.79 a, b) unter Beriicksichtigung 

der Gl. (4.78) und (4.80):

hp( y , t° - dt ) = hp(x,t°-dt) -Vhp-v-dt (4.81 )

Die Aussage der Gl. (4.81) lautet in W orten:

Befindet si.ch der korperfeste Punkt y zum Zeitpunkt t = t° 

im  raum festen Punkt x, so lafit si.ch bei bekanntem  Geschwin-

digkeitsfeld der W ert der Verfestigungsfunktion hp in y zum  
Zeitpunkt t = t° dt aus dem  W ert von hp in x zum  gleichen 

Zeitpunkt und dem  Gradienten Vhp bestim m en. Entsprechende

G lei chungen gelten auch fur die librigen M ateri alparam eter. 

Som it laSt sich, ausgehend von raum festen Punkten, die 

"Geschichte" von Stoffparam etern zuruckverfolgen, wie es 

si.ch bei der Bestim m ung des Verform ungstyps des elasto-pla- 

stischen Verhaltens als erforderlich erweist.

Im  weiteren sind am Stoffqesetz nach Gl. (4.35a) und 

(4.36a, b)

o = H : d + G : d (4.82 )

form ale M odifikationen vorzunehm en. W ie bereits erlautert
o owurde, bezeichnen die Variablen a_ bzw. _d die Spannungsrate 

bzw. Verform unqsbeschleuniqunq in einem  korperfesten Bezuqs- 

system . Nun sind bei Annahm e eines raum festen Bezuqssystem s 

die ortliche Spannunqsrate 3a/9t, bzw. die ortliche Verfor

m unqsbeschleuniqunq 3dV3t zu bestim m en, die sich auf raum - 

feste Punkte beziehen. Es besteht folgender Zusam m enhanq 

zwi schen der m ateriellen Ablei tunq ( ) und der ortlichen 

Ableitunq 3( )/3 t von o bzw. d:

da „ 
o = -=• + Vo • vat

(4.83 a,b)
9d.

d =s + Vd • vat
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Darin ist Vo der Gradient von £, ein Tensor 3. Stufe m it den 

Kom ponenten Entsprechendes' gi It fur V_d. Der Zusam m en-

hang zwischen den m ateriellen Ableitungen (') und den Varia- 

der Form (°) ergibt sich nach den Gl. (4.34a, b)blen :

o = o + o* w w  • o
0

d = d + d • w wd

M an erhaIt dam it:

do o
— —  = o - ( o-w - w-o + Vo*v )at

(4.84 Q,b )
ad= —  + (d*w - w*d + Vd*v)
at -

d

Die Gin. (4.82) und (4.84b) in Gl. (4.84a) eingesetzt
ergeben:

do 0 d
= H : d + G : — = - ( o-w - w*o + Vo*v ) + G  : ( d>w - w*d + Vd *v) (4.85)at at

Hierin beschreiben die beiden ersten Anteile der rechten 

Seite das physikalische Verhalten des M aterials, wahrend 

sich die restlichen beiden Anteile aus der geom etrischen 

Nichtli.nearitat ergeben.

Im  Rechenverfahren wird der Cauchy-Spannungstensor a durch 

die num erische Integration der ortlichen Spannungsrate 

bestim m t:

r do
0 . f~ d, (4.86)

bzw. in Anlehnung an die Bezei.chnungwei se in Abschnitt 

4.4.1, Gl. (4.37a)

o - /£(£. o ) dt
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Dabei ist mit G1. (4.84a) :

o o
£ ( o .0 ) = £ - (ow-wo + Vov)

M it der Aufteilunq der Spannunqsrate und der Spannunq nach 

Gl. (4.35a, b)

oo o
0 = 0S + 0V

0 = 0S + 0V

qilt dann offensichtlich:

^ (a, a ) = £los +oVJos +ovl

Dam  it ist nachqewi esen, da!3 die Gl. (4.37c) zutrifft, und

die Voraussetzunq der Aufteilunq der Spannunq nach Gl. 

(4.35a, b) qeqeben ist.
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5 Das num erische Rechenverfahren

5.1 Allgem eines

Neben dera Stoffgesetz nach G1. (4.85)

gen m it 18 Unbekannten: jeweils 6 Kom ponenten von a und d, 

jeweils 3 Kom ponenten von w und v den Beziehungen zwi - 

schen der Verform ungsrate d und der Geschwindi.gkei t v nach 

(4.16) bzw. zwischen der Rotationsrate w und v nach G1. 

(4.17) - zusam m en 9 Gleichungen - sind die Gleichgewichts- 

bedingungen zu beriicksichtigen. Sie lauten im  Eulerschen 

Bezugssystem :

das sind 6 Gleichun-

G1.

V-£ + p ( bv - v_ ) = 0 (5.1)

Darin ist V • a das Tensorprodukt des Operators V m it dem  

Cauchy-Spannungstensor a_, es hat die Kom ponenten 

W eiterhin ist p die spezifische M asse, bv die Volum enkraft

der Erdbeschleunigung und v die m aterielle Ableitung der 

Geschwindigkeit, bzw. die Beschleunigung. M it G1. (5.1) 

ergeben sich drei weitere Gleichungen m it der zusatzlichen 

Unbekannten p . An di.eser Stelle stehen 19 Unbekannte 18 

Gleichungen gegenuber. M an kann zum  Ausgleich die Bedingung 

der M assenkontinuitat heranziehen, m an vergleiche M ALVERN  

[21J, Abschnitt 5.2. Sie lautet:

9P + tr [ V ( p _v )] = 0 (5.2)
at

Die spezifische M asse p des granularen Schiittguts ist unm it- 

telbar m it dessen Lagerungsdichte verbunden. M iBt m an die 

Lagerungsdichte durch die in Abschnitt 3 eingeflihrte Volu- 

m envertei lungs funktion (a, die den Festkorperantei.1 im  Ei.n- 
heitsvolum en des Raum es angibt, so gilt folgender Zusam m en- 

hang:

(5.3 )p = a) • y
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Darin i st Y die spezifische M asse der festen Partikel, die 

als Constant angesehen werden kann. M an kann die raum li.ch 

und zeitlich veranderliehe Lagerungsdichte des granularen 

Schiittguts m it Hilfe der G1. (5.2) und (5.3) im  num erischen 

Rechenverfahren beriicksichtigen, wi e z.B. bei CHUNG [ 25j , 

Abschnitt 6, angegeben. Auf eine ausfuhrliche Darstellung 

wird verzichtet. Um das Verfahren hier zu vereinfachen, wird 

die spezifische M asse p in den Gleichgewichtsbedingungen 

(5.1) als raum lich und zeitlich konstant angenom m en und dem  

bekannten Anfangswert Po gleichgesetzt. Da bereits beim  

Stoffgesetz die veranderliehe Lagerungsdichte nicht beriick- 

sichtigt wird, erscheint diese Vereinfachung beziiglich der 

Gleichgewichtsbedingungen zulassig.

An dieser Stelle reduziert sich das Problem  auf 18 Unbekannte 

aus a, d, w, v m it 18 Gleichungen. Dieser Gleichungssatz 

beinhaltet, abgesehen von der gerade getroffenen Annahm e 

iiber p , keine einschrankenden Annahm en und kann auf belie- 

bige Verform ungen und Verform ungsgeschwindigkeiten ange- 

wendet werden.

Fiir die Anwendung der M ethode der Finiten Elem ente m uB die 

Gleichgewi chtsbedingung (5.1) in eine Integralgleichung 

iiberfiihrt werden. Dies wird im  folgenden kurz beschrieben. 

(5.1) i st genau dann erfiillt, wenn gilt:Die Gl.

[ V*£ + p ( lbv - v ) ] • 6 v dV (5.4 )= 0
v

M an beachte, daB sich das Integrationsgebiet V wegen der 

Annahm e eines Eulerschen Bezugssystem s nicht auf einen m ate- 

riellen Korper sondern auf den Raum  bezieht, und zwar auf 

denjenigen Teil des Raum es, der vom  Korper eingenom m en wird.

(5.4) ist Sv eine beliebige, von Null verschiedene 

"Testfunktion", die im  allgem einen als eine Variation des

In Gl.
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Geschwindigkeitsfeldes interpret!ert wird. Unter der Voraus- 

setzung, da!3 di e zur Losung zugelassenen Geschwindigkeits- 

felder die kinematischen Randbedingungen, die auf dem Rand 

Sv vorgeschrieben sind, erflillen, konnen die Testfunktionen 

dort zu Null gesetzt werden.

6v = 0 auf Sv (5.5)

Die partielle Integration des ersten Teils von G1. (5.4) 

liefert:

k-
v

- Jg_: 6(Vv) dV + Jo-np6v dS

v s
o-6v dV = (5.6)

Darin ist Vv der Geschwindigkeitsgradient, S der gesam te 

Rand des Korpers, n  ̂die Norm ale zum Rand und a • n  ̂= bt 

die Randspannung. Die Randspannung ist auf dem  Rand 

S-(- = S - Sv vorgeschri eben. M it G1. (5.5) gilt dann:

y"o’J2t’6v_ dS 

s
= b̂t*6v dS (5.7)

Es blei.bt noch das Volum enintegral der rechten Seite

von G1. (5.6) um zuform en. Aus der Sym m etrie des Spannungs-

tensors a folgt m it der Verform ungsrate d = 1/2 (Vv + VvT):

o : 6(Vv) o : 6d (5.8)

M it den Gin. (5.7) und (5.8) ergibt sich aus G1. (5.6):

Jl-
v

- fa : 6d dV + 
v st

Ibpfiv. dSo • 6 v dV =

Dam it laI3t sich die den Gleichgewichtsbedingungen aquivalen- 

te Integralgleichung (5.4) wie folgt schreiben: �
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= J b/5v pdV + |bf-6v dS

v st
Jo : 6d dV + yv
v v

(5.9)v • 6v p dV

Dies 1st das Prinzip der virtuellen Geschwindiqkeiten. Fur 

die weitere Anwendunq ist noch eine Beziehunq zwischen der 

Beschleuniqunq v und der ortlichen, auf den raum festen Punkt 

bezoqenen Geschwindiqkeitsableitunq 3v/9t anzuqeben. Es qilt 

folqender Zusam m enhanq:

3v (5.10 )v = + Vv • vat

(5.9) sind die Inteqrationsqebiete V und di.eie- 

niqen Gebiete des Raum es, die der m aterielle Korper ein- 

nim m t und hanqen som it von der Bewequnq des Korpers im  Raum  

ab. Die ist zunachst unbekannt und folqt, in Zusam m enhanq 

m it einem  Stoffqesetz, erst als Erqebnis aus G1.

Es ist daher i.a. unzweckm aI3iq, Randwertproblem e bei Fest- 

korpern m it qroflen Verform unqen auf der Grundlaqe der G1. 

(5.9) zu behandeln. Im vorlieqenden Fall lost sich das Pro

blem  iedoch insofern, als die auBere Geom etrie des betrach- 

teten Korpers, das ist qranulares Fullqut, durch einen 

Behalter vorqeqeben ist, dessen eiqene Verform unqen im  all- 

qem einen vernachlassiqt werden konnen.

In der G1.

(5.9).

Raum liche und zeitliche Diskretisierunq5.2

5.2.1 Gleichqewichtsbedinaunqen

An dieser Stelle m uI3 aus Zweckm aBi qkei tsqriinden die Schreib-

weise der verwendeten physikalischen GroBen teilweise m odi-

fi.ziert werden. Die Koordinaten x und Geschwi ndi qkei ten v sind

wie bisher als Vektoren aufzufassen. Die Tensoren 2.Stufe, das
osand die Cauchy-Spannunq a, die Jaum annsche Spannunqsrate a,



62

o
die Verform unqsrate d, die Verform unqsbeschleuniqunq d und 

die Rotationsrate w werden als Vektoren, die Gradienten Vv, 

Vo und Vd als M atrizen und die Tensoren 4.Stufe H und G

ebenfalls als M atrizen qeschrieben. Die in dem Stoffqesetz 

nach G1. (4.85) auftretenden Anteile (a • w

(d • w

w • a) bzw.

w • d) werderi als Produkt einer M atrix fia bzw. fid, 

die als Kom ponenten Li nearkom binationen von a-jj bzw. dj j 

enthalt, m it dem  Vektor w qeschrieben. Die qenaue Darstel-

lunq der m odifizierten Schreibweise findet sich im  Anhanq B. 

Als Rechenreqeln werden die Reqeln der M atrizenalqebra anqe- 

wendet. Die Gleichqewichtsbedinqunqen nach G1. (5.9) schrei- 

ben sich unter Berucksichtiqunq von G1. (5.10) ietzt wie

folqt:

fddT-a dV + /8v t -( + Vv-v)p dV =
J,----- r ~ 9t - “ (5.11 )vPdV + tdS

v vV St

Im  folqenden werden, soweit hier fiir die Anwendunq erforder- 

lich, die Grundziiqe der M ethode der Finiten Elem ente m it 

Verschiebunqsansatzen erlautert. Ausfuhrliche Darstellunqen 

findet m an u.a. bei BATHE [26J, BREBBIA/FERRANTE [27J, 
ZIENKIEW ICZ [ 28J .

Zur Bestim m unq von ISSherunqlosunqen wi.rd das raum lich und 

zeitlich veranderliche Geschwindiqkeitsfeld v = v(x,t) durch 

einen Ansatz der Form

v = N ( x ) • a (t) (5.12)

approxim iert. Dabei ist N(x) die M atrix der Form funktionen, 

die nur von den raum lichen Koordinaten x abhanqen, und a.(t) 
ist ein Vektor, dessen Kom ponenten die Geschwindiqkeiten in 

festen raum lichen Punkten si.nd und nur von der Zei.t t abhan

qen. Es wird vorausqesetzt, da!3 der Ansatz nach G1. (5.12) 

die kinem atischen. Randbedi.nqunqen erfullt.
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Aus G1. (5.12) erqeben sich Approximationen fiir die Verfor- 

munqsrate und die Rotationsrate

d = B (x ) ■ a (t)
(5.13 a,b)

w = R (x) • a ( t)

Die M atrizen B und R enthalten Linearkom binationen der par- 

tiellen Ableitunqen der Form funktionen nach den raum lichen 

Koordinaten. M it den Gin. (5.12) und (5.13a) folqt aus G1. 

(5.11):

( /nT-N p dV-+
V

yV-Vv-NpdV • a +/bt -o dv) =

v v

= 6aT- ( /NT-bv p dV ♦ JNt - bt dS ) 

v s*

6aT-

(5.14 )

t

(5.14) muB fiir beliebiqe Werte 6 aT qelten. Mit denDi 0 Gl •
Abkur zunqen

I NT'N p dVM = Massenmatrix (5.15)
V

/

V

NT-Vv -N p dVjUv = konvektive Massenmatrix (5.16)

BT-o dVk = (5.17)Vektor der inneren Knotenkrafte
v

p = J NT-bvp dV + J NT-b

v s.
dS Vektor der Lastknotenkrafte (5.18)

t

erqibt sich aus Gl. (5.14):

+ mv .u (5.19)a + k = p
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Darin 1st die M assenm atrix M konstant, die konvektive M as- 

senm atrix hangt iiber den Geschwindigkeitsgradienten Vv von 

den Knotengeschwindigkeiten a ab, ebenso die inneren Knoten- 

krafte k m ittels Stoffgesetz und Geschwindigkeitsfeld. 

Daruberhinaus sind im  vorliegenden Problem  die Spannungen 

auf dem Rand S -̂ nicht konservativ, da die Reibungskrafte 

zwischen Fiillgut und Behalterwand vom inneren Spannungszu- 

stand und som it von den Verform ungen des Fiillgutes abhan- 

gen. Die G1. (5.19) laBt sich in folgende Form  um schreiben:

3a = f ( a,t) (5.20a )
3t

m it

-1
f ( a, t ) = M _ • [ p ( a, t) - k ( a ) -M v̂ al-a] (5.20 b )

Die G1. (5.20a,b) sind ein System  nichtlinearer gewohnlicher

Differentialglei.chungen 1. Ordnung fur die Knotengeschwin

digkeiten a in Abhangigkeit von der Zei.t t. Es kann als 

Anfangswertproblem  naherungsweise m it Differenzenverfahren 

num erisch gelost werden. Eine kurze Darstellung dieser Ver- 

fahren findet sich in Anhang D. Im  vorliegenden Problem  wi.rd 

ein Einschrittverfahren angewendet. M it den Abkurzungen

a' = a (t1)
(5.21 a, b)

f1 = f (a',t‘)

lassen sich diese Verfahren in allgem einer Form  wie folgt 

darstellen:

n+1n + 1 (5.22 )= an + At• t (1 - a) -fn + a- fa
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Darin 1st a ein Integrationsparam eter und At = tn+l - tn.

Bei Vorgabe eines Anfangswertes a° konnen m it G1. (5.21) 

sukzessive die folgenden W erte a1, a2 

werden. Der Integrationsparam eter kann im  Bereich 0 < a < 1 

beliebig gewahlt werden, nim m t aber EinfluB auf die Genauig- 

keit und Stabilitat des Verfahrens. AuBerdem  ist die G1. 

(5.22) fur a > 0 i.a. ein nichtlineares Gleichungssystem , 
da fn+1 die Unbekannte an+l in nichtlinearer Form  enthalten 

kann. Unter gewissen Voraussetzungen, die im  Anhang D erlau- 

tert werden, ist das Verfahren nach G1. (5.22) fur a > 1/2 

unbeschrankt stabil, d.h. die Fehler der Naherungslosung 

werden fur beliebig groBe At bei. fortschreitendem  Index n 

nicht akkum uliert. Fiir alle weiteren Uberlegungen wird a = 1 

gesetzt. M it den Abkurzungen

. usw. erm i.ttelt• •

p1 = p ( a! t')

i ik' = k ( a ) (5.23 a - c )

i i
M v = Mv(£ )

ergibt sich aus der G1. (5.20b):

*0 + 1 ki“1/ n + 1 i
f = M •( p - kn + 1 n n + 1 n + 1

-M v •£

Dies in G1. (5.22) eingesetzt liefert mit a = 1:

+ —  M  • an 
At-----

n + 1 n +1 n +1+ k (5,24)= P

Hierin sind die inneren Knotenkrafte kn+l zunachst noch 

nicht bestim m t. Dies geschieht im  folgenden Abschnitt.
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5.2.2 Stoffqesetz

(5.17). Zum
Zeitpunkt t = tn+l m it der dazuqehdriqen Spannunq _an+l er- 

halt m an '

Die inneren Knotenkrafte eraeben sich nach G1.

knt1 = f Bt- on+1 dV 

v
(5.25)

Darin ist die M atrix J3 konstant. Die raum lich und zeitlich 

veranderliche Spannunq 0 = o(x,t) ist durch das Stoffqesetz 

bestim m t, das durch G1. (4.85) in Form  eines System s nicht- 

linearer qewohnlicher Differentialqleichunqen 1. Ordnunq 

qeqeben ist. In der einqanqs dieses Abschnitts einqefuhrten 

Schreibweise erqibt sich das Stoffqesetz wi e folqt:

ao 3d
= H • d + G  • —  - (Qo-w+Vo-v) + G- (fid-w+Vd'v)

—  at -- -- - -- --
(5.26 a)at

Die qeom etrisch nichtlinearen Anteile, das sind der 3. und 

Sum m and der rechten Seite, werden in einem  Vektor z4.

zusam m enqefaBt:

32 . H � d
r+ H  • — =at (5.26 b)+ zat

Zur naherunqsweisen Losunq dieser Differentialqleichunq wird 

wieder ein Einschrittverfahren verwendet. Die sinnqem aBe 

tibertraqunq der G1. (5.22) liefert m it a = 1:

r 3dnt1n + 1 n +1= £n + At-(Hn+1-d (5.27)0
- at
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Diese Gleichunq laBt sich weiter vereinfachen, indem  m an das 

Einschrittverfahren G1. (5.22) m it a = 1 auf die Verform unqs- 

rate anwendet:

n+ 13dn*1 d - dn
(5.28)at At

Hierm it folqt dann aus G1. (5.27):

= on + At-  ̂H_n +1 n + 1 n + 1n + 1 + _zn + 1 j + Gi • d̂ -4") (5.29)•d2

Bei der expliziten Berechnunq des elasto-plastischen Stoff- 
tensors Hn+1 ist zu beachten, daB zunachst fur den Zeitpunkt 

tn+l ein Verform unqstvp (d.h. elastisch oder plastisch ex- 

pansiv oder plastisch kontraktiv, bzw. Kom binationen) fest- 

zuleqen ist. Es bleibt zu klaren, nach welchen Reqeln der 

Verform unqstyp des elasto-plastischen Stoffverhaltens be- 

stim m t werden soli, da sich die Fliel3bedinqunqen nach den 

Gin. (4.46a, b) bzw. (4.54a, b) nicht unm ittelbar auf dis- 

krete Zeitpunkte ubertraqen lassen. Bezeichnet d die plasti- 

sche Verform unqsrate, dann lauten die FlieSbedinqunqen (ein- 

schl. Konsistenzbedinqunq) m it einer FlieBfunktion f und 

einer Verfestiqunqsfunktion h:

f - h = 0 und

d 4 0 f > 0 (5.30 a - c )und<=>

(f - h) = 0

d = 0 sonst

FlieB- und Verfestiqunqsfunktionen si.nd auf korperfesten 

Punkten y definiert und m it der Zeit t veranderlich:

f = f ( y , t )

h = h ( y , t)
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Es sei anqenom m en, daB der korperfeste Punkt y die FlieBbe- 

dinqunq zum Zeitpunkt t erfullt. Es folqt dann aus den Gin. 

(5.30a, b) unter Berucksichtiqunq der G1. (5.30c)

f ( y, t) = h ( y, t ) und
(5.31 a,b)d 4 0 <=>

h(y.t) > 0

AuBerdem  qilt:

h(y,t) = h(y,t-dt) + h(y,t)-dt

Dam it lassen sich die G1. (5.31a, b) durch

f(y,t) = h(y,t) und
(5.32 a,b)d * 0 <—>

f (y ,t ) > h(y,t-dt)

ersetzen. Diese Form  laBt sich direkt auf diskrete Zeit-

punkte ubertraqen:

= h ( y , tn+V)n *1f ( y, t und
dn’1 4 0 (5.33 a.b)<=>

fly, tnt1 > h ( y , tn)

Der korperfeste Punkt y befindet sich zum Zeitpunkt t = tn+l 

im  raum festen Punkt x. Dann ist

f ( y, tnt1) = f (x,tn*1)

n* 1 ) = h ( x , tn+1)h ( y, t
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und rait G1. (4.81)

h(y,tn) s hlx.t") - Vh-v-At

Insqesam t lautet dann die FlieBbedinqunq fur discrete Zeit- 

punkte im  Eulerschen Bezuqssystem :

n +1n + 1 undh ( x , tf ( x . t 5

n +1 (5.34 a, b)4 0d <=>
n+1 h ( x,tn) - Vh-v - Atf ( x, t >

n + 1 sonst= 0d

5.2.3 Die Kom bination von Gleichqewichtsbedinqunqen 

und Stoffqesetz

M i t der Approxim ation der Verform unqsrate qem aB G1. (5.13a)
zum Zeitpunkt t = tn+1

n +1n ♦ 1
= B • ad

den Spannunqen zum Zeitpunkt t = tn+l nach G1. (5.29) und 

den Abkurzunqen

/n + 1 n + 1Kr (5.3.5 )•B dV tangentiale Steifigkeitsmatrixz
V

c •B dV (5.36)ViskositatsmatrixZ

V

= / BT z

V

n + 1 nt1dV
— N (5.37)innere Knotenkrafte aus

geometrischer Nichtlinearitat
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lassen sich die inneren Knotenkrafte kn+l nach G1. (5.25) 

wie folqt schreiben:

n +1 n + 1 n + 1 + C-( an+1 - an) + At • kN'n+1= _kn + At • Ktk (5.38)• a

Hieraus lafit sich m it der G1. (5.24) ein Gleichunqssystem

ableiten, welches Gleichqewicht und Stoffqesetz m iteinander 

verbindet:

n+1 n + 1 n + 1+ C + At'KTn*1) - aM + M + At � kN s
— V

(5.39)
n+1

= P

In diesem  Gleichunqssvstem  sind die M assenm atrix M und die 

Viskositatsm atri x C konstant. Die konvekti.ve M assenm atrix 

M y hanqt Uber den Geschwindiqkeitsqradienten Vv von den Kno- 

tenqeschwindiqkeiten a, die tanqentiale Steifiqkeitsm atrix 

Kt nach Festlequnq eines Verform unqstvos liber den Stofften- 

sor H vom Soannunqszustand, und der Vektor der "qeom etrisch 

nichtlinearen" Knotenkrafte k̂  vom  Spannunqs- und Verfor- 

m unqszustand ab. Der Spannunqszustand wiederum  ist liber das 

Stoffqesetz nach G1. (5.29) an den Verform unqszustand und 

dam it an die Knotenqeschwi.ndiqkeiten a qekoppelt.

Bei. Vorqabe eines Anfanqswertes der Knotenqeschwi ndi qkeiten 
a0 und eines Anfanqsspannunqszustands a0 konnen aus dem  

Gleichunassvstem  G1. (5.39) bei qeqebenen Lastvektoren 
p1. p2 ... usw. sukzessive die Knotenqeschwindiqkeiten a1, 

a2 ... usw. erm ittelt werden. Dabei ist eine iterative Vor- 

qehensweise erforderlich, da weaen der qerade aenannten Ab- 

hanai.akei.ten die Unbekannte a direkt oder indirekt in M y ,

Kt und kjj einoeht. Darliberhinaus sind folqende Nebenbedin- 

qunqen zu beachten:
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Es diirfen, da es sich um ein qranulares Schiittqut han- 

delt, keine Zuqsoannunqen auftreten.

Die Soannunqen unterlieqen, wie in Abschnitt 4.4.3 er- 

lautert wurde, hinsichtlich i.hrer deviatorischen Anteile 

einer Grenzbedinqunq.

5.3 Die Losunq des nichtlinearen Gleichunqssvstem s

Eine ausfuhrliclie Darstellunq der Losunqsm ethoden nichtli- 

nearer Gleiehunqssysterae fi.ndet m an u.a. bei ORTEGA/RHEIN- 

BOLDT [29J . Zur Losunq des Gleichunqssystem s (5.39) wird 

hier eine M ethode in Anlehnunq an das Verfahren von Newton- 

Raphson verwendet. Als Ausqanqspunkt dienen die den Gin. 

(5.39) aquivalenten G1. (5.24), die m it

n.1
M = M

n+ 1
a = a

n + 1
k = k

n ♦ 1
P = P

in folqender Form  qeschrieben werden:

p + M̂ -(an-a) -M v-£ - k

(5.40)
= 0

Es wi rd vorausqesetzt, da!3 die Knotenqeschwi ndiqkei ten 

an zum Zeitpunkt t = tn, dam it auch vn, dn, wn sowie der 

Spannunqszustand an bekannt si nd. Unter Beriicksi chti qunq des 

Stoffqesetzes G1. (5.29) ist dann
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4> = (a)

Im folqenden soil eine Iterationsvorschrift zur Losunq der 

nichtlinearen G1. (5.40) abqeleitet werden. Dazu wird die

G1. (5.40) durch M ultiplikation m it der Inversen einer 

beliebiqen nichtsinqularen M atrix A und durch qleichzeitiqes 

Subtrahieren und Addieren der Unbekannten a in folqende Form  

iiberfuhrt:

-1a + • t|j (5.41)a

Hieraus kann m an eine Iterationsvorschrift ableiten,

i+1 -1 i
(5.42 )a + A • ijj( a)a

die sich wie folqt beschreiben laBt:
M an nehm e eine Naherunqslosunq â der Gleichunq ¥(a) = 0. Es 

1st _y(-*a) * 0. Der Fehler ¥(̂ -a.) wi rd durch die M atrix A-1 

einen Korrekturwert transform iert, m i t dem  *-a m odi.fi ziert

x+i

in

wi.rd, urn eine verbesserte Naherunqslosunq a zu erhalten.

Die Iterationsvorschrift erqibt eine Folqe von W erten â, 

die bei qeeiqneter W ahl von A und °a qeqen einen Grenzwert 

a konverqieren. Dieser Grenzwert ist Losunq der G1. (5.40).

(5.42) leiten sich einiqe bekannte Verfahren ab, so 

die M ethode von Newton-Raphson. Diese M ethode setzt A als 

Funktionalm atrix J des Fehlervektors J? und nim m t den W ert
ia:

Aus G1.

von J an der Stelle

(5.43 )= - J Co)A = 3al„ = ifl
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Hierbei 1st A in jedem  Iterationsschritt neu aufzustellen 

und zu invertieren. On diesen Aufwand zu verm eiden, setzt 

die m odifizierte M ethode von Newton-Raphson:

A = (5.44 )
0a _ _n 1 a = a

Darin ist an das bekannte Ergebnis des vorhergehenden 

Rechenschritts. A wird einm alig zu Beginn der Iteration 

aufgestellt und invertiert. Die W ahl der Funktionalm atrix 

von  ̂f̂ r A ist nicht zwingend, m an kann z.B. auch 

A = a • _1 m i.t der Einheitsm atrix 1_ und einem  geeigneten 

Faktor a wahlen. Dann entfallt der Aufwand fur das Auf- 

stellen und Invertieren von A. Das Problem  besteht darin,

A so zu wahlen, dalB das Iterationsverfahren konvergiert. 

Hierzu finden sich Uberlegungen bei TORNIG [30J , Abschnitt 

Dort wi.rd gezeigt, daB die M ethode von Newton-Raphson 

konvergent ist, sofern der Startwert oa der Iteration 

innerhalb einer jeweils im  Einzelfall zu bestim m enden 
Um gebung der Losung *a liegt. Praktisch laBt sich im m er 

Konvergenz erreichen, wenn der Startwert nahe genug an der 

Losung liegt. W eitergehende Uberlegungen zeigen, daB die 

M ethode relativ schnell konvergiert, i.a. sind nur wenige 

Iterationen erforderlich, urn eine Losung m it vorgegebener 

Genauigkeit zu erm itteln. Dem steht der groBe Aufwand beim  

Aufstellen und Invertieren der M atrix J gegeniiber. Die 

weniger aufwendige m odifizierte M ethode von Newton-Raphson 

konvergiert ebenfalls, wenn das Ergebnis an des letzten 
Zeitschrittes nahe genug an der Losung *a des aktuellen 

Zeitschrittes liegt. Der Aufwand in jeder Iteration ist 

wesentlich geringer als bei der M ethode von Newton- 

Raphson, dafiir sind m ehr Iterationen erforderlich.

4.
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Die M atrix A wird hier zur Losunq des Gleichunqssystem s 

(5.40) in Anlehnunq an die m odifizierte M ethode von Newton- 

Raphson qewahlt. Zunachst erqibt sich aus G1. (5.40):

3k0M3^ 3p 1
—  • aM +

+ + a!3g 3g At 3a

M it

n * 1
k = k

n *1
= — NBn

n +1
- k t

erhalt m an aus der G1. (5.38) fur die inneren Knotenkrafte:

9Bn3k•5=t • a + At Kt + C + At 
3a “ -t - Q q

3k = At3a

Vernachlassiqt man die Anteile 9p/3a, 3My /3a, 3K>p/3a und 

3kjsg/3a, so verbleibt

341
—— s

1-f M + M„ + C + At Kt  At— ~v ~3a

Die Matrix A wird dann hier wie folqt qewahlt:

-1m + M J + 
At “

At KTn (5.45)C +A =

Darin sind M yn bzw. Kipn die m it dem Erqebni.s an des letzten 

Zeitschrittes erm ittelte konvektive M assenm atrix bzw. die 

tanqentiale Steifiqkeitsm atrix. Als Startwert der Iteration 
wird °a = 0 qewahlt. Die m it diesen Festlequnqen durchqe- 

fiihrten Rechnunqen erweisen sich spa ter bei der Anwendunq 

im m er als konverqent.
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Dam it sind an dieser Stelle alle wesentlichen Gleichungen 

abgeleitet. Der Ablauf des num erischen Rechenverfahrens ist 

schem atasch im  Bild 5.1 dargestellt. Zu diesem  Diagram m  sind 

folgende Anm erkungen zu raachen.

©Zur Stelle
Die elasto-plastische Stoffm atrix Ĥn und die geom e- 

trisch nichtlinearen Spannungsinkrem ente ẑn hangen vom  

Spannungszustand ân, der erst im  folgenden Rechen- 

schritt bestim m t wird, ab. An dieser Stelle ist deshalb 

eine weitere Iteration erforderlich, wobei m it dem Span- 
nungswert zur Berechnung von *Hn und i_zn zuruckge-

gangen wird. Dies geschieht so lange, bis angenom m ener 

und berechneter Spannungswert iiberei nstim m en. Urn dieses 

aufwendige Vorgehen zu verm eiden, wird das Verfahren 

noch m odifiziert. Darauf wird spater eingegangen.

:

Zur Stelle

Die inneren Knotenkrafte werden durch eine num erische 

Integration bestim m t. Dafiir sind im  vorhergehenden 

Schritt die Spannungen in den Stlitzstellen der Integra

tion zu bestim m en. W egen der Annahm e eines Eulerschen 

Bezugssystem s liegt das FE-Netz und dam it auch die Lage 

der Stlitzstellen v̂ hrend der gesam ten Rechnungen fest 

und verandert sich nicht. Bei alien ubrigen Integra- 

tionen wird gleich verfahren.

:

Zur Stelle

Zwischen Schiittgut und dem Behalter entstehen Reibungs- 

krafte, die tangential zur Behalterwand wirken. Diese 

Reibungskrafte sind als auBere Lasten anzusetzen. Es 

wird angenom m en, dafi sie von dem Schiittgutdruck an der 

Behalterwand abhangen, der wiederum  erst ein Ergebnis 

der Rechnung ist. Som it sind auch die Lastknotenkrafte 

hinsichtlich der Randspannungsanteile in den Iterations- 

vorgang m it einzubeziehen.

:
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H Zeit t = tn

Bestimmung eines Lastvekors °pn gem. Gl. ( 5.18 )

±
n-1 + (_L M +C) an'1 nach Gl. (5.39) 

At ~ “ “
Anfangswerte °an = 0 und °(Jj = °pn-(<

Berechnung und Invertierung von 
+ C + At KTn'11 n-1A = — M + M 

- At - -V
I

i := 0
JCP

■» i := i + 1CP
j C Auto

Vektor der Knotengeschwindigkeiten
i _ n ia = a

CP
N i-1 _n -1+ A

CP
.t
Q)

z Verformungszustand 'vn. . n i nd , wuCO
Ifl
co

elastoplast. Sto.fftensor '_Hn nach Gl. (4.62) 
geom. nichtlin. Spannung 'zn, vgl. Gl. (5.26 a,b)

o Geschwindigkeitsgradient 
1 Vvn

0)

©
Spannungszustand

= a"'1 + At (V ©" ♦ 1 zn) + G ('dn- dn'1) 

nach Gl. (5.29)

XX ±
Lastknotenkrafte (T)

Tbt dS
innere Knotenkrafte Massenknotenkrafte

'rVN11 1 M / i_n „n-11

— At ~ “ -
‘i<n= /bT 'on dV @ 

v

jpn = /NT bvpdV + /N 

v st ikJ n.i_n+ Mv a

±
Residuum = *pn - 'j< i . nm

NEIN

j——
n := n + 1

Bild 5.1: Schem a des num erischen Rechenverfahrens



5.4 Die Anwendunq des Rechenverfahrens

5.4.1 Soannuncjsberechnunq

Bei der Spannunqsberechnunq sind aus physikalischen Grunden 

folqende Restriktionen einzuflihren:

Im  Fullgut diirfen keine Zugspannungen auftreten.

W i e die experim entellen Untersuchunqen von LADE an qra- 

nularen Stoffen zeiqen, kann das Schuttqut deviatorische 

Spannunqsanteile nur beschrankt aufnehm en. Dies aufiert 

sich im  hier verwendeten Stoffqesetz, indem  die Verfe-

nichtstiqunqsfunktion hp einen oberen Grenzwert b 

iiberschrei ten darf (vql. Abschnitt 4.4.3). M an hat als 

Nebenbedinqunq fur die Flieflfunktion fp die G1. (4.75)

pm ax

fp * hpm ax*

wobei die Indentitat im  Raum der Hauptspannunqen einen 

Grenzkeqel bi ldet und alle Spannunqspunkte rniissen sich 

innerhalb Oder auf dieser Flache befinden. W eqen der 

speziellen Form  des Grenzkeqels bedeutet dies, daB die 

Lanqe des deviatorischen Spannunqsvektors im  Hauptspan- 

nunqsraum  einen bestim m ten W ert, der in Abhanqiqkeit vom  

hydrostatischen Spannunqsvektor und der Richtunq des 

deviatorischen Spannunqsvektors bestim m t wird, nicht 

iiberschrei ten darf.

Die beiden Restriktionen sind im  Rechenverfahren, wie es 

durch Bi Id 5.1 qeqeben ist, noch nicht beriicksichtiqt.

Das kann qeschehen, indem  ein berechneter Spannunqszustand 
fan zunachst daraufhin iiberpriift wird, ob er die Restriktio

nen erfullt. Trifft dies nicht zu, so ist ian zu m odifizie-

ren.
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Die M odification wird wie folgt vorgenom m en:

Zugspannungen werden zu Null gesetzt.

Bei einer Uberschreitung des Grenzwertes h wird diepm ax
Lange des deviatorischen Spannungsvektors so reduziert, 

dalB die m odifizierte Spannung die Bedingung fp = "hpm ax 

erfiillt, wobei der hydrostatische Spannungsvektor und 

die Richtung des deviatorischen Spannungsvektors beibe-

halten werden.

Die m it dem  m odifizierten Spannungszustand berechneten inne- 
ren Knotenkrafte k̂n werden i.a. betragsm aBig kleiner aus- 

fallen und der Betrag des Fehlervektors %  wird groBer.

Som it werden im  darauffolgenden Iterationsschritt zusatzli- 

che Verform ungen raobilisiert, urn das Gleichgewi.chtsdefi zit 

aufzufangen. Dieses Verfahren wird in der Literatur m it 

"Stress Transfer M ethod" Oder "Initial Stress M ethod" 

bezeichnet, m an vergleiche z.B. ZIENKIEW ICZ et al. [31J ,

L 32] .

Die Verwendung der "Stress Transfer M ethod" im  Rechenschem a 

nach Bild 5.1 zeigt nun einen unerwiinschten Effekt. Das 

durch die M odification des Spannungszustands erzeugte 

Gleichgewichtsdefizit fiihrt in den betroffenen Berei.chen zu 

groBeren Verform ungen:

ryi > lyi

Das Verfahren nach Diagram m  5.1 liefert dann i.a. auch gros

ser e Spannungen:

i +1 n
0>0
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Das Ergebnis steht im  Gegensatz zur eingangs angestrebten 

Spannungsm odi fixation. Die Ursache 1st darin zu sehen, daB 

bei dem  Verfahren nach Bild 5.1 in der Iterationsstufe i die 

Ergebnisse der vorhergehenden Iterationen unberlicksichti gt 

bleiben und dam it auch eventuelle M odifikationen dieser 

Ergebnisse. Es zeigt sich, dal3 die gewlinschte Spannungsm odi-

fikation im  Rahm en der iterativen Spannungsberecbnung 
(Schleife (T) in Bild 5.1) nicht m oglich ist. 

berechnung wird deshalb linearisiert. Zur Berechnung der 

elasto-plastischen Stoffm atrix *Hn und der geom etrisch 
nichtlinearen Spannungen i-zn in der i-ten Iteration werden

Die Spannungs-

nicht m ehr die Spannungen der vorhergehenden Itera-
n-1tion, sondern die Spannungen a 

schritts zugrundegelegt. Dann kann die iterative Spannungs-

des vorhergehenden Zeit-

berechnung entfallen. AuBerdem  kann die Spannungsdifferenz 
ian _ 0n-l in eine Sum m e aufgespalten werden

= 'Ao + i_1Ao + 1n-1 (5,46)on + Ao- o

n -1
Vk . k _ n

Ao = o -
k-1 on m it = 0

wobei sich jeder Spannungsantei 1 Â a_ nur aus dem  Korrektur- 
wert Âa = ân - k-l̂n cier Knotengeschwindigkeiten bestim m t. 

Die eingangs beschriebene M odification des Spannungszustan- 

des zur Einhaltung der Restriktionen kann dann gegebenen- 
falls in jeder Iteration k an Âa vorgenom m en werden und

(5.46) erfullt auch der Spannungszustand *-an diewegen G1. 

Restriktionen.

Daruberhinaus bringt diese Art der Spannungsberecbnung 

erhebliche Rechenzeiteinsparungen, da die elasto-plastische 

Stoffm atrix H nur noch einm al pro Zeitschritt aufgestellt 

werden m uB.
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5.4.2 Anfangs- und Randbedingungen

Das Bild 5.2 zeigt die schem atasche Darstellung eines Silo- 

behaIters, wie er neben anderen bei den num erischen Rechnun- 

gen angenom m en wurde. Di e Anfangsbedi ngungen fiir das Entlee- 

ren des BehaIters ergeben sich aus den Bedingungen des Full- 

zustandes. Der Fullzustand wird als Sonderfall des

freie Schuttgutoberflache

l

I Behalterwand

I

I
Symmetrieachse

Auslassoffnung

Bild 5.2: Schem a einer Silozelle

Rechenverfahrens aufgefaBt. Dabei. wi rd wi.e folgt vorgegan- 

gen:

Die Verform ungen des Schiittgutes in der AuslaBoffnung 

werden durch Vorgabe entsprechender kinem atischer Rand

bedingungen ausgeschlossen.

Die Last aus dem Eigengewicht des Fullgutes wird inkre- 

m entell in einer bestim m ten Zahl von Zeitschritten auf- 

gebracht, wobei die Iange des Zeitschrittes At so groB  

gewahlt wird, daB die Tragheitsanteile und viskosen 

Einfliisse vernachlassigt werden konnen; m an vergleiche 

dazu das endgiiltige Gleichungssystem  (5.39) des Rechen

verfahrens.
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W eitere kinem atische Randbedingungen fiir das Fullen 

sind: Die Verforraungen der Behalterwande werden, wie 

auch spater wahrend des Entleerens, vernachla ssigt; an 

der BehaIterwand sind nur tangentiale Verform ungen des 

Schiittgutes m oglich; die Verform ung der freien Schutt- 

gutoberflache wird ebenfalls vernachlassigt. Dam it ist 

die auSere Geom etrie des Schiittgutes vor Beginn der 

Rechnung festgelegt und die Voraussetzung zur Annahm e 

des Eulerschen Bezugssystem s fiir das Losungsverfahren 

geschaffen.

Als Krafterandbedingungen sind die Reibungskrafte zwi- 

schen dem Fiillgut und der Beha Iterwand zu beriicksichti- 

gen. Die Randschubspannungen tw  der Reibungskrafte 

ergeben sich aus den W andnorm alspannungen aw und dem  

W andreibungsbeiwert tanri :

(5.47)Tw = tan T) � ow

Im globalen Koordinatensystem ergibt sich aus den Rand-
schubspannungen der Vektor bj- der Randspannungen und 

weiter die Lastknotenkrafte

■ /

s.

NT-bt dSPt
t

Nun sind die W andnorm alspannungen aw ein Ergebnis der 

Rechnung und die Knotenkra fte p  ̂sind noch unbekannt.

Die Vorgehensweise ist deshalb so, daB die Schubspan- 

nungen zunachst geschatzt werden, z.B. durch die 

Extrapolation der Schubspannungen der vorhergehenden 

Zeitschritte. M an erhaIt so einen ersten Naherungswert

°Etn
gangswert im  Lastvektor des Rechenschem as nach 

Bild 5.1. Am Ende jeder Iteration werden die Lastknoten

kra fte durch

der Lastknotenkra fte. Dieser W ert dient als Ei n-
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V = /nT-' bf"dS
ŝ

neu berechnet, in der folgenden Iteration im  Fehlervek- 
tor i + l̂ beriicksi chtigt und als Endergebnis der Itera

tion m it den iibrige'n Knotenkra ften ins Glei chgewicht 

gebracht. Zum Ende der Iteration ist im  Rahm en der Tole- 
ranz d_an = d-1an, som it ist auch das Reibungsgesetz nach 

(5.47) erfiillt. M it diesem  Verfahren konnen auch 

nichtlineare Reibungsgesetze tw  = fw(aw) beriicksichti gt 

werden.

G 1.

Die Endergebnisse des Fiillzustandes sind die Anfangswerte 

fur das Entleeren des Behalters. Beim  Entleeren werden Trag- 

heitsanteile und viskose Einfliisse nicht m ehr vernachlassigt 

und die Zeit t wird zum  physikalischen Param eter. Die kine- 

m atischen Randbedingungen an den seitlichen Behalterwanden 

und die Beriicksi chtigung der Reibungskra fte bleiben gegen- 

iiber dem  Fullen unverandert. Das Entleeren des Behalters 

wird durch die sog. Offnungsphase eingeleitet. Sie um faBt 

folgende Schritte:

Die kinem atischen Randbedingungen in der Auslafioffnung 

werden in Krafterandbedingungen um gewandelt. Die Ver- 

schiebungen werden freigegeben, stattdessen werden die 

Auflagerkrafte des Fiillzustandes angesetzt. Dadurch ist 

das physikalische M odell zunachst noch unbeeinflufit.

Die Auflagerkrafte in der AuslaBoffnung werden schritt- 

weise verringert, bis sie zu Null werden.

Die Anderung der Randbedingungen in der Offnungsphase wird 

in klei.nen Schritten vollzogen, urn einen kontinuierlichen 

tibergang vom  Fiillzustand in das unbehinderte Entleeren zu 

erhalten. Die oben beschri.ebene Vorgehensweise fiihrt zwei
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neue Param eter in das Rechenverfahren ein: die zeitliche 

Dauer der Offnungsphase und die Zahl der Offnungsschritte. 

W ie in dem spateren Abschnitt 6.3 gezeigt wird, haben diese 

Param eter nur einen geringen EinfluB auf die Ergebnisse.

W ahrend des Entleerens ist die Geom etrie des Schuttguts an 

der freien Oberflache und in der AuslaBoffnung zunachst un- 

bestim m t. Es werden deshalb folgende Festlegungen getroffen:

Es wird die horizontale Ebene durch die AuslaBoffnung 

als Scbiittgutbegrenzung angenom m en.

Die Veranderlichkeit der freien Schiittgutoberflache wah

rend des Entleerens wird beriicksichti gt, indem  in jedem  

Zeitschritt die dort auftretenden Verschiebungen berech- 

net werden und im  folgenden bei den Geom etriedaten der 

freien Oberflache (und nur dort) beriicksi chtigt werden. 

Da sich die durchgefuhrten Rechnungen, ausgehend vom  

Beginn des Entleerens, zunachst nur iiber einen geringen 

Zeitraum  erstrecken, sind die berechneten Verform ungen 

an der Fullgutoberflache klein gegeniiber den Behalter- 

abm essungen und von geringem  EinfluB auf die Ergebnisse.
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6 Num erische Untersuchungen

6.1 Program m ablauf

Zur Anwendung des in den vorhergehenden Abschnitten be- 

schriebenen Rechenverfahrens wurde ein Program m  in 

FORTRAN IV erstellt. Die Rechnungen erfolgten auf einer 

PRIM E 400.

Im  Bild 6.1 ist der Program m ablauf dargestellt. Die wesent- 

lichen Rechenschritte sind bereits im  Bild 5.1 gezeigt war

den. Fiir das eigentliche Program m  wurde insofern eine 

Veranderung gegeniiber dem Bild 5.1 vorgenom m en, als aus den 

in Abschnitt 5.4.1 erwahnten Griinden die Berechnung der fiir 

einen Zeitschritt m aBgebenden elasto-plastisehen Stoffm atrix 

H und der geom etrisch nichtlinearen Spannungen z m it den 

Spannungswerten des vorhergehenden Zeitschrittes erfolgt.

Fiir die raum liche Di. skreti si erung nach der M ethode der Fini- 

ten Elem ente wurden zunachst Dreieckselem ente m it 3 Knoten 

und linearem  Geschwindigkeitsansatz gewahlt. Diese liefern 

elem entweise konstante Spannungen und Verform ungsraten, aus 

denen sich die beim  Stoffgesetz nach G1. (5.26) benotigten 

Gradienten Vo bzw. Vd zunachst nicht berechnen lassen. Diese 

m iissen indirekt besti.m m t werden. Dazu wird die Spannung in 

jedem  Knotenpunkt des FE-Netzes als M ittelwert der Elem ent- 

spannungen der anliegenden Elem ente berechnet. Aus den W er- 

ten in den Knotenpunkten wird durch Interpolation ein 

elem entweise linear verlaufendes Spannungsfeld gewonnen, 

woraus sich ein Spannungsgradient berechnen laI3t. In ent- 

sprechender W eise wird der Gradient der Verform ungsrate be

rechnet .
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Vereinbarungsteil

\1/
Eingabe

SteuergroBen des Rechenablaufs 

Geom etrie des FE-Netzes

M aterialparam eter

Anfangswerte

- Spannungszustand

- Verforraungszustand 

-- Stoffgesetz

Beginn der Zeitsehleife

Berecbnung des Lastvektors

Berecbnung der M atrix A

Einarbeitung der kinem atischen 

Randbedingungen in A

At
Dreieckszerlegung von A

At

Beginn der Iterationsscbleife

V

Bild 6.1-1; Program m ablauf
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/N A
Y.Al

Berechnung des Differenzwertes -̂ia 

des Vektors der Knotengeschwindigkeiten 

durch Ruckwartselim ination

AK

Berechnung der Differenzwerte
i-Av 

iAd 
�*-A w

- Geschwindigkeitsfeld

- Verform ungsrate

- Rotationsrate 

und unter Verwendung des Stoffgesetzes

- Spannung i A 0 und ôn

M odifikation des Spannungszustandes

- Nullsetzen von Zugspannungen

- Beschrankung von deviatorischen 

Spannungsanteilen

Berechnung der Knotenkrafte

- innere Knotenkrafte

- Lastknotenkrafte aus Reibung

- Knotenkrafte aus M assentragheit

AZ
Berechnung des Residuum s

NEIN /
Konvergenzkriterium  erfullt

JAM /

Bild 6.1-2: Program m ablauf
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/

Berechnung der Randspannungen aus 

den Randknotenkraften

Berechnung der elasto-plastischen 

Stoffm atrix H fur den folgenden 

Zeitschritt

Andern des FE-Netzes an der freien 

Schuttgutoberflache (nur beim  Entleeren)

Ausgabe der Ergebnisse

Bild 6.1-3: Program raablauf

6.2 Allgem eine Ergebnisse

Ira folgenden sollen die Ergebnisse dargestellt werden, die 

sich fur alle im  Rahm en dieser Arbeit rechnerisch untersuch- 

ten Fa lie qualitativ gleich ergeben. Dies geschieht anhand 

eines Beispiels, welches hier als "Standardfall" bezeichnet 

wird. Es handelt sich urn einen Behalter m it rechteckigem  

Querschnitt und ebenem  Verform ungszustand, die AuslaBoffnung 

ist als zentrischer Schlitz angeordnet. Das Bild 6.2 zeigt 

die Geom etrie, das FE-Netz und die kinem atischen Randbedin- 

gungen fur das Entleeren. Da der Behalter sym m etrisch ist, 

braucht nur die Halfte erfaBt zu werden.
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2.o m

96 Knoten

192 Freiheitsgrade
*

140 Elemente

----- 1
<A
JZ
O
a oE 0)

o
oo

£ id
E
>»̂ ,0

\r\iwe\N\i KKKiw 7/
II 7/
ICS / /6o°IP

\—Auslassoffnung 
il.omi

Bild 6.2: Geom etrie, FE-Netz und kinem atische Randbedingungen 

(Entleeren) des Standardfalls

Als Fiillgut wird ein trockener, kohasionsloser Sand gewahlt. 

Dabei handelt es sich um sogenannten "Sacram ento River 

Sand", bestehend aus Feldspat und Quarz m it einer Kornung 

von 0,297 - 0,149 nun. Die Stoffparam eter dieses Sandes fiir 

das in den Abschnitten 4.4.2 und 4.4.3 dargestellte elasto- 

plastische Stoffgesetz werden von LADE in [14J angegeben, 

eine ausfuhrliche Darstellung seiner Eigenschaften findet 

m an bei LEE/SEED [ 33J . Neben den Stoffparam etern des Sacra

m ento River Sand werden fiir den Standardfall folgende Para

m eter angenom m en:
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e = 0,87Ausgangsporenziffer

p = 1600 kg/m3Spez. Masse

y = 1000 Nsec/m 2Vi skosi.ta tszahl

Reibungsbeiwert zwischen Fullgut 

und Behalterwand tann = 0,4

Lange des Zeitschritts beim  Entleeren At = 0,002 sec

Die angenom m ene Viskositatszahl ergibt, wie noch im  

Abschnitt 6.4 gezeigt wird, FlieBgeschwindigkeiten in einer 

realistischen GroBenordnung. Die Lange des gewahlten Zeit

schritts resultiert aus einer Konvergenzuntersuchung, die im  

folgenden Abschnitt 6.3 dargestellt 1st. Da in jedem  einzel- 

nen Zeitschritt ein erheblicher Rechenaufwand zu bevvaltigen 

ist, konnte aus rechnerbedingten Kapazitatsgrlinden fur das 

Entleeren zunachst nur der Zeitraum  von 1 sec betrachtet 

werden.

Das BiId 6.3 zeigt das errechnete Geschwi ndigkeitsfeld zu 

verschiedenen Zeitpunkten nach Beginn des Entleerens. Es 

entwickelt sich ein M assenflu/3, der sich in zwei Bereiche 

unterteilen laBt. Lnnerhalb des ersten Bereiches, im  folgen

den Schacht genannt, ist die FlieBgeschwindigkeit des 

Schiittguts raum lich annahernd konstant, es bewegt sich dort 

weitgehend wie ein starrer Korper. Die Grenze zu dem zweiten 

Bereich, im  folgenden Trichter genannt, ist in Bild 6.3 fiir 

t = 1,0 sec angedeutet. Beginnend von dieser Grenze nim m t 

die FlieBgeschwindigkeit zur AuslaBoffnung hin zu. Dabei 

tritt eine groBere Beschleunigung in der Behalterachse als 

an den Behalterwanden auf. lnnerhalb des Trichters bewegt 

sich das Fullgut annahernd auf radialen Strahlen.
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t= 0.1 sec t= 0.15sec t = 0.2 sec t = 0.3 sec t = 1.0sec

H = 1.0 m/sec

Bild 6.3 : Geschwindigkeitsfeld fur verschiedene Zeitpunkte t nach Beginn des Entleerens



91

In Bild 6.4 sind FlieBgeschwindigkeiten in der Behalterachse 

und an der Behalterwand in Abhangigkeit von der Trichterhohe 

aufgetragen. Die groBte FlieBgeschwindigkeit tritt in der 

Achse der AuslaBoffnung auf und hat den W ert Vi = 2,14 m /sec. 

Sie ist dam it um den Faktor 4,5 groBer als die FlieSge- 

schwindigkeit von v0 = 0,47 m /sec im  Schacht.

htm]h[m]

t
2.02.0 \

\+ t\\ I\ ol\ $

w
t I\ I\ I\ 1.0 H +1.0 H

\ i\ i

\ \\ V\•H- \\
\ \\

T T v[m/sec]2Q v[m/sec] 1.01.0
(b)(a)

Bild 6.4: FlieBgeschwindigkeit v fur t = 1,0 sec liber der 

Trichterhohe h

(a) in der Siloachse

(b) an der Silowand

Nim m t m an fur die entsprechenden raum lichen Stellen densel- 

ben M assendurchfluB an, so laBt sich folgende Bedingung auf- 

stellen:

(6.1 )S. ' v, � a). = S0 • v0 • U)01 i 1
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Darin ist S eine Querschnittsflache, v die FlieBgeschwi.ndig- 

keit und w die Volum enverteilungsfunktion, die den Festkor- 

peranteil am Gesam tvolum en angibt. W egen der starren Bewe- 

gung des Fiillguts im  Schacht bleibt dort die Ausgangsporen- 

ziffer erhalten. Es ist ep = 0,87 und som it

w0 = 1 / ( 1 + ec ) = 0.53

Wegen der Querschnittsverengung vom Schacht zur AuslaBoff-
nung auf die Halfte wird /Sq = 0,5 angencmraen. Man erhaIt 

dann aus G1. (6.1)

00. = 00o • ( A0 v0 ) / ( A, v, ) = 0.241

Dies entspricht einer Porenziffer in der Achse der AuslaB- 

offnung von

= ( 1 - oo, ) / 0) = 3.17e 111

Am Rand der AuslaGoffnung ist die FlieBgeschwindigkeit 

v2 = 0,88 m /sec. Dam it erhaIt m an dort m it den gleichen 

Annahm en wie eben eine Porenziffer von e2 = 0,77. Insgesam t 

zeigt sich, daB im  Bereich der Achse der AuslaBoffnung eine 

starke Auflockerung des Schlittgutes stattfindet. Dies steht 

im  Gegensatz zu der in Abschnitt 5.1 getroffenen Annahm e, 

daB die spezifi.sche M asse p und dam it auch die Porenziffer e 

raum lich konstant ist.

Das Bild 6.5 zeigt das Geschwindigkeitsprofil in einem  hori- 

zontalen Schni.tt durch den Trichter. Qualitativ ahnliche 

Geschwindigkeitsprofile ergeben sich fur alle horizontalen 

Schnitte durch den Trichter.

W ahrend die letzten An gaben sich alle auf den Zeitpunkt 

t = 1,0 sec beziehen, zeigt das Bild 6.6 die FlieBgeschwi.n-
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v= 1.45m/sec x

S sa>in v-olom/secx:
u
<

% L_

x= 1.33mx=0m t1.33 m

Bi.ld 6.5: Prof 11 der FlieBgeschwindigkeit v in einer hori- 

zontalen Ebene 0,6 ra iiber der AuslaBoffnung fur 

t = 1,0 sec .

1O

2

3
,4

i
1.0 t [sec]0 0.5

Bild 6.6: Vertikale FIieBgeschwindigkeiten Vy in festen

raum lichen Punkten in Abhangigkeit von der Zeit t
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digkeit des Schiittgutes in Abhangigkeit von der Zeit t. 

Dabei werden feste raum liche Punkte betrachtet und die in 

diesen Punkten auftretenden Geschwindigkeiten sind iiber den 

gesam ten berechneten Zeitraum  aufgetragen.

M it Offnungsphase ist 3ener Zeitraum  benannt, in dem die 

Auflagerkrafte in der AuslaBof fnung schrittweise abgebaut 

und schlieBlich Null werden. Im Schacht (vgl. BiId 6.6,

Punkt 1) ist ein leichtes Oszillieren der FlieBgeschwindig- 

kei t erkennbar, das spater erklart wi rd. Hiervon abgesehen 

deutet sich zum Ende des Berechnungszeitraum s an, daB hi n- 

sichtlich der FlieBgeschwindigkeiten ein stationarer Zustand 

eingetreten ist. Dabei scheint der dann erreielite M axim al- 

wert von liber 2 m /sec bem erkenswert groB zu sein. Fine iiber- 

schlagige Kontrolle dieses W ertes wird ebenfalls spater 

durchgeflihrt.

Das Bi Id 6.7 zeigt die Hauptspannungsfelder im  Fiillzustand 

(t = 0 sec) und zu verschiedenen Zeitpunkten des Entleerens. 

M it Beginn des Entleerens laBt sich eine Drehung der Haupt- 

spannungsrichtungen im  Trichter erkennen, die vertikale 

Orientierung der groSeren Hauptspannung im  Fiillzustand geht 

in eine horizontale Orientierung iiber. Dies tritt besonders 

deutlich nahe der Behalterachse in Erscheinung, wahrend die 

Hauptspannungen an der Behalterwand m it dem vorgeschriebenen 

Reibungsgesetz nach G1. (5.47) einer weitgehend gleichblei- 

benden Krafterandbedingung unterliegen und sich richtungs- 

m aBig weniger verandern. Im  weiteren Verlauf nim m t das 

Spannungsniveau direkt oberhalb der AuslaBoffnung ab (dies 

wird dort durch die Krafterandbedingung erzwungen) und im  

iibergangsbereich zwischen Schacht und Trichter zu. Das Span- 

nungsbi.ld zeigt dort eine Art Gewolbewirkung, das Fiillgut 

stiitzt sich seitli ch zu den Trichterschragen hi n ab, da di e 

vertikale Stiitzung in der AuslaBof fnung entzogen ist. Im  

Vergleich zu den Spannungen im  Trichter verandern sich die 

Hauptspannungen im  Schacht nur wenig.
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Die Norm alspannungen an der Behalterwand sind im  Bi Id 6.8 

dargestellt, die W andschubspannungen ergeben sich hieraus 

entsprechend dem Reibungsgesetz nach G1. (5.47).

o: t z 0.000 sec
a : t z 0.100 sec
x: t z 0.200 sec
□: t = 1.000 sec

0w[N/m m 2]0.2 0.30.1

°;2
&

Bild 6.8: Randnorm alspannungen ow

M an erkennt, daB die Randspannungen m i t Beginn des Entlee- 

rens gegeniiber dem Fiillzustand zunachst gleichm aBig anstei- 

gen. Danach tritt ein Ahfall in der Nahe der AuslaBoffnung



97

und ein starker Anstieg im  Ubergangsbereich zwischen Schacht 

und Trichter auf. Unabhangig vom  hi er verwendeten Losungs- 

verfahren zeigen die bereits erwahnten theoreti.schen Arbei- 

ten von JENIKE, W ALTERS und ENSTADT ein ahnli.ches Ergebnis 

hinsichtlich der Spannungsspitze im  Eckbereich, resultierend 

aus dem  ijbergang des Schvittguts vom  aktiven in den passiven 

Spannungszustand.

Das Bild 6.9 zeigt die Verti.kalspannungen in festen raum li- 

chen Punkten vahrend des gesam ten berechneten Entleerungs- 

zeitraum s.

Oy[N/mm2]

O.H
1

0.05 H

2
o2
.3

0.00 H 3
i
1.0 t [sec]0.5

Bild 6.9: Vertikale Norm alspannungen ay in festen raum lichen 

Punkten in Abhangigkeit von der Zeit t.
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Direkt oberhalb der AuslaGoffnung nehraen die Vertikalspan- 

nungen wahrend der Offnungsphase gleichm aGig ab und bleiben 

dann weitgehend konstant. In der Auslafioffnung werden sie 

entsprechend der vorgegebenen Krafterandbedingung nach der 

Offnungsphase annahernd zu Null.

M it den Zahlenwerten aus Bi Id 6.9 ergibt sich fiir das ge- 

wahlte Beispiel bei einer Trichterhohe von 1,8 m der Gra

dient der Vertikalspannung in der Trichterachse in erster 

Naherung zu

5o 0.02 = 1.1 • 10~5 N /mm3 . (6.2 )
0y 1800

Fiir die folgenden Uberlegungen wird angenom m en, dai3 dieser 

W ert raum lich und zeitlich konstant 1st. Vernachlassigt m an 

die Schubspannungen, so kann m an m it der Gleichgewichtsbe- 

dingung der vertikalen y-Richtung

0oy + P ( bVy “ Vy ) = 0
ay

ei.ne Abschatzung fiir die Beschleunigung Vy vornehm en. M it 
der Erdbeschleunigung bVy = 10 m /sec2, der angenom m enen 

spez. M asse p = 1600 kg/m 3 und dem Spannungsgradienten nach 

G1. (6.2) ergibt sich:

vy = 17 m /sec2 .

Dieser W ert liegt iiber der Erdbeschleunigung, da im  Trichter 

die Druckspannungen von oben nach unten abnehm en und som .it 

ei.ne zusatzliche Beschleuni gung bewirken. M i t den oben 

getroffenen Annahm en wirkt die berechnete Beschleunigung auf 

ein Schiittgutpartikel vahrend des gesam ten Durchlaufs durch 

die Trichterachse ein. M it der Anfangsgeschwindigkeit Null 

und einer Trichterhohe hj- = 1,8 m betragt dann die Laufzeit 

im  Trichter
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(6.3 a)= 0.45 secta =
y

und die Partikelgeschwindigkeit in der AuslaBoffnung

]/ 2 Vy • h (6.3b)= 5.5 m /sec .vXa = t

Die tatsachiichen Verhaltnisse liegen insofern anders, als 

die oben vernachlassigten Schubspannungen einen brem senden 

EinfluB haben. Dam it i st die Laufzeit nach G1. (6.3a) als

unterer und die Geschwi.ndigkeit nach G1. (6.3b) als oberer 

Grenzwert zu sehen. W ie dem Bild 6.9 zu entnehm en ist, wurde 

im  vorliegenden Fall als tatsachliche m axim ale FlieBge- 

schwi.ndigkei t ca. 2,2 m /sec nach ca. 1 sec berechnet.

Im  weiteren bleibt anzum erken, daB die oben durchgefuhrte 

Uberlegung unter den genannten Voraussetzungen sowohl fur 

den Zustand beginnenden FlieBens als auch fur den statio

ns ren FlieBzustand giiltig ist. Berucksichtigt m an nur die 

vertikale FlieBgeschwindigkeit Vy, so gilt m it G1. (5.10)

I?*vy =

Der stations re FlieBzustand ist durch 3vy/9t = 0 gekenn-

\Aahrend 3vy/9t beim  beginnenden FlieBen beliebigezeichnet,

W erte annehm en kann.

Zuriick zur Erlauterung des Bi Ides 6.9. Im  oberen Silobereich 

zeigen die Vertikalspannungen ein leichtes Oszillieren, wobei 

das Spannungsniveau erhalten bleibt.'Das Oszillieren der Span- 

nungen und der FlieBgeschwindigkeiten im  Schacht (vgl. Bild 

6.6, Punkt 1) laBt sich folgenderm aBen erklaren: W ahrend der 

Offnungsphase verringern sich die Vertikalspannungen im  Full- 

gut, da das vertikale Auflager in der AuslaBoffnung entfallt. 

Dam it werden deviatorische Spannungszustande abgebaut.



- 100 -

Dies entspricht hinsichtlich der FlieBbedingung des elasto- 

plastischen Stoffgesetzes einer Entlastung und in der Polge 

wird zunachst ein elastisches Stoffverhalten angenom m en. 

Dies ist die Voraussetzung eines Schwingungsvorgangs, der 

eingeleitet wird, indem  sich das Fullgut wahrend der Off- 

nungsphase im  unteren Behalterbereich fruher in Bewegung 

setzt als im  oberen Behalterbereich.

Das Bild 6.10 zeigt die Typen des Stoffverhaltens, wie sie 

sich fur den Fiillzustand und verschiedene Zeitpunkte des 

Entleerens aufgrund der FlieBbedingungen ergeben. Dabei 

sind unter der Bezeichnung Grenzzustande diejenigen plasti- 

schen Zustande gesondert aufgefiihrt, die die Grenzbedingung 

der plastisch expansiven Verfestigung erfullen, in denen 

die deviatorischen Spannungsanteile som it den groBtm ogli- 

chen W ert haben (vgl. Abschnitt 4.4.3). In Bild 6.10 ist 

zu erkennen, daB im  Fiillzustand t = 0 sec ein Band von 

Grenzzustanden entsteht, das dem  Obergangsbereich zwischen 

schragen und vertikalen Behalterwanden entspringt. Dieser 

Bereich ist durch eine hohe deviatorische Beanspruchung des 

Fiillgutes gekennzei chnet. M i t Beginn der Of fnungsphase tre- 

ten im  oberen Behalterbereich und in einem  inneren Trich- 

terbereich infolge der vertikalen Entlastung elastische 

Zustande auf. Diese werden im  oberen Bereich wahrend des 

berechneten Zeitraum s auch weitgehend beibehalten. Die 

vorher beschriebenen Spannungsum lagerungen im  Trichter 

fiihren dort im  weiteren zu Spannungszustanden, die die 

FlieBbedingung erneut erfullen und am Ende des berechneten 

Zeitraum es in Grenzzustande iibergehen.
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Per EinfluB von Piskretisierungsparam etern6.3

Pas num erische Rechenverfahren um falBt eine Reihe von Para- 

m etern, die sich in physikalische und Piskretisierungspara- 

m eter aufteilen lassen. Physikalische Param eter sind:

M aterialkonstanten, Ausgangslagerungsdichte des Full- 

gutes, Reibungsgesetz zwischen Fullgut und Beiia lterwand, 

Behaltergeom etrie.

Zu den Piskretisierungsparam etern gehoren:

Einteilung des FE-Netzes, lange des Zeitschrittes, Pauer 

der Offnungsphase.

Pie beiden ersten Piskretisierungsparam eter resultieren aus 

der Anwendung m athem atischer ISSherungsverfahren zur Losung 

der Pifferentialgleichungen des Problem s. Pagegen ergibt 

sich der Param eter "Pauer der Offnungsphase" aus der einfa- 

chen Sim ulation eines i.a. kom plexen Offnungsvorgangs. Pas 

im  Rechenverfahren angewendete M odell der stufenweisen Redu- 

zierung von Auflagerkraften in der AuslaGoffnung entspricht 

offensichtlich nicht realistischen Offnungsm echanism en, wie 

z.B. dem seitlichen W egziehen eines Schiebers im  AuslaB. 

Piese lassen sich aber schwer in einem  M odell si.m ulieren, 

weshalb das einfache Verfahren angewendet wird.
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Eine notwendige Bedingung fur die Brauchbarkeit des num erischen 

Rechenverfahrens besteht darin, daB die Ergebnisse von den Dis- 

kretisierungsparam etern unabhangig sind. In der Term inologie der 

num erischen M athem atik hielBe dies, die Konvergenz des num eri

schen Verfahrens nachzuweisen. Angesichts der kom plizierten 

Struktur der zugrundeliegenden Differentialgleichungen, insbe- 

sondere derjenigen des Stoffgesetzes, die dann in der Hinterein- 

anderschaltung m ehrerer num erischer Verfahren gelost werden, 

kann der strenge Nachweis der Konvergenz im  Rahm en dieser Arbeit 

nicht gefiihrt werden. Hier soil zunachst nur dargestellt werden, 

wie sich die Annahm e verschiedener FE-Netze und Zeitschritte auf 

die Ergebnisse des Rechenverfahrens auswirken.

Dabei wird von dem  in Abschnitt 6.2 beschriebenen Standardfall 

ausgegangen, dessen physikalische Param eter beibehalten werden. 

Die Silogeom etrie und die untersuchten FE-Netze zeigt das Bild 

6.11.

In der Tabelle 6.1 sind die FE-Netze m it den jeweils angenom m e- 

nen Zeitschritten auf gefiihrt. In dieser Tabelle wird jeder Kom - 

bination eine Num m er zugewiesen, die in den weiteren Tabellen 

und Bildern als abkiirzende Bezeichnung dient.

FE-Netz At |_secj 

0,001 0,00050,002

131 11 12

2 21 22 23

3 31 3332

Tabelle 6.1: Verzeichnis der Kom binationen der Diskretisierungs- 

param eter
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4.0m

Netz 3Netz 2Netz 1

m
\

119 Knoten 
192 Elemente

\\90Knoten j 
140 Elemente!

\65 Knoten 
96 Elemente

\
\\\\

E £
P 00 \o

w\

mm \N\ w\\J\f\ \f\J\ SBN\N an\N\\N\ §\

,2.0m,
1------- r

Bild 6.11: Silogeom etrie und verwendete FE-Netze

v [m/sec]

3

V2
1

1.0 t[sec]0.50

Bild 6.12: Qualitativer Verlauf der vertikalen FlieB- 

geschwindigkeiten vy in festen raum lichen 

Punkten in AbM ngigkeit von der Zeit t



105

Es werden zunachst die FlieSgeschwindigkeiten betrachtet.

Das Bild 6.12 zeigt den qualitativen Verlauf von FlieBge- 

schwi ndi.gkeiten in festen raum lichen Punkten liber den gesam - 

ten berechneten Zeitraum . Dieser qualitative Verlauf ist fiir 

alle Kom binationen nach Tabelle 6.1 gleich.

Die Tabelle 6.2 gibt die Geschwindigkeiten Vy in den in Bild 

6.12 angegebenen Punkten fiir alle Kom binationen zum Zeit- 

punkt t = 1,0 sec an.

PunktParam eter-

kom binationen

1 2 3

0, 47 

0, 53 

0, 50

0,70

0,80

0,78

2,26

2,43

2,35

11

12

13

0,67 

0,84 

0, 73

2,15

2,58

2,36

0,47 

0, 58 

0, 53

21

22

23

1,55

1,72

2,16

0, 34 

0,42 

0, 50

0,43 

0, 51 

0, 64

31

32

33

Tabelle 6.2: FlieBgeschwindigkeiten Vy in [m /secj 

fiir t = 1,0 sec

Eine groBere Abweichung zeigen die W erte der Kom bination 31, 

das ist die feinste raum liche Diskretisierung m it dem lang- 

sten Zeitschritt. Dagegen zeigen die W erte der Kom binationen 

m it dem  kiirzesten Zei tschri tt annahernd Ubereinstim m ung.
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Im  weiteren werden die Spannungen betrachtet. Zunachst 1st 

im  Bild 6.13 der qualitative Verlauf von vertikalen Norm al- 

spannungen in zwei. festen raum lichen Punkten angegeben. Das 

leichte Schwingungsverhalten ist deutlich erkennbar.

°y[N/mm^]

i>1

V
0 0.5 1.0 t[sec]

Bild 6.13: Qualitativer Verlauf der vertikalen Norm alspan-

nung Oy in festen raum lichen Punkten in Abhangig- 

keit von der Zeit t

Die Rechenergebnisse zeigen, daB die Spannungsverlaufe der 

verschiedenen Kom binationen untereinander praktisch kei.ne 

Phasenverschiebung aufweisen, wogegen aber Unterschiede in 

den Schwingungsam plituden auftreten. Die Am plitudenunter- 

schiede sind etwa zum Zeitpunkt t = 0,3 sec am groBten und 

nehm en dann wieder ab. Die Tabelle 6.3 gibt fur alle Kom bi

nationen nach Tabelle 6.1 die Spannungen Oy in den in Bild 

6.13 angegebenen Punkten zum Zeitpunkt t = 0,3 sec an. Im  

oberen Punkt sind die Unterschiede in den berechneten W erten 

gering, vahrend fur den unteren Punkt zwischen den verschie

denen raum lichen Di skretisierungen groBere Di fferenzen auf

treten. •



107

Param eter- Punkt

kom binationen

1 2

11 0,0974

0,0927

0,0912

0,0266

0,0248

0,0260

12

13

21 0,0955

0,0885

0,0916

0,0326

0,0281

0,0306

22

23

31 0,1016

0,1031

0,0954

0,0365

0,0380

0,0344

32

33

Tabelle 6.3: Spannungen Gy in [N/m m 2] fur t = 0,3 sec

Im  weiteren wird der EinfluB der verschiedenen Param eterkom - 

binationen auf die Randspannungen dargestellt. Dazu ist zu 

bem erken, daB die Randspannungen nicht direkt aus dem  Span- 

nungszustand im  Fullgut, sondern aus den sich infolge der 

FE-Diskretisierung ergebenden Knotenkraften am Rand bestim m t 

werden. Die Tabelle 6.4 zeigt fur die Param eterkom binationen 

21, 22, 23 (das ist das FE-Netz 2 m it 3 verschiedenen Zeit- 

schritten) die Spannungen aw in den Randknoten des Trichters 

fur drei Zeitpunkte, wobei statt der 'Knotenbezeichnungen 

die Hohe h iiber der AuslaBoffnung angegeben ist.

M an sieht, daB die Unterschiede zwischen den Ergebnissen der 

verschiedenen Zeitschritte i.a. gering sind. Dies zeigt sich 

jeweils auch innerhalb der beiden anderen FE-Netze. M an kann 

deshalb die Randspannungen eines Zeitschritts als reprasen- 

tativ fur ein FE-Netz annehm en.
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Param eter- h[m j

kom binationen

0,3 0,6 1,0 1,4 1,8

t = 0,1 sec

21 0,1077 0,1287 0,1348 0,1438 0,1286 

0,1073 0,1280 0,1343 0,1435 0,1285 

0,1072 0,1278 0,1342 0,1435 0,1284

22

23

t = 0,2 sec

21 0,0308 0,0554 0,0805 0,1495 0,2303 

0,0349 0,0541 0,0798 0,1491 0,2321 

0,0347 0,0548 0,0801 0,1491 0,1284

22

23

t = 1,0 sec

21 0,0351 0,0482 0,0841 0,1816 0,3317 

0,0417 0,0524 0,0838 0,1756 0,3415 

0,0417 0,0524 0,0863 0,1814 0,3320

22

23

Tabelle 6.4: Randnorm alspannungen aw in [N/m m 2j uber der

Trichterhohe "h fur die Param eterkom binationen 

21, 22, 23

Fur einen Vergleich der raum lichen Diskretisierungen werden 

deshalb die Param eterkom binationen 11, 21 und 31 herausge- 

griffen. Das Bild 6.14 zeigt deren Randspannungen aw fur 

verschiedene Zeitpunkte. Dabei wird zwischen den Knotenwer- 

ten der Spannungen linear interpoliert.
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h[m]

1.5 H

31
11
211.0 —\

t = 0 sec
0.5 H

1.5 H

1.0 —

t = 0.1 sec
0.5H

T

1.5 31
21
11

i.oH

t=0.2 sec
0.5 —

1-5 — 31
21
11

1.0-H

t= 1.0 sec
0.5 H Ow[N/mm2]

0.10 0.40.2 0.3

Bi Id 6.14: Randnorm alspannungen aw liber der Trichterhohe h 

fur die Param eterkom binationen 11, 21, 31
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Insgesam t zeigen die erm ittelten W erte noch kein ein- 

heitliches Bild. W ahrend bei den FlieBgeschwindigkeiten 

vereinzelt Unterschiede urn den Faktor 2 und bei den 

inneren Spannungen im  Trichterbereich urn den Faktor 1,5 

auftreten, 1st ansonsten eine relativ gute Ubereinstim - 

m ung gegeben. Eine weitere Erorterung dieses Problem - 

kreises wird hier nicht vorgenom m en.

Die dargestellten Ergebnisse sind m it einer festen Kom - 

bination physikalisober Param eter berechnet worden.

Im  weiteren wird angenom m en, daB sicb bei anderen phy- 

sikalischen Param etern, sofern diese nicht zu stark von 

den bier gewahlten abweichen, ein ahnliches Bild er- 

gibt. Um den Rechenaufwand in tragbaren Grenzen zu 

balten, werden die in den folgenden Abschnitten durch- 

geftihrten Untersucbungen liber den EinfluB der physika- 

liscben Param eter m it einer weitgehend festen Kom bination 

der Diskreti sierungsparam eter durcbgeflihrt. Es wird hierfiir 

das FE-Netz 2 (vgl. Bild 6.11) m it einem  Zeitscbritt At = 

0,002 sec gewahlt.

Fur die Untersucbung verschi.edener Beba ltergeom etri.en 

werden am FE-Netz geringfiigige M odifikationen vorge

nom m en .

Es blei.bt nocb der EinfluB der Offnungsphasendauer dar- 

zustellen. Die entsprecbenden Rechnungen wurden ebenfalls 

m it dem FE-Netz 2, dem Zeitschritt At = 0,002 sec und den 

physi.kaliscben Param etern des Standardfalls vorgenom m en. 

Das Bild 6.15 zeigt FlieBgescbwindigkeiten Vy liber einen 

kleineren Zeitraum  fur verschiedene Offnungszeiten ta. 

Dabei ist der Nullpunkt der Zeitacbse nicht in den 

Beginn, sondern in das Ende der Offnungsphase gelegt, 

d.b. der Anfangszeitpunkt liegt dort, wo die Auflager- 

krafte in der AuslaBoffnung gerade zu Null werden.
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Eine entsprechende Darstellung von Norm alspannungen Oy zeigt 

das Bild 6.16. Es wird deutlich, daB von dem  gewahlten An- 

fangszeitpunkt ab nur geringe Unterschiede in den FlieB- 

geschwindigkeiten und Spannungen auftreten.

Dam it kann der EinfluB der Offnungszeit ta auf die der Off- 

nungsphase folgenden Vorgange vernachlassigt werden. Fur 

alle weiteren Rechnungen wird ta = 0,1 sec angenom m en.

v [m/sec]

2.0H

ta= 0.02 sec 
ta=0.5 sec 
ta=0.1 sec

1-0—^

0.2 0.3 0.4 t[sec]-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1

Bild 6.15: Verti.kale FlieBgeschwindigkeiten Vy in der Aus- 

laBoffnung in Abhangigkeit von der Zeit t fur 

verschiedene Offnungszeiten ta
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Oy[N/mm2]

0.112

^—0.1

t^O.Bsec 

ta=0.1 sec
/

ta=0.02 sec

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.2 0.30 0.1 0.4 t [sec]

Bi.ld 6.16: Vertikale Norm alspannungen Oy im  Trichter in 

Abhangigkeit von der Zeit t fiir verschiedene 

Offnungszeiten ta

6.4 Der EinfluB der Viskositatszahl

Fiir den geschwindi.gkei tsabhangigen viskosen Anteil des 

Stoffgesetzes wurde im  Abschnitt 4.4.4 als Stoffparam eter 

eine Viskositatszahl p eingefiibrt, deren W ert in den ersten 

Rechnungen willkiirlich festgesetzt wurde. Im folgenden wird 

zunachst dargestellt, welchen EinfluB die Viskositatszahl 

auf die Rechenergebnisse nim m t. Es wird wiederum  der in 

Abschnitt 6.2 dargestellte Standardfall angenom m en, wobei. 

die Viskositatszahl variiert wird und alle ubrigen Param eter 

beibehalten werden. Das Bild 6.17 zeigt fiir verschiedene
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W erte der Viskositatszahl y die Fli eBgeschwindi.gkeiten des 

Schtittguts in der Achse der AuslaBoffnung und im  Schacht, in 

dem  sich das Schlittgut (abgesehen von geringen elastischen 

Verform ungen) wie ein starrer Korper bewegt. M an sieht, daS 

m it abnehm ender Viskositatszahl die FlieBgeschwindigkeiten

sind die Randspan-Im  Bild 6.18uberproportional zunehm en. 

nungen aw an der Trichterwand zu verschiedenen Zeitpunkten 

angegeben, wobei die Viskositatszahl y als Param eter dient. 

Hiernach ist der EinfluB von y auf die Spannungen gering.

vy[m/sec]

+\4.0H \
\
+\3.0H \ Stelle 2\ 1

Q
+2.0H \
\
s \+.Stelle 11.0 H

H
h- + - _

T T
(1 [lO^Nsec/m^]541 2 3

Bild 6.17: Vertikale FlieBgeschwindigkeit Vy in Abhangigkeit 

von der Viskositatszahl y fur t = 1,0 sec

Fur die weiteren Rechnungen m uB fiir die Viskositatszahl ein 

halbwegs sinnvoller W ert angenom m en werden. SCHW EDES gibt 

in [34j an, daB die m ittlere FlieBgeschwindigkeit v im  Aus- 

laB geoffneter Silos in erster Naherung m it

(6.4 )v =  ̂]/G~D
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h[m]

1: (j. = 0.25 lO^Nsec/m^ 
2: = 1.00 -
3: =5.00 "

1 -5—\

1-0—\

3 2 1

t = 0.1 sec0.5H

1.5H

1.0H

0.5—\

1.5-4

1.0H

0.5-H

1.5H

1-0—j

t = 1.0 sec0.5H Ow [N/mm2]

0.1 0-30.2

Bild 6.18: Randnorraalspannungen aw uber der Trichterhohe h 

fur verschiedene W erte der Viskositatszahl y
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bestim m t werden kann. Darin 1st G die Erdbeschleunigung und 

D die Breite der AuslaBoffnung. M it der hier angenom m enen 

Offnungsbreite D = 2,0 m ergibt si.ch:

v » 2.2 m  / sec

Dem entspricht nach Bi.ld 6.17 eine Viskositatszahl von

|i a 103 Nsec / m  2

Dieser W ert wurde fur die weiteren Berechnungen angenom m en. 

Zum Vergleich sind die dynam ischen Viskositaten anderer 

Stoffe angegeben. Dabei ist zu beachten, daB die dynam ische 

Viskositat und die hier eingefuhrte Viskositatszahl jeweils 

in Stoffgesetzen unterschi.edlichen Typs auftreten (die Vis

kositatszahl in Zusam m enhang m it einer vSpannungsrate und 

einer Verform ungsbeschleunigung, die dynam ische Viskositat 

in Zusam m enhang m it der Spannung und der Verform ungsrate), 

eine unm ittelbare Vergleichbarkeit som it nur beschrankt 

m oglich ist. CAM BEFORT gibt in [35j die dynam ischen Viskosi

taten verschiedener Stoffe wie folgt an:

1012 Nsec/m 2 

109 Nsec/m 2 

103 Nsec/m 2 

101 Nsec/m 2 

10"3 Nsec/m 2.

G las unter dem Erweichungspunkt 

Kristalliner Fels 

Verarbeitbares Glas 

Glas auf dem Schm elzpunkt 
W asser bei 20°C

Im  weiteren•bleibt festzuhalten, daB die em pirisch und theo- 

retisch unterm auerte Naherungsform el zur Bestim m ung der 

m ittleren FlieBgeschwindigkeit in der AuslaBoffnung v nach 

G1. (6.4) den hier berechneten Ergebnissen in einigen Punkten

widerspricht. Zunachst geht in G1. (6.4) die Breite D der

AuslaBloffnung als einzige variable GroBe ein, wogegen nach 

SCHW EDES die Eigenschaften des Fullgutes gegeniiber D von
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geringerera EinfluB und deshalb in G1. (6.4) nicht beriick-

sichtigt sind. Dagegen zeigen die hier berechneten FlieBge- 

schwindigkeiten in der AuslaBoffnung im  Bereich 
y < 1 • 103 Nsec/m 2 eine starke Abhangigkeit von der Viskosi- 

tatszahl. Auflerdem  ist durch G1. (6.4) ein exponentieller

Zusam m enhang zwischen V und D m it dem Exponenten 0,5 festge- 

legt. Die hier in Abhangigkeit von D bestim m ten FlieBge- 

schwindigkeiten zeigen eine andere Charakteristik. Der 

Verlauf nach G1. (6.4) und einige m it den Param etern des

Standardfalls berechnete W erte sind im  Bild 6.19 gegeniiber- 

gestellt.

vy[m/sec]

5.0 4 t
Stelle 1 /

/4.0 H
/
/3.0 H L

1/2^D
/

2.0 H /
/
/
/1.0 H /

/
/U'

D[m]1.0 2.0 3.0 4.0

Bild 6.19: Vertikale FlieBgeschwindigkeit Vy in Abhangig

keit von der AuslaBbrei.te D fur t = 1,0 sec

Insgesam t zeigt sich, daB der hier gewahlte Ansatz nach den 

Gin. (4.77a, b) fiir den geschwindigkeitsabhangigen viskosen 

Antei.l des Stoffgesetzes sich nur g e r i. n g auf die
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berechneten Spannungen auswirkt, andererseits aber

EinfluB auf die FlieBgeschwindig- 

keiten nim m t. Die W iderspruche zu den von SCHW EDES angegebe- 

nen Zusam m enhangen bediirfen einer weiteren Klarung. Darauf 

wird hier wegen der dam it verbundenen um fangreichen Uber- 

legungen zunachst verzichtet.

wesentlichen

6.5 W andreibung und Trichterneigung

Die Anwendung der M ethode der Finiten Elem ente gestattet es, 

beliebige Silogeom etrien anzunehm en. Hier werden drei Behal- 

ter m i t verschiedenen Trichterneigungen untersucht. Die Ab- 

m essungen zeigt das Bild 6.20. Die angenom m enen Param eter 

des Beha Iters 2 sind diejeni.gen des in Abschnitt 6.2 be- 

schriebenen Standardfalls. Das dazugehorige FE-Netz zeigt 

das Bild 6.2. Fur die BehaIter 1 und 3 werden ahnliche FE- 

Netze angenom m en, wobei die Unterschiede aus der veranderten 

Trichterhohe und -neigung resultieren. Die tibrigen Param eter 

des Standardfalls werden auch hierfur ubernom m en.

40 4.040+■ t ++ + +

1 2 3

P Po
oo o

\ //A 2Dl
CD
<N 7o°2.0 2.0+ +

+ 20
+

Bild 6.20: Silogeom etrien m it verschiedenen

Trichterneigungen, M aBangaben in [m j



118

Die berechneten Geschwindigkeitsfelder zeigen fur alle drei 

Fa lie dasselbe qualitative Verhalten m it W erten ahnlicher 

GroBe, wie es bereits im  Abschnitt 6.2 beschrieben wurde. 

Auch der Behalter 1 m it der flachsten Trichterneigung weist 

M assenfluIB auf; dabei 1st der Geschwindigkeitsgradient im  

Trichter groBer als bei den anderen beiden ESllen, d.h. an 

der Trichterwand treten geringere und in der Trichterachse 

groflere FlieBgeschwindigkeiten auf. Gleiches zeigt sich im  

Vergleich der m ittleren zur steilen Trichterneigung.

Im  Bild 6.21 sind fiir alle drei Kile die berechneten Haupt- 

spannungen im  Trichter und im  angrenzenden Vertikalbereich 

fiir den Fiillzustand (t = 0 sec) und fiir das Entleeren zum  

Zeitpunkt t = 1,0 sec dargestellt.

Es ist erkennbar, daB beim  Entleeren m it groBerer Trichter

neigung das "Gewolbe" der Hauptspannungen flacher wi.rd, so 

daB fiir den steilen Trichter groBere W anddriicke zu erwarten 

sind. DaB dies nur bedingt eintritt, zeigt das Bild 6.22, in 

dem  die Randspannungen aw fiir die drei Trichterneigungen 

dargestellt sind. Die W erte sind beim  steilen Trichter nur 

wenig groSer, erstrecken sich aber iiber einen hoheren Be- 

reich, so daB die Resultierende der Randspannungen beim  

steilen Trichter wesentlich groBer ist.

An den Tr ichterwanden ist ein linearer Zusam m enhang zwischen 

der Norm alspannung aw und der Schubspannung tw  m it einem  

Reibungsbeiwert tann als Krafterandbedingung vorgegeben wor

den. Im folgenden soli dargestellt werden, wie sich unter- 

schiedliche Reibungsbeiwerte auf die Rechenergebnisse aus- 

wirken, wobei. die iibrigen Param eter 

gewahlt werden. Bei den berechneten Geschwindigkeitsfeldern 

ist eine ahnliche Erscheinung wie gerade beschrieben fest- 

zustellen: Hohere Reibungsbeiwerte fiihren zu groBeren 

Geschwindigkeitsgradi.enten im  Trichter, wobei sich die

wie beim  Standardfall
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t = 0 secr tti Im i mi

I \ t iMil MM

MM
MM
MM
MM
M My \\\\/

MM
MM
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\ \ M 
M \ l 
\ \ \ \ 
\ \ \ X 
MM 
MM/ 
MM/ 
\\\\w MM

MM
MM
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^ = 0.5 N / mm2

t = 1.0 secr — — ~ 
M M \ MM till

MM MMM M
x\ \ \ x \ M■x

x-X
- x

x \X

\ - - -x x — — MX
\ \ X XX X \

X. X
' N \

Bild 6.21: Hauptspannungsfelder bei verschiedenen

Trichterneigungen fur t = 0 sec und t = 1 sec
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h[m]
1.0 H

t = 1.0sec 3' = 50°
0.5 H

t=0sec

1.5 H

t = 1.0 sec

3' = 60°i.o H

t = 0 sec

0.5 H

2.5 —I

t=1.0sec
2.0 —

S' = 70°1.5H

t=0sec
1.0-H

0w[N/mm2]0.5 H

0.1 0.2 0.3

Bild 6.22: Randnorm alspannungen aw uber der Trichterhohe h 

fur verschiedene Trichterneigungen
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die FlieBgeschwindigkeiten an den Behalterwanden geringfugig 

verringern und in der Trichterachse erhohen. Es zeigt sich 

weiter, daB das Spannungsniveau im  unteren Silobereich bei 

hoheren Reibungsbeiwerten geringer ausfallt. Dies ist auch im  

Bild 6.23 ersichtlich, in dem  die berechneten Hauptspannungen 

fur zwei Reibungsbeiwerte im  Trichter und im  angrenzenden 

Schacht fur den Fiillzustand (t = 0 sec) und fur das Entleeren 

zum Zeitpunkt t = 1,0 sec dargestellt sind.

tairj) =02
fit)t \ t t

I t I lMM

+ 1 i i 
HHi \ \ + * \\
\\\\/

x\ \ \
MM

t = 1.0 sect = 0 sec

21 = 0.5 N/mm

tani) = 05mimm

\ m \mm
x \ \ \mm 

m \ \ 
m \ \ 
\ \ \ \ 
\ \ \ \
\ \\\/ 
tH\/

-- X

' ' \

t i H N \ t= 1.0 sect = 0 sec

Bild 6.23: Hauptspannungsfelder fur t = 0 sec und t = 1,0 sec 

bei verschiedenen Reibungsbeiwerten
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der Orientierung und 

GroBe der Hauptspannungen. Entsprechende Auswirkungen zeigen 

sich auch bei den Randspannungen, die bei dem  kleineren Rei- 

bungsbeiwert wesentlich groBer ausfallen. Eine Darstellung der 

Randspannungen ow ist m it dem Bild 6.24 gegeben. Die Ursache 

fiir das geringere Spannungsniveau bei hoheren Reibungsbeiwer- 

ten ist darin zu sehen, dalB ein groBerer Teil des Fullgewichts 

bereits im  oberen Behalterbereich iiber die W andreibung in die 

Behalterwande eingeleitet wird.

M an erkennt deutliche Unterschiede in

h[m]

1.5H

t = 1.0 sec
t = 0sec1.0H

tarn) = 0.20.5—\

1.5H
t = 1.0sec

1.0—

t=0sec

tarnri = 0.5 Ow[N/mm2]0.5H

0.50.30.1 0.2

Bild 6.24: Randnorm alspannungen aw iiber der Trichterhohe h 

bei verschiedenen W andreibungsbeiwerten
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Nach di.eser Erlauterung der rechnerischen Untersuchungen 

sollen die dabei gewonnenen m echani.schen Erkenntnisse im  

folgenden Abschnitt durch den Vergleich m it anderen Rechen- 

verfahren und Versuchsergebni.ssen gepruft werden.
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7 Diskussion der Erkenntnisse

7.1 Ein Vergleich m it anderen Rechenverfahren

Im  folgenden werden anhand eines Beispiels die Ergebnisse des 

hier entwickelten num erischen Recbenverfabreris den Ergebnissen 

der in Abschni.tt 2 beschriebenen Rechenverfahren von JENIKE, 
W ALTERS und ENSTADT gegeniibergestellt. Als Fullgut wird der be- 

reits im  Standardfall verwendete und in Abschnitt 6.2 beschrie- 

bene "Sacram ento River Sand" m it einer Ausgangsporenziffer von 

e = 0,87 angenom m en. Dessen innerer Reibungswinkel wurde von 
LEE/SEED [ 33j m it ip = 34° bestim m t. Die Silogeom etrie und die 

Param eter des Fullguts sind im  Bi.ld 7.1 angegeben. Es wird ein 

ebener Verform ungszustand vorausgesetzt.

D=4.0m

Fullgut
Feinsand

x

Spez. Gewicht 
y =16KN/m3

Innerer
Reibungswinkel

=34°

Wctnd-
reibungswinkel
T] = 22°

E
P
o

X

E
oo
CM

Trichterneigung 
gegen die Vertikale 
$ = 20°

Bild 7.1: Silogeom etrie, Bezeichnungen und Fullgutparam eter 

der vergleichenden Rechnung



125

Fur das eigene Rechenverfahren wurden die Param eter des 

Standardfalls gewahlt (vgl. Abschnitt 6.2), wobei die Geo- 

m etrie und das FE-Netz entsprechend der steileren Trichter- 

neigung m odifiziert wurden. Die dam it berechneten Randspan- 

nungen aw sind flir den Zeitpunkt t = 1,0 sec im  Bild 7.2, 

Kurve FEM , aufgetragen. Ab etwa t = 0,5 sec sind die Veran- 
derungen der Randspannungen in Abhangigkeit von der Zeit 

gering, sodaB t = 1,0 sec als reprasentativ angesehen wer- 

den kann.

Im folgenden wird jeweils kurz dargestellt, wie im  angenom - 

m enen Beispiel die Randspannungen nach den Rechenverfahren 

der oben genannten Autoren zu bestim m en sind.

(1) JENIKE

Es wird das in [6J dargestellte Rechenverfahren angewendet. 

Die Randnorm alspannungen aw im  Schacht werden nach JANSSEN  

bestim m t:

Y Rh
[ 1 - exp ( - tan t) • K • y / Rh) ] (7.1 )ow = tant)

Darin sind 

Rh = S/U 

K = ax/o y
Hydraulischer Radius, hier R  ̂= D/2 

Verhaltnis von Horizontalspannung 

zu Vertikalspannung

Jenike schlagt aufgrund seiner em pirischen Beobachtungen 

K = 0,4 vor. Die Randspannungen im  Trichter werden in zwei 

Anteile aufgespalten.

Der erste Anteil erfalBt das Fullgut im  Trichter ohne Beriick- 

sichtigung der Auflast und verlauft, ausgehend vom  W ert Null 

in der gedachten Trichterspitze, linear zum  W ert
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= b^y-D°w‘

wird von JENIKE in Ab-
hangigkeit vom Trichterneigungswinkel $, dem Wandreibungswin- 

kel n und dem inneren Reibungswinkel in Form von Diagrammen 

angegeben. Im hier angenommenen Beispiel ist b^ = 0,52.

am oberen Trichterrand. Der Beiwert b 1

Der zweite Anteil beriicksichtigt die Auflast aus dem  Fullgut 

im  Schacht, indem  zusatzliche Randspannungen unterhalb des 

oberen Trichterrandes in einem  dreieckform igen Verlauf m it 

einer Hohe von 0,3 D angenom m en werden. Der W ert am oberen 

Trichterrand betragt

(oy)H - b2-y-D
0W" = 3.3 •

sin -& + cos - tan T]

Darin ist (0y)H die Auflast auf den Trichter, die nach JANS

SEN bestim m t werden kann. Der Bei wert b2 ergibt sich wi.ederum  

in Abhangigkeit von , n , und ist hier b2 = 0,20. Die be- 

rechneten Randspannungen sind im  BiId 7.2, Kurve J, aufgetra- 

gen.

(2) W ALTERS

Das von W ALTERS in [7j und [8j angegebene Rechenverfahren 

bezi.eht sich auf rotati.onssym m etri sche Fa lie, laBt sich aber 

leicht auf den ebenen Verform ungszustand iibertragen. Die in 

[7J und [8J angegebenen Gleichungen zur Bestim m ung der ver- 

schiedenen Beiwerte und der Losungen werden hier nach ent- 

sprechender M odi.fikation angewendet.

M it Bezug auf einen horizontalen Schni.tt wird von einer 

m ittleren vertikalen Norm alspannung ay ausgegangen. Unter 
den in Abschnitt 2 beschriebenen Voraussetzungen kann m an die 

Schubspannung an der Behalterwand (t ) in Abhangigkeit vonxy' w
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der vertikalen Norm alspannung an der W and (oy)w, und weiter 

in Abhangigkeit von Oy ausdrlicken:(°y) w

= B ' ( Oy )W( Xxy )W

( 0 y)w = C 0
y

Die Beiwerte B und C werden in Abhangigkeit von <p, n und -Q- 

berechnet. Hier ergibt sich im  Schacht bei Annahm e eines 

aktiven Spannungszustandes B = 0,1258,

Trichter fur einen passiven Spannungszustand B = 0,4775,

C = 1,8292.

C = 0,9503 und im

Nach einer Gleichgewichtsbetrachtung an horizontalen Schnit- 

ten ergeben sich zunachst Losungen fur ay in Abhangigkeit 

von y und daraus lassen sich Randspannungen ow bestimmen.
Man erha It fiir den Schacht

1 [ 1 - exp (- 2 B-Oy / H ) ]= Y'DOw
2tanT)

und fur den Trichter

F-C 1 - 2tan &-y I H L-1[ 1 - (1 - 2 tan &-y I H )= y-DOw
2( L -1) - tan2 tanxi

+ ( oy )H - ( 1 - 2 tan -3- - y / H )L }

Darin sind die Beiwerte F und L wiederum  in Abhangigkeit von 

‘P, n und zu bestim m en. Es ist F = 0,442 7 und L = 3,2 280. 

Die berechneten Randspannungen sind im  Bild 7.2, Kurve W , 

aufgetragen.
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(3) ENSTADT

Die Darstellung dieses Rechenverfahrens findet sich in [ 9J . 

Unter der Voraussetzung, daB der Spannungszustand an der 

Behalterwand die M ohr-Coulom bsche Grenzbedingung und die 

Krafterandbedingung der W andreibung erfullt, laBt sich der 

W inkel 0 bestim m en, den die groBere Hauptspannung rait der 

W andnorraalen einschlieBt:

i [ i) + sin_1 ( sin 7) / sin ip ) ]
P =

Hieraus ergeben sich zwei W erte fiir 3, jeweils einer fiir den 

aktiven und passiven Spannungszustand. Ira vorliegenden Fall 
ergibt sich 3a = 80° und 3p = 32°.

Aus den Hauptspannungsrichtungen ergibt sich auch das Ver- 

haltnis der Horizontal- zur Vertikalspannung an der W and 

K = (ax)w/(°y)w:

1 + sin 9 • cos 2p
K =

1 - sin ip • cos 2p

Bei Annahm e des aktiven Spannungszustands ist K = 0,31. Die- 

ser W ert wird fiir die Erm ittlung der Randspannung aw im  

Schacht nach der Janssengleichung (7.1) genom raen.

Fiir den hydrostatischen Druck a = 0,5(ax + Oy) im  Trichter 
erhalt ENSTADT m it einer Gleichgewichtsbetrachtung an kreis- 

form igen Ausschnitten folgende Losung:

•r «K|)x
J'o

y.Yv-Y■r— r- -R0 ( R ) =
X - 1 - 1
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Die Beiwerte X, Y werden in Abhangigkeit von ip, n und $ be- 

stiram t und ergeben sich hier fur den passiven Spannungszu- 

stand zu X = 4,9577 und Y = 2,6600.

o(Ro) ist der hydrostatische Druck an der Oberkante des 

Trichters und ergibt sich aus den Janssengleichungen des 

Schachtes. Es zeigt sich, daB die Ubergangsbedingung hin- 

sichtlich o nur in der Ecke zwischen Trichter und vertikaler 
W and, aber nicht raehr im  Inneren er fill It werden kann.

Unter den bereits genannten Voraussetzungen ergeben sich die 

Randspannungen im  Trichter durch

ow = o • ( 1 + sin ip • cos 2pp)

Die berechneten Randspannungen sind im  BiId 7.2, Kurve E, 

aufgetragen.

Zu Bild 7.2 sind folgende Bem erkungen zu m achen:

Die FE-M ethode liefert wegen der stetigen Geschwindig- 
keitsansatze auch stetige Spannungsfelder1). Der Sprung 

in den nach der FE-M ethode berechneten Randspannungen in 

der Ecke zwischen Trichter und vertikaler W and ergibt 

sich bei unverandertem  Spannungstensor aus der verander- 

ten Orientierung der Bezugsebene fur die Randspannung. 

Dem gegeniiber haben die iibrigen Spannungsverlaufe an 

dieser Stelle echte Diskontinuitaten.

l) Dies gilt zunachst nicht fiir lineare Geschwindigkeits- 

ansatze, jedoch lassen sich dann iiber die Spannungs- 

knotenwerte stetige Spannungsfelder konstruieren.
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Um eine bessere Vergleichbarkeit zwischen den verschie- 

denen Verfahren zu schaffen, kann m an die Resultierende 

aus den Randnorm alspannungen aw bilden. Dies wird fur 

die vertikale W and (̂ Pwi ) und die Trichterwand (̂ Py#), 

sowie fiir die obere Halfte der Trichterwand (-̂ P )̂ ge 

trennt durchgeflihrt. Nim m t m an das Fullgutgewicht von 

= 774 [kN/lfdm  BehaltertiefeJ als Bezugswert, so 

ergibt sich nach den verschiedenen Verfahren:

vy

FE-MethodeENSTADTWALTERSJENIKE

Pwl
?W2 /Vy 

^W3 /Vy

0,26 

0, 36 

0, 23

0,32 

0,40 

0, 30

0, 32 

0,44 

0, 40

0, 26 

0, 51 

0, 34

Fiir den Bereich des Trichters zeigen sich erhebliche 

Unterschiede. Die Resultierende des oberen Trichterbe- 

reiches unterscheiden sich bei den Verfahren von JENIKE  

und ENSTADT um den Faktor 1,7, wahrend die entsprechen- 

den W erte nach dem  Verfahren von W ALTERS und der FE- 

M ethode etwa in der M itte dazwischenliegen.

Aus den gesam ten Randspannungen ergibt sich eine verti-
Nim m t m an wiederum  Vy = 774 [kN/ 

lfdm  Behaltertiefej als Bezugswert, so ergibt sich

kale Resultierende Py*

FE-MethodeENSTADTJENIKE WALTERS

Py /Vy 0,860,730,86 0,94

Die Verfahren von JENIKE, W ALTERS und ENSTADT vernach- 

lassigen Tragheitskrafte, und es sollte sich dann 

Py/Vy = 1 ergeben, da das gesam te Fullgutgewicht iiber 

die Randspannungen getragen werden m uB. Die Differenzen 

erklaren sich wie folgt:
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Bei JENIKE 1st Py stark von der Annahm e iiber die Breite 

der dreieckform igen Zasatzspannung am oberen Trichter- 

rand abhangig. Eine Erhohung von 0,3 D auf 0,4 D fiihrt 

bereits auf Py/Vy > 1. W ALTERS setzt bei seiner Theorie 

einen Trichter m it vollstandiger Spitze voraus, von der 

im  vorliegenden Beispiel die untere Halfte abgeschnitten 

ist. So hatte der abgeschnittene Teil noch einen nen- 

nenswerten Anteil der auf den Trichter wirkenden Aufla- 

sten m itzutragen, und di es bleibt hier unberiicksichti gt. 

In der Theorie von ENSTADT sind, wie bereits in Ab- 

schnitt 2 erlautert wurde, die Gleichgewichtsbedingungen 

zwischen dem  Trichter und dem Schacht ni.cht erfullt und 

entsprechend i.st auch Py * Vy. Bei der Anwendung der FE- 
M ethode sind die Gleichgewichtsbedingungen im  globalen 

Sinne im m er erfullt. Da hier bei. der Anwendung der FE- 

M ethode die M assentraghei.t des Schiittgutes beriicksich- 

tigt wurde, wird auch ein Teil des Schiittgutgewichts 

durch Traghei.tskrafte getragen. Dies erklart, dalB bei 

der FE-M ethode Py < Vy ist.

7.2 Ein Vergleich m it experim entellen Untersuchungen

Experim entelle Untersuchungen wurden iiberwiegend unter La- 

borbedi.ngungen an M odellsilos durchgefuhrt. Trotzdem  ergibt 

sich bei den Ergebni.ssen verschi edener Untersuchungen haufig 

kein einheitliches Bild, hin und wi.eder treten sogar W ider- 

spriiche auf. Selbst die Reproduzierung von Versuchsergebni s- 

sen unter unveranderten Bedingungen bereitet Problem e. 

Dariiberhinaus ist fragli.ch, ob die Verhaltnisse an M odell

silos unm ittelbar auf GroBsilos ubertragen werden konnen, 

m an vergleiche hierzu CRAIG/W RIGHT [36J, NIELSEN/ASKEGAARD  

L 37J und JOHANSON [ 38J . Unter diesen Gesichtspunkten ge- 

schieht der Vergleich der Rechenergebni.sse m it experim entel

len Untersuchungen auf qualitativer Ebene.
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Hinsichtlich des Geschwindigkeitsfeldes lassen sich die we- 

sentlichen Ergebnisse des num erischen Rechenverfahrens wie 

folgt zusaram enfassen:

Im  Schacht bewegt sich das Fullgut weitgehend wie ein 

starrer Korper.

In einem  Ubergangsbereich zwischen dem  Trichter und dem  

Schacht beginnt eine Beschleunigung des Fullgutes, die 

bis zum  Austritt aus dem  Behalter andauert.

Im  Trichter bewegt sich das Fullgut auf radialen Strah- 

len.

Im  Trichter tritt eine Auflockerung des Fullguts ein.

Diese Ergebnisse werden, soweit es HassenfluBsilos betrifft, 

im  wesentlichen durch experim entelle Untersuchungen bestatigt.

BLAIR-FISH/BRANSBY [ 39j plazieren im  Schiittgut wahrend des 

Fiillens von M odellsi.los sogenannte "M arken" in vertikalen 

Ebenen. Die Bewegung der Harken, und dam it auch des Schiitt- 

guts, wahrend des Entleerens wird durch Rontgenaufnahm en des 

BehaIters festgehalten. Neben der Position der Harken laBt 

sich auf den Rontgenaufnahm en grob die Lagerungsdichte des 

Schuttguts feststellen, da aufgelockerte Bereiche gegeniiber 

den Rontgenstrahlen eine erhohte Durchlassigkeit aufweisen. 

Hit Beginn des Entleerens wird eine Auflockerung des Full- 

guts direkt oberhalb der AuslaBoffnung festgestellt, die 

sich im  weiteren nach oben ausdehnt. Ausgehend von der Ecke 

zwischen Trichter und vertikalen W anden entstehen zusatzlich 

schm ale Bander aufgelockerter Zonen. Es handelt sich offen- 

sichtlich um Di latanzerscheinungen infolge hoher Schubbean- 

spruchung. Diese Bander verschm elzen dann m it dem  Auflocke-
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rungsbereich, der von der Offnung ausgeht und schlieBlich 

den gesam ten Trichter um faBt. Im Schacht zeigen alle M arken 

die gleicbe Bewegung. Das Fiillgut gleitet dort entlang den 

W anden wie ein starrer Korper abwarts. Im  Trichter bewegen 

sich die M arken entlang radialer Strahlen. Aussagen liber die 

GroBe der Geschwindigkeiten liegen nicbt vor.

KOTCHANOVA [40] untersucht FlieBgescbwindigkeiten in M odell- 

si los m it flachen Boden. Das Fiillgut wi rd wahrend des Fiil- 

lens m it optischen M arken durchsetzt, deren Bewegung entlang 

einer durchsichtigen Behalterwand wahrend des Entleerens 

iiber Film aufnahm en festgehalten wird. Dabei werden die Be- 

dingungen des ebenen Verform ungszustandes sim uliert. Eine 

schem atische Darstellung der Film aufnahm en zeigt BiId 7.3a.

Danach konnen 4 Bereiche unterschieden werden:

eine Zone I gleichform iger Bewegung des Fiillguts,

eine Ubergangszone II m it beginnender Beschleunigung und 

Relativverform ung des Fiillguts,

eine Zone III hoher Geschwindigkeiten und Geschwindig- 

keitsgradienten,

eine Zone IV ruhenden Schiittguts, das einen inneren 

Trichter bildet.

Das Bild 7.3b zeigt die in den Versuchen erm ittelten Ge- 

schwindi.gkeitsprofile in vertikalen und horizontalen Schrit- 

ten. M an vergleiche dazu die berechneten Geschwindigkeits- 

profile in den Bildern 6.4 und 6.5.
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Bild 7.3: FlieBgeschwindigkeiten wahrend des Entleerens 

nach KOTCHANOVA [40J

(a) Trajektorien der Schiittgutpartikel

(b) Geschwindigkeitsprofile

Eine ahnliche M ethode verwenden LEVINSON/SHM UTTER/RESNICK 

[41], wobei die Bewegung der optischen M arken bzw. des 

Schuttguts an der durchsichtigen Behalterwand m it einer 

Fotokam era jeweils alle 0,3 sec aufgenom m en wird. Grund- 

satzlich ergeben sich ahnliche Ergebnisse wie bereis bei 

KOTCHANOVA beschrieben. Dariiberhinaus wird festgestellt, daB 

nach einer kurzen Anlaufphase, deren 'Dauer etwa im  Bereich 

einer Sekunde liegt, ein quasistationarer FlieBzustand 

entsteht. Niraint m an zur Bestim m ung der FlieBgeschwindigkeit 

einen Zeitraum  von m ehreren Sekunden an, so ist der FlieB

zustand stationar. Dagegen zeigen sich beim  Zugrundelegen 

des kiirzeren Zeitraum s von 0,3 sec veranderliche FlieBge- 

schwindigkeiten.
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Sogenannte Radiosonden werden von PERRY/ROTHW ELL/W OODFIN  

[ 42 J , [43J verwendet. Es handelt sich hierbei um kleine Sen

der (Abm essungen von ca. 1-2 cm ) von Funksignalen, die 

beim  Fiillen im  Schiittgut eingesetzt werden. Die Lage der Ra

diosonde wahrend des Entleerens wird indirekt aus der Inten

sity t der Funksignale foestim m t, die gleichzeitig von m ehre- 

ren auBerhalb des M odellsilos angeordneten Em pfangern auf- 

genom m en werden. Da offensichtlich davon ausgegangen werden 

kann, daB sich die Sonde weitgehend wie das sie um gebende 

Schiittgut bewegt (auf eine Darstellung der Griinde wi rd hier 

verzi chtet), i st dam it auch die Bewegung des Schiittguts 

bestim m t.

Dies gilt wegen der Tragheit der Radiosonde und nicht exak- 

ten Ortungsm oglichkeiten nur eingeschrankt fiir kleine und 

schnelle Schwankungen der FlieBgeschwindigkeit. Die Ergeb- 

nisse zeigen ein ahnliches Bild, wie es bereits oben be- 

schrieben wurde. Im  vertikalen Behalterteil werden raum lich 

und zeitlich konstante FlieBgeschwindigkeiten gem essen. Im  

Trichterbereich nim m t die Geschwindigkeit in Richtung auf 

die AuslaBoffnung hin zu, wobei die Beschleunigung in der 

Behalterachse groBer als am Rande ist. Eine quantitative 
Auswertung der M eBergebni sse fiir ei nen Trichter von 70° Nei - 

gung gegen die Horizontale ist im  Bild 7.4 dargestellt. Das 

Bild 7.4a zeigt Kurven gleicher FlieBgeschwindigkeiten und 

Bild 7.4b Geschwi ndigkeitsprofile in radialen Schnitten. 

Dabei sind Unstetigkeiten des Geschwindigkeitsgradienten in 

der ISKhe der Beha lterachse erkennbar.

ROTHW ELL und W OODFIN fiihren auch Untersuchungen iiber die La- 

gerungsdichte des Fiillguts im  Trichter wahrend des Entlee
rens durch. Ohne nahere Erlauterungen teilen sie in [ 43J als 

Ergebnis m it, daB die Lagerungsdichte vom Rand zur Behal- 

terachse hin und m it Annaherung an die AuslaBof fnung abni.m m t.
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Bi Id 7.4: FI ieBgeschwi ndigkeiten vabrend des Entleerens 

nach PERRY/ROTHW ELL/W OODFIN [ 43 j

(a) Kurven gleicber FlieBgescbwi ndigkei t v

(b) Gescbwindigkeitsprofile in radialen Schnitten

Neben den bier beschriebenen gibt es eine Vielzabl weiterer 

Untersuchungen uber die FIieBgeschwindigkeiten von Schutt- 

giitern in M assenfluBsilos wihrend des Entleerens, die tiber- 

wiegend ahnliche Ergebnisse ergeben und deshalb bier nicbt 

dargestellt werden. Insgesam t decken sicb die Recbenergeb- 

nisse, wie sie in Abscbnitt 6.2 dargestellt sind, in quali- 

tativer Hinsicbt m it den experim entellen Untersucbungen. 

Vereinzelt zeigen sicb Abweicbungen, so bei der gerade dar- 

gestellten Diskontinuitat des Gescbwindigkeitsgradienten, 

und es bleiben offene Problem kreise, und zwar binsicbtlicb 

der bei den num eriscben Recbnungen festgestellten Geschwin- 

digkeitsscbwankungen im  oberen Bebalterbereicb. Im  weiteren 

sollen die Ergebnisse einiger experim enteller Untersucbungen
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liber die Spannungsverhaltnisse in M odellsilos wihrend des 

Entleerens dargestellt werden.

Ursprlinglich wurde die gerade beschriebene Radiosonde von 
PERRY/JANGDA [44J fur Druckm essungen verwendet. Dazu ist ein 

Druckaufnehm er an einer der flachen Seiten der zylinderfor- 

m igen Sonde eingebaut, der seine M eBwerte fiber Funksignale 

an einen Em pfanger iibertragt. Zur M essung von Vertikal- 

drlicken wi rd die Sonde wihrend des Fiillens in vertikaler 

Lage und fiir Horizontaldriicke in horizontaler Lage angeord- 

net. M an geht davon aus, daB sich die Sonde wahrend des Ent

leerens wi e das sie um gebende Fiillgut bewegt. Es erscheint 

jedoch fraglich, ob die vorgegebene Orientierung der Sonden- 

langsachse im  Bereich von Geschwindigkeitsgradienten, wie 

sie im  Trichter auftreten, beibehalten wird, so daB die 

Bestim m ung der Druckrichtung unsicher ist. Dabei ist insbe- 

sondere die horizontale Lage i.nstabiler als die vertikale 

Lage.

Das Bild 7.5 zeigt typisehe M eBergebnisse fiir die Vertikal- 

driicke. Auf der Abszisse ist die Zeit bis zum  Austritt der 

Sonde aus dem  Bella Iter aufgetragen. Die direkte Zuordnung 

der Driicke zu raum lichen Punkten ist nicht m oglich, da die 

Sonde wahrend des Entleerens nicht genau geortet werden 

kann.

Die M arkierung I bezeichnet den Fiillzustand bzw. den Beginn 

des Entleerens. Es zeigt sich, daB dort ein deutlicher An- 

sti.eg der Vertikaldrlicke auftritt. Andererseits geben PERRY/ 

JANGDA an, daB sich die stati schen Driicke durch m echanisches 

Verdichten des Fiillguts auf das Niveau der dynam ischen 

Driicke heben lassen, die ihrerseits vom vorhergehenden Ver- 

dichtungszustand unabhangig sind. Hinsichtlich der dynam i

schen Driicke zeigt si ch folgendes:

Im  Bereich nahe der Behalterachse nehm en die gem essenen 

Vertikaldrlicke, ausgehend von einem  zunachst annahernd
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BiId 7.5: Vertikaldriicke pv in Abhangigkeit von der Zeit t 
bis zum  Austritt der Sonde nach PERRY/JANGDA [44]

konstanten Verlauf, nach einer gewissen Zeit relativ 

schnell ab, um dann bis zum Austritt auf geringem  Niveau 

zu verbleiben. Zum  Vergleich ist in BiId 7.6 die m it dem  

num erischen Rechenverfahren fur den Standardfall erm it- 

telte Vertikalspannung a 
tragen.

liber der Beha lterhohe aufge-Y

In der M he der Behalterwand ergibt sich aus den M essun- 

gen zunachst wieder ein annahernd gleichm aBiger Verlauf 

m it anschlieflender Druckspitze und danach ein fast 

gleichm aBiger Abfall. Die berechneten Norm alspannungen 

des Standardfalls nahe der Behalterwand zeigt BiId 7.7.
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Bi Id 7.6: Vertikale Norm alspannung Oy in der Behalterachse 

in Abhangigkeit von der Hohe h iiber der AuslaS- 

offnung nach FEM -Rechnung fur t = 1,0 sec

Die Zeit zwischen dem  Beginn des Entleerens und dem  Aus- 

tritt der Sonde aus dem BehaIter ist an der W and groBer 

als in der Achse. Dies entspricht den unterschiedlichen 

FlieBgeschwi ndigkeiten.

Das Bild 7.8 zeigt die M eBergebnisse fur die Horizontal- 

driicke. W egen der bereits erwahnten Instabilitat der hori- 

zontalen Lage der Radiosonde und der dam it verbundenen 

Unsicherheit hinsichtlich der Richtung des Druckes sind 

diese Ergebni.sse vorsichtig zu interpretieren. Festzuhalten 

sind deutliche Druckerhohungen an einer Stelle, die etwa dem  

libergang in den Trichter entsprechen diirfte.

Die Radiosonden lassen sich auch fiir Druckm essungen an der 

Behalterwand verwenden, indem  m an sie in Bohrungen in der 

W and einfugt. Die Bi.lder 7.9a - c zeigen die von PERRY/
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Bi Id 7.8: Hori zontaldriicke in Abhangigkei t von der Zeit t 

bis zum Austritt der Sonde nach PERRY/JANGDA
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JANGDA gem essenen W anddriicke fur zwei runde M odellsilos m i t 

kegelform igen Trichtern verschiedener Neigung und fur einen 

rechteckingen M odell-silo m it keilform igem  Trichter. Die 

dargestellten Kurven fur das Entleeren sind das M ittel aus 

M el3werten der ersten 12 Sekunden des Entleerens, wobei in 

diesem  Zeitraum  unregeim aBige Schwankungen in einer GroBe 

von ca. 20 % auftreten.

Als Alternative zur fuhrungslosen Sonde m it drahtloser M eB- 
wertiibertragung verwenden EISENHART ROTHE/NATAU [ 45J die 

starr gefuhrte Sonde m it Druckaufnehm er. Sie wird an einem  

vertikalen Rohr befestigt, welches oberhalb der Einfiilloff- 

nung des M odellsilos gefuhrt und vertikal beweglich ist, so 

daB die Sonde wahrend des Entleerens von dem sie um gebenden 

Schiittgut "m i tgenom m en" wi rd. Das Rohr di ent auch zur Auf- 

nahm e der M eSkabel und zur W eganzeige. Som it ist eine direk- 

te Zuordnung der Driicke zu raum lichen Punkten im  Behalter 

m oglich. Durch die Befestigung der Sonde an der Fiihrung 

liegt auflerdem , im  Gegensatz zur fuhrungslosen Sonde, die 

vorgegebene M eBrichtung fest. Das BiId 7.10 zeigt die gem es

senen Vertikal- und Hori zontaldrucke liber der Beha lterti efe . 

Zum qualitativen Vergleich sind die entsprechenden W erte aus 

den Rechenergebnissen in Bild 7.11 dargestellt.

Insgesam t stim m en die Ergebnisse des num erischen Rechenver- 

fahrens m i t den M eBergebni ssen, soweit solche beziigli ch der 

Spannungen innerhalb des Schiittguts vorliegen, in qualitati- 

ver Hinsicht liberein. Experim entell ungeklart bleiben die 

bei den Rechnungen festgestellten Schwingungen der Span- 

nungswerte im  oberen Beha lterberei.ch. Dabei ist jedoch zu 

beachten, daB die im  Standardfall berechnete Schwingdauer 

bei etwa 0,3 sec liegt und bei Rechnungen m it Behaltern in 

der GroBenordnung der M odellsilos noch wesentlich kleiner 

ausfa lit. Es bleibt offen, ob die verwendeten M eBverfahren 

bzw. Aufzeichnungsm ethoden zur Aufnahm e solcher Spannungs- 

schwingungen geeignet sind.
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Bild 7.9: W anddriicke pw nach PERRY/JANGDA [44]

(a) Behalter m it kegelform igem  Trichter, 
Neigung 70°

(b) Behalter m it kegelform igem  Trichter, 
Neigung 60°

(c) Behalter m it keilform igem  Trichter, 
Neigung 65°
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Neben den oben beschriebenen Versuchen und denen von LAKSHM AN  
RAO/VENKATESW ARLU [46J, die wie PERRY/JANGDA eine Radiosonde 

verwenden, sind dem  Verfasser keine weiteren experim entellen 

Untersuchungen liber den inneren Spannungszustand in Schlittgli- 

tern wahrend des Entleerens bekannt. Eine groBere Zahl von Ar- 

beiten befaBt sich m it den Spannungen an den Silowanden, hier 

geniigen einfachere M eBm ethoden und die versuchstechnischen 

Problem e sind geringer. Dabei sind eine Vielzahl verschiedener 

Schiittgliter und Silogeom etrien m it unterschiedlichen M ethoden 

untersucht worden. Es zeigt sich bis auf die Beobachtung, daB 

bei. M assenfluBsilos m it Beginn des Entleerens im  Ubergangsbe- 

reich zwischen Trichtern und vertikalen Behalterwanden Druck- 

erhohungen stattfinden, kein gem einsam es Bild.

So stellen z.B. BLAIR-FISH/BRANSBY [39J sehr unregelm aBige 

Druckverlaufe liber die Zeit m it Schwankungen urn den Faktor 2 
fest. LAKSHM AN RAO/VENKATESW ARLU L 47 j und PERRY/JANGDA [ 44j 

m essen ebenfalls Schwankungen der Drlicke, die j edoch wesent- 

lich geringer ausfallen, und deren Perioden urn GroBenordnun- 

gen kleiner sind. Neben dem zeitlichen Ablauf ist die Frage 

nach der GroBe der Randspannungen wahrend des Entleerens 

entscheidend, wobei m an diese wegen der besseren Vergleich- 

barkeit auf die entsprechenden W erte im  Flillzustand bezieht. 

Hinsi.chtlich der m axim alen W erte reichen die Angaben von nur 

geringfligigen Erhohungen, z.B. urn einen Faktor von ca. 1,3 

bei M OTZKUS [2\ , bis zu im m ensen Steigerungen, z.B. um einen 

Faktor 10 - 15 bei PERRY/JANGDA [44J, jeweils an Silos m it 

Trichtern einer Neigung von 70° gegen die Horizontale und 

Sand als Fiillm aterial gem essen. Dabei zeigt der Verlauf liber 

der Trichterhohe bei M OTZKUS eine fast geradlinige Form , 

wahrend bei PERRY/JANGDA stark gekrlim m te Kurven m it ausge- 

pragten Spitzen auftreten. W egen der offensichtlichen Unsi- 

cherheiten bei der experim entellen Bestim m ung von Spannungen 

an Silowanden wird auf einen Vergleich m it den Ergebnissen 

des Rechenverfahrens hier verzichtet.
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8 Zusam m enfassung und Ausblick

Bisher bestehen keine befriedigenden Verfahren zur Berech- 

nung der Spannungen in Schiittgiitern beim  Entleeren von 

Silos. Die M ethoden von JENIKE, W ALTERS und ENSTADT basieren 

jeweils auf einer Reihe von Annahm en und Vereinfachungen, 

die nur beschrankt zutreffen, und liefern bei der Anwendung 

unterschiedliche Ergebnisse.

Im  Rahm en dieser Arbeit wird, aufbauend auf der M ethode der 

Finiten Elem ente, ein num erisches Rechenverfahren entwickelt, 

das sich durch folgende Punkte auszeichnet:

Es bietet eine vollstandige Einsicht in das m echanische 

Verhalten des Schiittguts vahrend des Entleerens. Es kon- 

nen dam it FlieBgeschwindigkeiten und Spannungen fur jeden 

Zeitpunkt und jede Stelle im  Schiittgut berechnet werden.

Abgesehen von der Nichtberiicksichtigung therm i sober Ein- 

fllisse und der Annahm e einer konstanten Lagerungsdi.chte 

entfallen alle Vereinfachungen. Insbesondere sind die 

M assentraghei t des Schiittgutes und die geom etri sche 

Ni.chtlinearita t beriicksichti gt. Dam it konnen groBe und 

schnelle Verform ungen des Schiittgutes erfaBt werden.

Es bietet die M oglichkeit einer vielseitigen Anwendung. 

Grundsatzlich bestehen keine Beschrankungen hinsichtlich 

der Behaltergeom etrie und der Anfangs- und Randbedingun- 

gen. Das Stoffverhalten des Schiittguts kann in differen- 

zierter Form , und ni.cht nur pauschal iiber den W inkel der 

inneren Reibung, erfaBt werden.

Zunachst wird ein Stoffgesetz fiir ein granulares, kohasions- 

loses M aterial form uliert, das sich aus einem  elasto-plasti- 

schen und einem  viskosen Anteil zusam m ensetzt. Der elasto-



147

plastische Anteil wird in Anlehnung an das Stoffgesetz von 

LADE L14J angenom m en, das in dieser Oder ahnlicher Form  in 

einer Reihe von Anwendungen gute Ergebnisse gezeigt hat. Der 

viskose Anteil wird in Analogie zum Stoffgesetz inkom pres- 

sibler Newtonscher Flussigkeiten gewahlt. Neben dem Stoff

gesetz laBt sich m it den Bedingungen des dynam ischen Gleich- 

gewichts und den Geschwindigkeits-Verzerrungs-Beziehungen ein 

vollstandiger Satz partieller Differentialgleiehungen form u- 

lieren, wobei ein Eulersches Bezugssystem  zugrundegelegt 

wird. Zur naherungsweisen Losung dieser Gleiehungen finden 

num erische Verfahren Verwendung, die M ethode der Finiten 

Elem ente zur raum li chen Di skretisierung und ein Differenzen- 

verfahren zur zeitlichen Di skretisierung. Die Di skretisie

rung fiihrt auf nichtlineare algebraische Glei chungssystem e, 

die iterativ in Anlehnung an die M ethode von Newton-Raphson 

gelost werden.

Sofern die Bedingungen des M assenflusses gegeben sind, 

zeigen die Ergebnisse in alien berechneten Fallen folgende 

charakteristische Eigenschaften:

Das Feld der Fli eBgeschwi ndigkei ten des Schiittguts wei st 

zwei unterschiedliche Bereiche aus. Zwischen den verti- 

kalen Silowanden bewegt sich das Schuttgut, von geringen 

elastischen Verform ungen abgesehen, wie ein starrer Kor- 

per. Dagegen treten in Trichtern horizontal und vertikal 

groBe FlieBgeschwindigkeitsgradienten auf, die in Teil- 

bereichen m it einer starken Auflockerung des Schiittgutes 

verbunden sind.
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M it Beginn des Entleerens geht im  Trichter zunachst die 

vertikale Orientierung der groBeren Hauptspannung iiber 

in eine horizontale Orientierung. Dann nim rat das Span- 

nungsniveau direkt oberhalb der AuslaBoffnung ab und im  

Ubergangsbereioh zwischen Trichter und vertikalen W anden 

zu. Es bildet sich dort ein Spannungsgewolbe m it hohen 

Spannungsspitzen in den Eckbereichen.

Die Randspannungen entwickeln sich entsprechend den 

inneren Spannungen. M it Beginn des Entleerens nehm en die 

Spannungen an der Trichterwand zunachst gleichm aBig zu, 

urn dann im  unteren Trichterbereich abzunehm en und im  

oberen Trichterbereich sehr stark zuzunehm en. Im  Uber- 

gang zwischen Trichter und vertikalen W anden tritt eine 

ausgepragte Spannungsspitze auf.

Es wird gezeigt, daB sich die Diskretisierungsparam eter des 

Rechenverfahrens, das sind im  wesentlichen die Geom etrie des 

FE-Netzes und die Zeitschrittlange beim  Differenzenverfah- 

ren, von Ausnahm en abgesehen, nur gering auf die Rechener- 

gebni.sse auswirken. Im  weiteren wird der Einflufl der Visko- 

sitatszahl untersucht, die als Stoffparam eter m it zunachst 

offenem  W ert im  viskosen Anteil des Stoffgesetzes auftritt. 

Es stellt sich heraus, daB die Viskositatszahl groBen Ein- 

fluB auf die GroBe der FlieBgeschwindigkeiten nim m t, vnhrend 

der EinfluB auf die Spannungen gering ist. Ihr W ert wird 

anhand eines Vergleiches von berechneten zu em pirisch erm it- 

telten FlieBgeschwindigkeiten abgeschatzt. SchlieBlich wird 

das num erische Rechenverfahren auf sym m etrische Silos m it 

verschiedener GroBe, sowie m it verschiedenen Trichterneigun- 

gen und W andreibungsbeiwerten angewendet. Hierbei zeigt 

sich, daB der gewahlte Ansatz fur den viskosen Anteil des 

Stoffgesetzes einer weiteren Untersuchung bedarf, da W ider- 

spriiche zu gewissen, em pirisch erm ittelten Gesetzm aBigkeiten 

hinsichtlich der FlieBgeschwindigkeiten auftreten. Davon
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abgesehen zeigen die Rechenergebnisse m it experim entell 

gewonnenen Ergebnissen, sofern letzteren ein einheitliches 

Bild abgewonnen werden kann, weitgehende Ubereinstim m ung.

Als Gegenstand weiterer Forschungen sebeinen folgende Punkte 

relevant:

Der elasto-plastische Anted 1 des Stoffgesetzes ist for

m al sehr aufwendig. Im  Hdnbldck auf ktirzere Rechenzeiten 

sind Verei.nfachungen anzustreben. Der viskose Anted 1 be- 

darf aus den dargestellten Griinden weiterer Untersuchungen. 

Dariiberhi naus sollten alternative Form en von Stoffgeset- 

zen fur granulare Schiittgiiter verwendet werden. Das bier 

entwickelte Recbenverfabren erm oglicbt dies obne grund- 

satzliche Schwierigkeiten.

Fur die gebraucblicben Scbiittgiiter sind die Param eter 

des verwendeten Stoffgesetzes zu bestim m en.

, Sofern anwendbare Stoffgesetze vorliegen, die den Ein- 

flu.G der Lagerungsdichte beriicksicbtigen und diese in 

irgendeiner Form  als Variable entbalten, sollte die ver- 

anderlicbe Lagerungsdicbte des Scblittgutes im  num eri- 

scben Recbenverfabren beriicksi cbti gt werden.

Die Anwendung der M etbode der Finiten Elem ente m it Ver- 

scbiebungsansatzen erzwingt eine stetige Losung fur das 

Gescbwindigkeitsfeld. Nun deuten einige Untersucbungen, 
z.B. von BLAIR-FISH/BRANSBY [39J oder DONG/CLEARY [ 4SJ , 

auf das Auftreten sogenannter "slip lines" bin. Das sind 

Flachen im  Schiittgut, an denen die tangentialen Ge

scbwi ndi gkei tskom ponenten unstetig sind. Die Frage, ob 

und wi e solcbe "Unstetigkeiten" in einem  Recbenm odell 

beriicksi cbti gt werden sollen, bedarf einer Klarung.
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Der hier berechnete Zeitraum  des Entleerens um faBt 

1 Sekunde, die fur die Anwendung des Differenzenverfah- 

rens in der Regel in 500 Zeitschritte aufgeteilt wird.

In jedem  Zeitschritt ist eine vollstandige, nichtlineare 

FE-Rechnung durchzufuhren. Die wiinschenswerte Berechnung 

langerer Entleerungszeitraum e verbot sich im  Hinblick 

auf eine Begrenzung der Rechenzeit. Eine wesentliche 

Erweiterung laBt sich nur bei einer Vereinfachung des 

num erischen Rechenverfahrens und Einfuhrung einer 

variablen Zeitschrittlange erreichen. Hierzu sind weite- 

re Untersuchungen erforderlich.

Und als eigentliches Ziel aller Bem iihungen

die Durchfiihrung von Param eterstudien m it verschiedenen 

Silogeom etrien (z.B. m it exzentrischen AuslaBoffnungen, 

Einbauten usw.) und Schiittgutern.
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Anhang A

Schreibweise I fur Tensoren

Die Kom ponenten der bier eingefuhrten GroBen und Tensoren 

werden zur Vereinfachung in einem  kartesischen Koordinaten- 

systera dargestellt. Tensoren 1.- und 2.Stufe werden durch 

unterstrichene Kleinbuchstaben, Tensoren 4.Stufe durch 

unterstrichene GroBbuchstaben sym bolisiert.

Es sei a ein Tensor l.Stufe m it den Kom ponenten a-j , i = 1, 

2,3, b und c Tensoren 2.Stufe m it den Kom ponenten bjj und 

i,j = 1,2,3, sowie A und B Tensoren 4.Stufe m it den

i,j,r,s = 1,2,3. M an kann
cij >
Kom ponenten A-jjrg und B-jj 

hieraus verschiedene Produkte bilden. Die Ergebnisse sind
rs'

wiederum  Tensoren. Im  einzelnen gelten folgende Regeln, 

wobei jeweils liber gleiche Indices zu sum m ieren ist:

_b *a hat die Komponenten by • Qj und ist ein Tensor 1• Stufe

by ‘ Crs 4.b c

2.b . c bjp ‘ Cfj

(Skalar)0.by ’ Cyb : c

2.^ijrs ‘ brsA : b

2.brs‘ Arsijb : A /»• “n

A : B Aijrs ‘ B 4.rskl

Gleiche Zusam m enhange gelten flir alle Tensoren entsprechender 

Stufe. Neben den hier angegebenen lassen sich eine Reihe
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weiterer Produkte bilden, die aber im  Rahm en dieser Arbeit 

nicht benotigt werden. Bei Hintereinanderschaltung der Pro

dukte gilt das Assoziativgesetz.

Neben der Produktbildung lassen sich durch die Bildung von 

Gradienten aus gegebenen Tensoren wiederum  Tensoren ablei- 

ten. So ist Va ein Tensor 2.Stufe, dessen Kom ponenten a ĵ 

im  kartesischen Koordinatensystera die partiellen Ableitungen 

von aj nach den raum festen Koordinaten Xj sind. Entsprechend 

ergibt Vb einen Tensor 3.Stufe m it den Kom ponenten bjjfr.

Im  Zusam m enhang m it den Tensoren 3.Stufe wird das folgende 

Tensorprodukt eingefuhrt:

Vb • a hat die Kom ponenten bjj>r • ar und ist ein Tensor 

2.Stufe.
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Anhang B

Schreibweise II fur Tensoren

Zur Form ulierung des num erischen Rechenverfahrens ist es 

zweckm aflig, die Kom ponenten von Tensoren in Vektoren oder 

M atrizen anzuordnen. Fiir ebene und rotationssym m etrische 

Fa lie gelten dabei die im  folgenden aufgeflihrten Regelungen:

Tensoren 1. Stufe werden als Vektoren geschrieben:

TV = ( Vf , v2 )Geschwindigkeit

bv - ( bv1 , bv 2 ) 

bt2 )

Volumenkraft

Jbt = ( bRandspannung n «

Tensoren 2. Stufe werden als Vektoren geschrieben:

T0 = ( On , 0 22 • O12 . °33 )Spannung

: td = ( dn , d22 . 2d12. d33 )Verformungsrate

w = ( w12)Rotationsrate

Gradienten, das sind Tensoren 2.- und 3.Stufe, werden als 

M atrizen geschrieben:

Geschwindigkeitsgradient VM V1 * 2

Vv
v2<1 v2<2

Spannungsgradient d 11.2°11.1

°22.1 °22.2
VO

°12-1 °12 *2

°33.1 °33.2
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Gradient der Verformungsrate dn,i dn <2

d22-2d 22-1Vd s

^12.2^12.1

^33-2^33.1

Tensoren 4. Stufe werden als M atrizen geschrieben:

^1133^1122 ^1112Elastoplast. Stofftensor Him

^2233H2222 H2212H2211
H s

H1233h 1222 ^1212^1211

^3333^3322 ^3312H3311

^1122 ® 1112 ®1133Gl111Viskoser Stofftensor

G2222 ^2233®2211 G2212
G

^1233®1211 0,222 ®1212

^3333^3322 ^3312®3311

Das Produkt a • w - w •a 1st ein Tensor 2. Stufe m it den
Es wird als Produkt einerKomponenten oj r • Wrj - Wjr • orj .

M atrix fto m it dem  Vektor w geschrieben, so daf3 sich als

Ergebnis ein Vektor ergibt. Fur den ebenen Fall degenerieren 

diese zu

2 o12

' ( w12 )- 2o 12w • 0 = fio • w0 • w S

°22 " °11
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In gleicher W eise ergibt sich

2 d12

_d • w - w • d = fid’w - 2 d12 • ( w12 )

d22 - dn

Auf die so definierten Vektoren und M atrizen konnen die 

Rechenregeln der M atrizenalgebra angewendet werden. Die fur 

den ebenen Fall getroffenen Regelungen lassen sich auf den 

dreidim ensionalen Fall ubertragen.
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Anhang C

Die Raum invarianz des elastoplastischen Stoffgesetzes

Im  folgenden wird gezeigt, dafi der elasto-plastische Anteil 

des Stoffgesetzes

H : d ,5|S) =

wie er in Abschnitt 4.4.2 abgeleitet wurde, die Transform a- 

tionsregel nach G1. (4.6) erfiillt und som it dem Prinzip der

Raum invarianz geniigt. Dazu m uS die Kom ponentenschreibweise 

benutzt werden. Das elasto-plastische Stoffgesetz lautet 

dann in seiner allgem einen Form

(Cl)0(s)jj = H  ijrs ' drs

Im  weiteren wird haufiger die Orthogonalitat des in Ab

schnitt 4.1 erklarten Transform ationstensors c[ ausgenutzt. 

Die Orthogonalitatsbedingung nach G1. (4.2) lautet in Kom po

nentenschreibweise :

( C 2)= 6Qri ' Qrj = Qir' Qjr U

Zunachst werden die Variablen des Stoffgesetzes betrachtet. 
oDer Anteil s der Jaum annschen Spannungsrate, der Anteil cjs 

des Cauchy Spannungstensors1) und die Verform ungsrate d sind 

objekti.v. Bei. einer starren Bewegung des Koordinatensystem s 

transform ieren sie sich nach G1. (4.5):

0
oy = qri • ors • qSj

( C 3a - c )Oij = qn- • ors • qSj

dy = qri • drs ■ qSj

o1 ) Die unteren s— Indices bei a_s und as werden im  folgenden 

weggelassen.
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Die Anteile d dp und dĵ von d transforraieren sich eben- 

falls nach G1. (C3c). W eiterhin hat der elasto-plastische
iie •

Stofftensor H als Param eter die plastischen Arbeiten W p und 

W k. Die m aterielle Ableitung von W p lautet

W p = Oij • d(P)jj

Im  transform ierten Koordinatensystem  ist

= Oy • dfpiijW p

Unter Beriicksichtigung der Transform ationsregeln fur a und 

dp nach G1. (C3b,c), sowie der Orthogonalitat von q nach G1. 

(C2) ergibt sich:

qri ’ ors ■ qSj • qki • dip)kl' dijWp =

= 5rk ■ 6S( ■ ors ■ dp)k[

= ors • d(p)rs

/v

Es ist dann W p = W p. Die gleiche Uberlegung gilt beziiglich 

W k. Dam it behalten auch die plastischen Arbeiten ihren W ert 

bei einer starren Bewegung des Koordinatensystem s bei und 

brauchen bei den folgenden Uberlegungen nicht berucksichtigt 

zu werden.

Im  weiteren wird der elasto-plastische Stofftensor H unter- 

sucht. Er ist durch G1. (4.62) gegeben und seine Kom oonenten 

lauten "

Ejjkl Ul t tmn ~°4%in) ^

A(k)+ ( Ipg “Ct(p)pq ) Epq)-U Ifu
^ijkl mklln mnrsmnrsmn ( C 4 )^ijrs = ^ijrs “
4(p)+ ( PIpq - (X(k)pq ) ^pqtu 01

Hieraus wird zunachst der Elastizitatstensor E betrachtet.
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Es ist

= 2 |i • 6jr • 6jS + X • 6y • 6rs^ijrs

m it den Lam e'sclien Konstanten X und y. M an kann unter Aus- 

nutzung der Orthogonal!tat von q leicht zeigen, daB folgende 

Beziehung gilt:

( C 5 )Qki ' Qlj ^kluv ' Qur ’ QvsEjjrs =

Die Gradienten des plastischen Potentials und der FlieBfunk- 

tionen m , n und 1 hangen nur von der Spannungsrate ab.

= mylOy)my

= nyloy)nU

= lij(Oy)l ij

Beriicksichtigt m an, daB m , n und 1_ jeweils Polynom e von £ 

sind (vgl. G1. (4.40), (4.42), (4.53)), so ergibt sich bei

einer Transform ation der Spannungen nach G1. (C3b) unter

Ausnutzung der Orthogonalitat von q:

m-yfOy) = <4ri ‘ ^rs^rs^ ‘ Qsj

( C6 a - c)nylOy) = 9ri ' ®rs ) ‘ Qsj

I ij ( 6 y ) ~ ^ri ' ^rs I ®rs ) ‘ Q sj

M it den Gin. (C5) und (C6) laBt sich dann weiter zeigen, daB 

bei einer starren Bewegung des Koordinatensystem s m it dem  

Transform ationstensor q folgendes gilt:

die Verfestigungsparam eter A  ̂und Ap bleiben unver- 

andert,

die Tensoren ap und transform ieren sich wi.e die 

Gradienten der Potentiate und der FlieBfunktionen:
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&WijlOij) = 9ri ' C^P)rs(®rs ) ’ Qsj
( C7 a,b )

Ctlklij (0y ) = Qri ' ®rs ) ‘ Qsj

Die G1. (C5), (C6) und (C7) werden benotigt, um festzustel-

len, wie sich die starre Bewegung des Koordinatensystem s m it 

einer Transform ation der Spannungen nach G1. (C3b) auf den 

elasto-plastischen Stofftensor H(a) auswirkt.

Es werden zunachst die Nenner von H(a) betrachtet (siehe G1. 
(C4)), wobei der Anteil npq • Epq û *m û herausgegriffen 

wird. Da iiber alle Indices sum m iert wird, konnen sie um be- 

nannt werden. Es gilt m it den Gin. (C5) und (C6a, b) unter 

Beriicksichti gung der G1. (C2):

■ mrs ( ors)nfj (0,-j) • E ijrs

= Qpi ’ npq^ ®pq ) ' Qqj -

‘ 9ki ’ 9lj ' ^kluv ' Qur ' 9 vs ‘ 

’ Q mr " ®mn ) ‘ Qns

^ mn ^ 0mn )* Qvn ’ ^pq ( ®pq ) * ^= 8p|< • 6gi • 6 kluv 'um

' ^ ^uv ^= nkl (Oki) ■ ^ kluv

Gleiches gilt dann auch fiir die iibrigen Anteile der Nenner. 

Som it bleiben die Nenner des elasto-plastischen Stofftensors 

bei einer starren Bewegung des Koordinatensystem s unveran- 
dert. "

Im  weiteren werden die Zahler von H(a) betrachtet. Es wird

herausgegriffen. M an er-der Anteil E-jj]̂  •

halt m it G1. (C5) und (C6a, b) unter Berucksichtigung von 

Gl. (C2)

•Enm n m nrs

:
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^ ijkl ^ kl (‘hi ^ ^ rnn ( ^ mn ) ^ mnrs

= 9pi ' CIpj ' ^ ' Quk ' dvlpquv

‘■hk’^tw^hw^’dwl ’ 1am' ‘"'ab (^ab ) ' Qbn

dcm ' ddn" ^cdef ' der ' dfs

= qPi • qgj •

■ 6ut • 6VW • 6ac • 6bd' ^ ■ rH^IO^) ' ^ab^at)) ' ^cdef "pquv

’ der ' dfs

= dpi ‘ dqj ' ^ • muv(°uv ) ’ *\d f ®cd J * ^cdef ’ der ’ ^ f spquv

Entsprechende Gleichungen gelten auch fur die anderen Antei- 

le der Zahler. Unter Beriichsichtigung der G1. (C5) ergibt

sich dann insgesam t:

H-1 1 ij  rs - dki ' dlj ' ^klmn' dmr ' ‘-Ins (C 8)

Mit den Gin. (C3a, c) und (C8) laBt sich dann nachweisen, 
daB das elasto-plastische Stoffgesetz gema 6 G1. (4.3) ge- 

schrieben in der Form

O ^klmn = 0 { c 9)• d°kl mn

auch die Gleichung

!o H- • d1 1 ij rs urs = 0 (CIO)OiJ

erfiillt und som it nach G1. (4.4) dem  Prinzi.p der Raum i.nvari- 

anz genugt.

Zunachst erhalt m an durch Invertierung der Transform ations- 

gleichungen (C3a, c) fiir die Spannungsrate und die 

Verform ungsrate:
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O O

®kl = 9km ' Omn ' 9ln

^mn ' ^rs ' 9ns= 9 mr

Dies in G1. (C9) eingesetzt ergibt

o
^klmn 9mr ’ ^rs ' 9ns = 09km ' 9 •9mmn

Mit qki • qkm = sim und qln • qqj = 6nj folgt weiter

~ 9ki ' 9lj ’ ^klmn' 9mr' 9ns ' ^rs = 0°u

M it der G1. (C8) ergibt sich hieraus die G1. (CIO).
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Anhang D

Differenzenverfahren zur Losung von System en nichtlinearer 

gewohnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung - 

lineare M ehrschrittverfahren

Dl Allgem eines

Im folgenden werden die wesentlichen Eigenschaften der line- 

aren M ehrschrittverfahren zusam m engestellt, soweit sie im  

Rahm en dieser' Arbeit relevant sind. Genauere Ausfiihrungen 
finden sich z.B. bei LAM BERT [49J.

Ei n System  nichtlinearer, gewohnlicher Differentialgleichun- 

gen hat die Form

dg
= ±1 ) ( DI )

dt

m it dem  Vektor a = a(t) als abhangiger und dem Skalar t als 

unabhangiger Variabler. Es wird vorausgesetzt, daB die G1. 

(Dl) bei Vorgabe einer Anfangsbedingung

(02)a ( 0 ) = 9.o

genau eine Losung besitzt. Es soil eine Naherungslosung fiir 

die Stelle ts = s • At, s = 1, 2, 3.. 

stim m t werden. Hierfur wird ein Ansatz gewahlt aus einer 

linearen Kom bination von W erten a*, das sind die M herungs- 
losungen in den Stellen t̂  , und von den W erten _fi =

(̂a ,̂ t*), das sind m it G1. (Dl) Naherungswerte der Ablei- 
tungen von a in den Stellen t̂ :

At = const be-• t• t

k . . k .
s ccJ-an + J = At-2 pJ-i n + j ( D 3 )mit n + k = s

j*oj = o
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Darin sind a 3 und 0 3 feste Koeffizi.enten. Gibt m an diese 
vor, so laBt sich m it G1. (D3) der W ert a_s = an+  ̂bestim m en, 

wenn die W erte an+3 , j < k, aus den vorhergehenden Rechen- 

schritten bekannt sind. Die Berechnungsm ethode hei.Bt linea- 

res M ehrschrittverfahren der Ordnung k. Ohne Beschrankung 

der Allgem einheit kann m an = 1 setzen. Die restlichen 

Koeffizienten a3 und 0 3 m iissen so festgelegt werden, daB bei 

gegebener Schrittweite At die Naherungslosung as m oglichst 

gut m it der exakten Losung a(ts) ubereinstim m t.

In diesem  Zusam m enhang ist der Begriff Konvergenz von Bedeu- 

tung. Bin lineares M ehrschrittverfahren nach G1. (D3) heiBt 

konvergent, wenn m it einer geeigneten Vektornorm  II.II fol- 

gende Bedingung gilt:

|| as - a(ts ) || = 0lim (D4 )
At—  0, s — oo

M an kann zeigen, daB eine lineare M ehrschrittm ethode genau 

dann konvergent ist, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

k .

ZaJ ( D5 )(1 ) = 0
j=0

kk
( D6)2j-aJ = 2 3(2)

j=o j=o

(3) Die Nullstellen der Gleichung

2aj-g,Jl 1)
( D7a)= 0

j=o
s = l...k. Mit G1. (D5) ist 5^ = 1.

Fiir die iibrigen Nullstellen mu/3 gelten
sind £ s'

( D  7 b )s = 2 .. . . k

1) 5(3) ist 5 zur Potenz j erhoben. a3 und 03 sind indizierte 

GroBen



164

Die Bedingungen (1) und (2), die als Konsistenz bezeichnet 

werden, bestim m en die GroBe des Fehlers, der bei einm aliger 

Anwendung des linearen M ehrschrittverfahrens entsteht, wah- 

rend die Bedingung (3), auch als Nullstabilitat bezeichnet, 

die Fehlerfortpflanzung im  Verlauf m ehrm aliger Anwendung 

bestim m t.

Der Begriff der Konvergenz nach G1. (D4) ist im  strengen

Sinn nur dann relevant, wenn die Schrittweite At gegen Null 

geht. Dies trifft bei Anwendungen nicht zu, dort hat die 

Schrittweite im m er einen endlich groBen W ert. M an kann die 

Konvergenz aber als notwendiges Kriterium  fur die Brauchbar- 

keit eines linearen M ehrschrittverfahrens benutzen: Verfah- 

ren, die nicht konvergent sind, liefern auch bei endlich 

grofler Schrittweite keine brauchbaren Naherungslosungen.

Fiir endlich groBe Schrittwei.ten sollte eine Fehlerabschat- 

zung

|| as - a (ts) 1 < R

m it
j j ( D 8 )R = R ( At, aJ , (3J . s , f )

vorgenom m en werden. In dieser strengen Form  ist eine Fehler- 

abschatzung bei System en nichtlinearer Differentialgleichun- 

gen (Dl) haufig nicht durchfiihrbar. M an versucht dann Aus- 

sagen dariiber zu treffen, wie sich der Fehler bezuglich 

eines Bezugswertes verhalt, bzw. wie groB der relative 

Fehler ist. M an spricht in diesem  Zusam m enhang von der 

num erischen Stabilitat des Verfahrens.

Der Fehler e an der Stelle t = ts lautet

( D 9 )es = a(s•At) - as
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M an kann zeigen, daG nach einer Transform ation des Fehler- 

vektors auf es folgender Zusam m enhang fur dessen Kom ponenten 
ês gilt:

k ki ~ s
= Z Vp I /( At-'x-SP" ) ( D 10 )e

p=i q=0

Darin ist der Vektor 1^ m it den Kom ponenten i 1 ein M aG fiir 

den Fehler bei einm aliger Anwendung des Verfahrens. Der Vek

tor X m it den Kom ponenten *-X enthalt die Eigenwerte der 
M atrix J = 9 f/9 a, das ist der Gradient des Vektors _f beziig- 

lich des Vektors a. Die W erte Cp sind konstante Koeffizien- 

ten, die von den Anfangsbedingungen nach G1. (D2) abhangen, 

und die W erte rp sind die Nullstellen des sogenannten Stabi- 

litatspolynom s tt

= 2 ( aj - At • 'X-pj ) • r(j)i (DU)Tt ( r. At- X )
j = o

Die Losung (DIO) gilt fiir den Fall, daG die Nullstellen 

rp von if alle voneinander verschieden sind. Bei m ehrfachen 

Nullstellen erhalt m an leicht m odifizierte Losungen.

Es zeigt sich, daG der m it G1. (DIO) bestim m te Fehler des 

linearen M ehrschrittverfahrens aus zwei Anteilen besteht. 

Dabei ist der zweite Anteil konstant, �wahrend sich der erste 

Anteil bei fortlaufender Anwendung des Verfahrens, d.h. m it 

wachsendem  s, verandert. Som it ist die Fehlerentwicklung 

durch die Nullstellen des Stabilitatspolynom s bestim m t, die 

bei fortlaufender Anwendung potenziert werden. Im  giinstig- 

sten Fall ist [rpj < 1, so daG der Fehler abnim m t.

D2 Einschrittverfahren

Fiir das im  Rahm en dieser Arbeit behandelte Problem  soil ein 

einfacher Sonderfall der linearen M ehrschrittverfahren ange-



166

wendet werden. Dies sind die Ednschrittverfahren, die sich 

aus G1. (D3) ergeben, indem  m an k = 1 setzt:

o 1= At � { p°-_f" n + 11 n+ 1 ( D12 )+ P • fa • a + a • a

lO hne Beschrankung der Allgem einheit kann m an a 

Aus G1. (D12) ergibt sich nach Anwendung der Konvergenzbe- 

dingungen G1. (D5) und (D6) m it 0 < 0 = 0

= 1 setzen.

1 < 1:

n+1 ( D13)fl+ 1 an ♦ At • [ ( 1 - p ) ■ _f_n + P • f 1a

Die 3. Konvergenzbedingung ist bei Einschrittverfahren nicht 

relevant, da das 1. charakteristische Polynom  nur eine Null- 

stelle hat. Einschrittverfahren m it 0=0 heiBen explizit, 

andernfalls im plizit. Im plizite Verfahren ergeben wegen 
j£n+l = f(an+1, tn+1) i. a. ni.chtlineare Gleichungen (D13).

M it den durch die Konvergenzbedi.ngungen bestim m ten Koeffizi- 
enten aj und 03 lautet das Stabilitatspolynom  nach G1. (Dll) 

fur Einschrittverfahren:

i
tt = [ -l - At-X-M -P ) ] + t 1 - At-x-p ] • r

Die einzige Nullstelle ist

1 + At *' X-{ 1 - p )
( D 14 )ri

1 - At •1X• P

Num erische Stabilitat, d. h. keine Fehlerakkum ulierung bei 

fortlaufender Anwendung des Einschrittverfahrens, ist gege- 

ben fur [ rj j < 1. Im  weiteren wird vorausgesetzt, da!3 < 0 

ist. Unter welchen Bedingungen diese Voraussetzung erfullt 

ist, wird im  Abschnitt D3 erlautert. Dam it gilt fur den 

Zahler der Nullstelle r̂ :

1 + At •1X•( i - p ) a 1
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und fur den Nenner

1 - At- X-p 5 1

Di e Bedingung [ r\ J < 1 ist fur beliebige At • erfiillt, 

wenn 3 > 0,5 ist. Solche Verfahren sind uneingeschrankt sta- 
bil, da bei beliebiger Schrittweite At bei fortlaufender An- 

wendung keine Fehlerakkum ulierung stattfindet.

Fiir 3 <0,5 ist L rl J * 1» wenn

At-'X > -2 / M  - 2p )

Solche Verfahren sind bedingt stabil, da zur Verm eidung der 
Fehlerakkum ulierung eine von iA abhangige Begrenzung der 

Schrittweite At erforderlich ist. Es bleibt noch zu erwah- 

nen, daB die num erische Stabilitat nur ein notwendiges, aber 

kein hinreichendes Kriterium  fiir die Brauchbarkeit eines 

linearen Ein- oder M ehrschrittverfahrens ist.
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D3 Betrachtung der Elgenwerte

Nach Abschnitt 5.2.1 hat der Vektor f_ bei dem im  Rahm en die- 

ser Arbeit behandelten Problem  folgende Form :

-1= M _ �( p - k - Mv* £ ) •f

Darin ist M die M assenm atrix, p der Lastvektor, k_ der Vektor 

der inneren Knotenkrafte und M y die konvektive M assenm atrix. 

Dam it erhalt m an

3f 0£ 3ji 9m v

do 3a 0a
= M "1 •(J = • a - M  v )

3a

An dieser Stelle sind weitere Aussagen nur unter folgenden 

Voraussetzungen m oglich:

Nichtkonservative Hasten werden vernachlassigt: dam it 

entfallt 3p/9a.

Geom etri sche Ni chtlinearitaten werden vernachlassigt: 

dam it entfallen die konvektiven M assenanteile und die 

geom etrischen Ni chtlinearitaten in den inneren Knoten

kra ften.

Die verbleibenden "physikalischen Anteile", zusam m enge- 

faBt in der tangentialen Steifigkeitsm atrix K = 8k/9a 

sind sym m etrisch und positiv definit.

Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich zunachst

- M '1 • KJ S

• m it der Eigenwertgleichung

( - M "1- K 0X � 1 ) - a
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bzw.

( D 15)[ K - (-X)M  ] • a = 0

G 1.• (D15) ist ein verallgem einertes Eigenwertproblem . W ie 

z. B. bei ZURM UHL J_ 50J , Abschnitt 15.5, gezeigt wird, sind 
die Eigenwerte (-Xi) bei sym m etrischer, positiv definiter 

Steifigkeitsm atrix K und M assenm atrix M alle reell und posi- 
tiv. Dann sind die Eigenwerte X i der M atrix J alle reell und 

negativ.

Es zeigt sich, daB eine allgem eine Aussage liber das Vor- 

zeichen der Eigenwerte *-X der Funktionalm atrix J nur unter 

einschrankenden Bedingungen m oglich ist, die i.a. nur bei 

linearen Problem en gegeben sind. Dies schlieBt nicht aus, 
daB auch bei nichtlinearen Problem en im  Einzelfall X̂ < 0 

ist. In diesem  Sinne konnen die im  Abschnitt D2 angegebenen 

Stabilitatskriterien nur als notwendige, und nicht als hin- 

reichende Bedingungen fiir die Fehlerakkum ulierung bei fort- 

laufender Anwendung der Ei nschrittverfahren angesehen wer- 

den.
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Bezeicbnungen

Sofern nicht ausdrlicklich andere Bedeutungen in den einzel- 

nen Abschnitten eingefiibrt worden sind, gelten die folgenden 

Bezeichnungen:

Verfestigungsparam eter des plastiscben 
Verform ungsanteils

Ap, Ak

M atrix m it partiellen Ableitungen der 
Form funktionen

B

C Viskositatsm atrix

D Bebalterbreite

ElastizitatstensorE

Tensor des geschwindigkeitsabbangigen 
Stoffverbaltens

G

H Tensor des elasto-plastiscben Stoffver- 
baltens

I, II, III Invarianten des Caucby Spannungstensors o

Invari.anten des Spannungstensors as 

Invarianten der Verform ungsrate d

Is' Ilg, Illg

id, iia, nid

Funktionalm atrixJ

tangentiale Steifigkeitsm atrixKt

M assenm atrixM

konvekti.ve M assenm atrixM y

M atrix der Form funktionenN

RadiusR

O berflacbe, QuerscbnittS

Um fangU

Volum enV

W p, W k plastiscbe Arbeiten
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Vektor der Knotengeschwindigkeitena

*t Randspannungen

bv Volum enkra fte

Cauchy-Green Verform ungstensorc

d Verform ungsrate

od obj ektive Verform ungsbeschleunigung

d(M ) m aterielle Ableitungen der rechten 
Streckungstensoren

.̂e elastischer Anteil der Verform ungsrate

flp plastisch-expansiver Anteil der Verform ungs
rate

k̂ plastisch-kontraktiver Anteil der Verform ungs
rate

e(M ) Rivlin-Ericksen Tensoren

fp» k̂ FlieBfunktionen

plastisches Potentialg

p̂» k̂ Verfestigungsfunktionen

k Vektor der inneren Knotenkrafte

Vektor der inneren Knotenkrafte aus geom e- 
trischer Nichtlinearitat

Gradient der FlieBfunktion f̂1

G radient des plastischen Potentials fp 

Gradient der FlieBfunktion g

m

n

Vektor der LastknotenkrafteP

• Vektor der Lastknotenkrafte aus RandspannungenPt

Transform ationstensor einer Starrkorperbewegungq

Rotationstensorr
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Funktion des Stoffqesetzess

Zei tt

rechter Streckungstensoru

Geschwi ndigkeitv

Rotationsratew

Koordinaten eines raum festen Punktesx

Koordinaten eines korperfesten Punktesy

Spannungen aus geom etrischer Nichtlinearitatz

Kopplungstensoren des elasto-plastischen 
Stoffverbaltens

“p* “k

spez. Gewicht des FullgutesY

6ij Kronecker Sym bol

ortliche Ableitung der Spannung nach der Zeit

W inkel der Reibung zwischen Schlittgut und 
Behalterwand

n

&, •& 

p̂» k̂

Trichterneigungen

Betrage der plastischen Verform ungen

Vi skosi ta t s zah 1P

spezifische M asse des FullgutesP

Cauchy Spannungstensora

o
Jaum annsche Spannungsratea

elasto-plasti scher Antei.l der Cauchy Spannung°s

geschwindigkeitsabhangiger Antell der Cauchy 
Spannung

o Jaum annsche Spannungsrate von as 

Jaum annsche Spannungsrate von av

Is
o
®v
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Haupt spannungen0 1 » °2 F °3

Spannungskom ponenten im  ebenen Fall°y Txy°x •
Randspannungskom ponenten, norm al und 
tangential zum Rand°w» T w

W inkel der inneren Reibung des Schiittgutes

Vektor eines Residuum s

Volum enverteilungsfunktion0)

m aterielle Ableitung von () nach der Zeit t(•)

8 ( ) /at

( ) ' i

ortliche Ableitung von () nach der Zeit t

partielle Ableitung von () nach der raum li- 
chen Koordinate Xj

partielle Ableitung von () nach der korper- 
festen Koordinate yj

a () /aYi

( )T Transponierte eines Vektors, einer M atrix 
Oder eines Tensors 2.Stufe ()

Variation eines Vektors ()«( )

Spur eines Tensors 2.Stufe ()tr( )

det ( ) Determ inants eines Tensors 2.Stufe ()

Gradient von () m it den Kom ponenten (),±V( )

n( ) M atrix einer Linearkom bination der Kom ponen
ten von ()

Einheitstensor m it der Kom ponenten1

Anm erkung zur Vorzeichenkonvention:

Bei der Darstellung der Grundlagen und der Ableitung des Rechen- 
verfahrens in den Abschnitten 3-5 wird fur die Spannung die in 
der Kontinuum sm echanik gebrauchliche Vorzeichenkonvention (Zug 
positiv, Druck negativ) benutzt. Bei der Darstellung und Diskus- 
sion der Ergebnisse in den Abschnitten 6, 7 wird die Vorzeichen- 
konvention der Siloliteraur (Zug negativ, Druck positiv) benutzt. 
Eine entsprechende Regelung gilt fur die Verform ungsrate.
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