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Berlin, den 15.12.85Prof. Dr.-Ing. E. Giencke

AbschluBbericht 

fiir das Porschungsvorhaben

"Sicherheitstheoretische Untersuchungen an druckbelasteten GFK-Bau- 

teilen unter Beriicksichtigung des Kriechens"
Gesch,Z.: IV/1-5-202/80

Zus airm en fas sung

Die Belastung der Tragwerke setzt sich aus den dauernd wirkenden La­
sten, die vom  Eigengewicht und der als dauernd wirkend anzusehenden 
Verkehr.slast herriihren, den vortibergehend wirkenden Lasten, wie der 
Schneebelastung und schlieBlich der Kurzzeitbelastung, wie die W ind- 
belastung und die restliche Verkehrsbelastung, zusam inen. Bei den 
GFK-Bauteilen interessiert besonders, wie sich die Kriechverform un- 
gen infolge der zeitweise wirkenden Schneebelastungen akkum ulieren.
Bei den druckbeanspruchten GFK-Bauteilen kom m t zu der Betrachtung 
nach Theorie 1. Ordnung (Gleichgewicht an der 
tion) noch die Knickbiegung (Theorie 2. Ordnung) hinzu. Da durch das 
Anwachsen der Ausbiegungen die M om ente infolge der Knickbiegung zu- 
nehm en, ist hierbei eine erhohte Kriechtendenz zu erwarten. Anhand 
von zwei linearen W erkstoffm odellen wird gezeigt, daB sich bei sinn- 
vol-lem  Vorgehen die uberlagerungsgesetze fiir zeitweise konstante Be- 
anspruchung (Theorie 1. Ordnung) auch auf den Fall der Theorie 2. Ord­
nung iibertragen lassen. Dazu werden die VergroBerungsfunktionen, 
d. h. das Verhaltnis der Knickverform ungen unter EinschluB der Knick­
biegung zu den elastischen Verform ungen bzw. der zugehorigen M om en­
te zu denjenigen im  elastischen Falle als Kriechfunktionen einge- 
fiihrt. M aBgebender Param eter ist dabei das Verhaltnis der Druckkrafte 
zur jeweiligen Knickkraft. Es zeigt sich, daB bei hoheren Druckbe- 
anspruchungen die Kriechverform ungen wahrend des W inters infolge der 
Dauerlast und des Schnees im m er m ehr diejenigen im  Som m er aus Dauer- 
last allein iiberwiegen. Neben den allgem einen Beziehungen werden noch 
vereinfachte fiir niedere Druckbeanspruchungen angegeben.

Der Bericht enthalt 49 Seiten.

unverformten Konstruk-

vfauch
(Prof. Dr.-Ing. E. Giencke)
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1. Einleitung

Fur die Beurteilung der Tragfahigkeit einer GFK-Konstruktion ist 

die Frage zu klaren, wie sich Kriechverform ungen infolge von Dau- 

erlasten und zeitweise wirkenden Lasten akkum ulieren. Die Dauerbe- 

lastung riihrt im  wesentlichen vom  Eigencrewicht sowie dem  als dau- 

ernd wirkend anzusehenden Anteil der Verkehrslast her. Eine typisch 

zeitweise wirkende Belastung ist die Schneelast m it einer Zyklus- 

zeit von einem  Jahr, sodaB bei einer Lebendauer von 30 Jahren m it 

40 Be- und Entlastungen zu rechnen ist. Fur die Be- und Entladung, 

von Silos ist es kaum  m oglich Zyklenzeiten anzugeben. Eine Ausnah- 

m e bilden die Garfuttersilos, die auch eine Lastperiode von einem  

Jahr haben und durch die hier vorgenom m enen Untersuchungen fur 

Schneebelastungen abgedeckt. werden. Bei den restlichen Verkehrsla -̂ 

sten und den W indlasten ist die Lastaauer so kurz, daB das Kriechen 

dabei vernachlassigt werden darf.

Die Rechnungen sind fiber der Zeit m it der idealisierten Lastge- 

schichte nach Bild 1 vorzunehm en und daraus dann sinnvolle fiber- 

lagerungsgesetze abzuleiten. Die Ergebnisse aus Untersuchungen nach 

Theorie 1. Ordnuncr, d. h. m it konstanten Schnittkraften in den 

einzelnen Zeitabschnitten konnen nicht auf druckbelastete Bautei- 

le, die nach der Theorie 2. Ordnung zu rechnen sind, ubertragen 

werden, da das Problem  aufgrund der Theorie 2. Ordnung nichtlinear 

wird. Denn das Kriechen hangt sehr stark vom  Verhaltnis der jewei- 

ligen Druckkraft zur Kriechknick- bzw. Kriechbeullast ab. Dieses 

Verhaltnis ist wiederum  unterschiedlich, ob die Dauerlast allein 

oder die Sum m e aus Dauer- und zyklischer Last wirkt. D. h. in der 

stark belasteten Phase ergeben sich aufgrund der Theorie 2, Ordnung 

relativ groBe zusatzliche Kriechverform ungen, nicht aber in der 

schwach belasteten Phase.

Neben dem Fall der Querbelastung ist bei druckbeanspruchten Kon- 

struktionen auch das W achsen einer Vorbeule zu untersuchen.

Zur Erfassung des Kriechverhaltens werden zwei lineare W erkstoff- 

m odelle untersucht, und zwar das M odell nach Burgers, das aus zwei 

elastischen und zwei Dam pfergliedern m it konstanter Charakteristik 

besteht und ein erweitertes M axwell-M odell, das nur ein elastisches 

und ein Daippferglied enthalt, jedoch m it zeitlich veranderlicher
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Charakter istik.. Aufgrund der veranderlichen Chhrakteristik ist 

es m oglich, die gem essenen Kriechfunktionen m it abnehm ender 

Kriechtendenz bei fortschreitender Zeit in der Rechnung zu erfas- 

sen. Beim  W e. rks toff m ode 11 nach Burgers bleibt die Kriechrate auch 

fur groBe Zeiten konstant und hat keine abnehm ende Tendenz.

Die zugehorigen Differentialgleichungen sind schon bei den Balken- 

problem en partiell, da sich die Schnittkfafte sowohl iiber die Bal- 

kenlange als auch m it der Zeit verandern. Solche Gleichungen las­

sen sich in einfacher W eise losen, wenn m an' einen Produktansatz 

fur die Schnittkrafte und die Belastung wahlen kann. Als Ersatz- 

system  fur alle Tragwerke werden die gelenkig gelageften System e, 

bei denen sich der Verlauf der Ausbiegung in Langsricht.ung durch 

einen Sinusansatz darstellen laBt, gewahlt.

Aus den genaueren Losungen der Differentialgleichungen sollen ein- 

fache uberlagerungsregeln zur Erfassung der zeitweise wirkenden 

Lasten aufgestellt werden. Insbesondere geht es darum , fur druck- 

belastete Teile den EinfluB der Theorie 2. Ordnung bei zyklischen 

Lasten durch Naherungen so gut zu erfassen, daB die Beziehungen zur 

Berechnung der Teilsicherheitsbeiwerte nach der Stufe 1 und 2 ver- 

wandt werden konnen. Als M aB fiir das Iiriechen v/ird das Endkriech- 

m aB, wie es fiir M atten- und W irrfaserlam inate in dem  Norm enentwurf 

fiir Bauteile aus textil glasverstarkten Reaktionsharzen vorgesehen 

ist, eingefiihrt.
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Bild 1: Idealisierte Last-Zeit-Geschichte

w * “viskoelast.
Ubergang

viskoses FliefienQ) f °o
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ll-fc,o°2 r i~rI °0

t (linear)

Bild 2: W erkstoffm odell nach Burgers

a) W erkstoffm odell

b) Kriechfunktion | und Relaxationsfunkt.ion ijr
----- vollstandige Kriechfunktion,

----Naherung fiir Zeitabschnitte von einigen M onaten.

viskoelastischer Anteil,

b) ^ nach Burgersa)
/

E(t-) if (1 + t /1 o)n

PH) t 1 + (t/t0in

a0
l (linear)

Bild 3: Erweitertes M axwell-M ode11

a) W erkstoffm odell

b) Kriechfunktion
----- gem essene Kriechfunktion von GF-UP der Form (1 + t/t̂)11

... Kriechfunktion der Form 1 + (t/tQ)n 

----- Kriechfunktion nach Burgers
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2. W erkstoffm odelle und Kriechfunktionen

Zur Ehfassung des viskoelastischen Verhaltens kann entweder ein 

W erkstoffm ode11 eingefuhrt werden (Bild 2a)Oder die zugehorige 

Kriechfunktion $ (t) fur die Verzerrung (Bild 2b) bzw. die zugeho­

rige Relaxati.onsfunktion 1 (t) fiir die Spannungen angegeben werden. 

Norm alerweise beschrankt m an sich auf die Angabe der Kriechfunkti- 

on $(t), da sie sich am  einfachsten als Verzerrungsgeschichte bei 

festgehaltener Spannung versuchsm aBig erm itteln laBt. Kriechfunkti­

onen haben m eistens eine viskoelastische und eine viskose Phase. 

Unrhittelbar nach Aufbringen der Last entsteht die elastische Ver-

eQ . Der danach einsetzende KriechprozeB ist zunachst 

starker ausgepragt und verlangsam t sich im m er m ehr. Die erste Pha­

se ist irn wesentlichen eine rein viskoelastische, die bei Entla-̂  

stung relativ schnell wieder vollig zuriickgeht. Danach dom iniert 

die viskose Phase, die als plastisches FlieBen, irreversibel ist.

zerrung e(o)

Diese Kriechfunktionen gelten nur fiir den Fall der Theorie 1 . Ord- 

nung, nam lich bei konstanter Spannung. Um die Theorie 2. Ordnung, 

d. h. das Anwachsen der Schnittkrafte m it dem  Anwachsen der Kriech- 

verform ungen zu erfassen ist es sinnvoller von den zu den W erk­

stof fm odellen gehorigen Differentjalgleichunqen auszugehen. W ir 

beschranken uns auf lineare M odelle und zv/ar auf das M odell nach 

Burgers, bei dem  die Elem ente eine zeitlich konstante Charakteristik 

haben und auf ein M axwell-M odell 

derlicher Charakteristik.

m it Elem enten von zeitlich veran-

2.1 M odell nach Burgers (Bild 2)

Die Angabe eines viskoelastischen M odells oder der zugehorigen Kriech- 

funktion sind vollig gleichwertige Aussagen, da alle M odellparam e- 

ter in der Kriechfunktion enthalten sind, was sich am einfachsten 

beim  Burgers-M odell zeigen laBt (Bild 2a).Das Burgers-M odell be- 

steht aus parallel- und hintereinandergeschalteten Feder- und Dam - 

pferelem enten, und zwar aus dem  M axwell-M ode11 m it einem  hinterein­

andergeschalteten Feder- und Dam pferelem ent (E ,̂ D )̂ und dem  danach 

geschalteten Voigt-M odell m it einem  parallelgeschalteten Feder- 

und Dam pferelem ent (e , D2), wobei die Dam pferelem ente geschwindig- 

keitsproportional sind. Fiir die einzelnen Elem ente gelten die M a- 

terialgesetze /']/ ■
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a.o
ii (1)

D.
x

Bei dem  M axwell-M odell m it den hintereinander geschalteten Elem en- 

ten sind die beiden Spannungen gleich und addieren sich die Deh-

sodafi fiir die Dehngeschwindigkeit des Max-+ enungen e ^ = e 
well-Korpers

12'

(2)+ ef ZZZ P
1 11.

gilt. Beim  Voigt-M odell m it den parallel geschalteten Elem enten 

addieren sich die "Kjrafte" zu dem  M aterialgesetz

12 E1 D 1

(3)02 = °21 + a22 = E2e2 + D2 G 2 

Aus der Gesamtdehnung des kombinierten Maxwell- und Voigt-Modells

+ e+ e (4)12 2

last sich die Dehngeschwindigkeit 

wen.dung der Gleichung (2) durch die Dehngeschwindigkeit e und die 

Spannung a darstellen __

des Voigt-M odells unter Ver-

a a (4a)e2~e-E11 _£12~e 

M ultipliziert m an diese Gleichung m it dem  Verhaltnis und

addiert die nochm als abgeleitete Gleichung (4a), so ergibt sich

E1

daraus schlieBlich unter Beachtung der Gleichung (3) fur den Voigt- 

Korper die Differentialgleichung des Burgers-M odells

D. E

°2 ^
E2 . °1 E2a* a+ (1 t ~ 

2
(5)+  ̂£ + + dTdT0 *E1 D 1 12

Die Losung dieser Differentialgleichung wird sehr einfach, wenn 

die Spannung o wie in einem  statisch bestim m t qelagerten Zugstab 

(ohne Zwangung) konstant ist. Dafiir lautet die Losung

_ E2t/D2
-2-t + Be 
D„

(6)e = A +
1

oder,wenn m an die Anfangsbeaingung 

e (o) = ~ - + —D1 °2
einsetzt und das Verhaltnis der Dehnunaen zur elastisehen Deh- 

nung bildet

E (O) = (o) +— e eio 'E1

-E2t/D2E1 E1
e“ = 1 + 5-t + —  (1 

1 h2
Oder m it den M odellparam etern

) (7)e£
O

E1E .
l (8)X r 6i Di E2
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in der ubersichtlichen Form
_X„t 

e * ) . (9)= e/e o$ (t) = 1 + X, t + 6 (11

Diese Beziehung ist auch zugleich die bekannte Kriechfunktion 

0(t) des Burgers-M odells. Sie besteht 

1 und dem  linearen plastischen Kriechanteil E t̂/D  ̂sowie dem  vis- 

koelastischen Anteil (Bild 2b)

aus dem  elastischen W ert

X „ t
(10)=• 6(1e 2

der vom  Voigt-M odell herriilirt und relativ schnell den Grenzwert 

6 annim m t und bei Entlastung wieder vollig zuriickgeht. Fur Vor- 

gange m it groSeren Belastungszeiten kann daher haufig die verein- 

fachte Naherung

(9a)$(t) ~ 1 + 6 + X,t1

die in Bild 2 als gestrichelte Linie eingetragen ist, angesetzt 

werden.

2.2 Versuche

In den Versuchen werden norm alerweise die Kriechfunktionen erm it- 

telt, da sie sich am einfachsten an Zugproben m essen lassen, in- 

dem  m an fiir eine konstante Spannung die Deform ationsgeschichte 

aufnim m t. Urn den Kriechanteil deutlich zu m achen, ist es sinnvoll, 

auf die elastischen Dehnungen zu beziehen, so daB alle Kriechfunk- 

tionen m it dem  W ert 1 beginnen. Solange das viskoelastische Ver- 

halten linear ist, werden dann bei einera Lam inat oder einer Rein- 

harzprobe alle Kriechfunktionen durch eine Kurve, unabhangig vom  

Spannungsniveau wiedergegeben. Abweichungen ergeben sich erst bei 

nichtlinearem  viskoelastischem  Verhalten, und zwar vergroBern sich 

die Kriechfunktionen dann m it wachsendem  Spannungsniveau. Bei ei­

ner solchen Auftragung wird unm ittelbar deutlich, von welcher Span­

nung an nichtlinear gerechnet werden m uB.

Langzeitversuche sind sowohl an Harzen als auch an roving- und m at- 

ten verstarkten Lam inaten durchgefiihrt worden (Bild 3,5);Da praktisch 

nur die Harze kriechen und Kriechdeform ationen nur dann zu erwar- 

ten sind, wenn die Gesam tkraft oder ein Teil der Kraft uber das 

Harz geleitet wird, m uB sich die Kriechfunktion von Lam inaten aus 

der des Harzes ableiten lassen. Urn die gem essenen Kriechfunktionen 

einer Rechnung besser zuganglich zu m achen, werden sie haufig durch
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a) b)

4Thermoplaste Thermoplaste5
5$
§l Log] [Lin]3

31UP-Harzej. UP-Harze

2

Burgers -Model! 1
— ( 1 + t/t o) n
- 1+(t/t0)n 103 10 * t K)5h

1 h rt 10310

Bild 4: Darstellung der Kriechfunktion

a) doppelt logaritbm isch, b) halb logarithm isch

P6
!Zug!

1 E (0) dt)
i Eltl ‘ eTo )£ P6

jlBiegung)

3 5----------

0: 1!
• * = (1 t t/t0)n P

%8 o

i $
5

i
UPHarze

2
n
•5
C0

maltenverst.2

Grenzwerte2-3

y i-4Laminate

: 22
Termo-
plaste

: 0
1

* 102 h 1061041CT2

Bild 5: Gem essene Kriechfunktion $ fur UP-Harze, Therm oplaste und 

GF-UP-Lam inate

M eBwerte, ® Potenzgesetz nach Gleichung (11b) 
VGrenzwerte bei volliger Entlastung des Harzes

r
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analytische Kriechfunktionen dargestellt, und zwar entweder durch 

die des Burgers-M odells (9) oder durch Potenzgesetze der Form

4> (t) (11a)

oder
$(t) = (1 + t/tQ)n

Diese Potenzgesetze beginnen wie gewunscht m it dem  W ert 1 und 
gehen fur groBe Zeiten in ein reines Potenzgesetz (t/tQ)n uber.

Sie unterscheiden sich besonders in der Anfangsphase. Das erste 

Gesetz (11a) - gepunktete Linie in Bild 3b - hat einen wesentlicb 

starkeren Anstieg ($ (o) = °°) als das zweite 

3b. Die Versuchsergebnisse fur Harze und auch fur Therm oplaste 

(Bild 4a) lassen sich sehr gut durch die Beziehung (11b) darstel- 

len. Die Auftragung erfolgt norm alerweise in doppelt-logarithm ischem  

Papier (Bild 4a), wobei alle Kurven, die sich durch ein reines Po­

tenzgesetz darstellen lassen, einen geraden Verlauf annehm en, was 

fur die Gesetze (11) nach einer gewissen Anfangsphase zutrifft. Da- 

neben sind aber noch halb-logarithm ische Auftragungen m it logarith- 
m ischem  Zeit- und linearem  Pehnungsm aBstab (Bild 4b)

auch doppelt-lineare Auftragungen (Bild 2,3) m oglich. Hierbei m uB 

m an besonders darauf achten, daB sich der Verlauf der Kriechfunkti­

onen bei Ubergang vom  linearen zum logarithm ischen Zeitstab sehr 

stark verandert, da bei der logarithm ischen Auftragung der Bereich 

kleiner Zeiten sehr stark auseinandergezogen wird.

(11b)

dicke Linie in Bild

und schlieBlich

Der Unterschied zwischen der Beschreibung der M eBwerte nach dem  

Burgers-Gesetz und den Potenzgesetzen wird besonders in der anfang- 

lichen, viskoelastischen Phase und spater auch in der viskosen Pha­

se deutlich (Bild 3b). Der anfangliche Anstieg in der viskoelasti­

schen Phase liegt beim  Burgers-M odell in etwa zwischen denen der 

Potenzgesetze (11a) und (11b). In der viskosen Phase nim m t die Kriech- 

rate beim  Potenzgesetz m it zunehm ender Zeit im m er m ehr ab, wahrend 

sie beim  Burgers-M odell konstant bleibt, so daB sich bei grd>Ben Zei- 

ten ein sehr starkes Zunehm en der Deform ationen nach dem  Burgers- 

M odell ergibt. Bei einer halb-logarithm ischen Auftragung haben so- 

wohl das Potenzgesetz als auch die Kriechfunktionen nach dem  Bur- 

ger-M odell im  Bereich des viskosen FlieBens gekrum m te Verlaufe, nur 

ist der Anstieg bei dem  Potenzgesetz bei groBen Zeiten wesentlich 

geringer als beim  Burgers-M odell (Rild 4b). Da sich das Kriechver-
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halten in einem  besonders interessierenden Zeitraum  praktisch im -
4von 10m er durch ein Burgers-M odell beschreiben laBt, z. B. 

10 ĥ in Bild 4b,
bis

ist es fur die Nachprufung von Naherungslosungen 

sinnvoll das Burgers-M odell zu verwenden, zum al sich dafiir analy- 

tische Losungen angeben lassen.

In Bild 5 sind einige gem essene norm ierte Kriechfunktionen $ (aus-

gezogene Linien) fur Harze, fur rovingverstarkte Lam inate m it un-

terschiedlichen Verstarkungsgraden parallel ( || ) und senkrecht (J.)

zur Beanspruchungsrichtung sowie fur m attenverstarkt.e Lam inate an-

gegeben. AuBerdem  sind noch die W erte nach einem  Potenzgesetz der

Form (11b) als Punkte eingetragen. Die M essungen sind bei den UP­
" 3

Harzen und den Lam inaten bis 10 Stunden durchgeftihrt /2/ und nach

einem  Potenzgesetz auf groBere Zeiten extrapoliert. M it zunehm en- 

der Verstarkung nim m t die Kriechneigung der Lam inate im m er m ehr ab, 

insbesondere, wenn die Verstarkung in die Beanspruchungsrichtung 

gelegt wird. Bei den rovingverstarkten Harzen m iissen die Kriechfunk­

tionen fur sehr groBe Zeiten die rechnerischen Grenzwerte (V), bei 

dem  die gesam te Kraft nur noch von den Glasfaden parallel zur Kraft- 

richtung ubernom m en wird, annehm en. Das Einschwenken auf diesen

Grenzwert wird bei den weniger kriechenden UP-Harzen in dem Zeit- 
bereich bis 10^ Sturtden noch kaum  bem erkt, vorausgesettt, daB das 

Potenzgesetz in diesem  Bereich noch gilt. Bei den m attenverstarkten 

Lam inaten und bei den querbeanspruchten UP-Lagen (Verstarkungsgrad 

0 : 1 ) ergeben sich wieder stark konvex gekrum m te Kurven ahnlich v?ie

beim  Reinharz. Die Kriechfunktionen fur solche Lam inate konnen kei- 

nen Grenzwert annehm en, da es zu keiner Zeit einen Kraftweg gibt, 

der nur iiber Glasfaden fiihrt.

Diese kurze Zusam m enstellung zeigt, daB das Kriechverhalten der La­

m inate noch keineswegs vollig abgeklart ist. Es ist vor alien Din- 

gen nicht bekannt, insbesondere bei den Potenzgesetzen, wie sie 

sich aus dem  plastischen und dem  viskoelastischen Anteil der bei 

Entlastung vollig zuruckgeht, zusam m ensetzen.

2.3 Erweitertes M axwell-M ode11 (Bild 3)

Da das Burgers-M odell die abnehm ende Kriechtendenz m it zunehm ender 

Zeit nicht richtig wiedergibt, soil noch ein W erkstoffm odell einge- 

fuhrt werden, das sich dem  veranderlichen viskoplastischem  Verhalten
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anpassen laBt. Das einfachst m ogliche W erkstoffm ode11 ist das M ax- 

well-M odell, bei dem  das Federglied das elastische Verhalten und 

der Dam pfer das plastische Verhalten wiedergeben kann. Ej_n solches 

vereinfachtes M odell ist vor alien Dingen sinnvoll, wenn m an gros- 

sere Belastungs- und Entlastungszeiten hat, etwa wie bei der Schnee- 

belastung m it Be- und Entlastungszeiten von einem  halben Jahr, bei 

denen die viskoelastische Phase jeweils ihre Grenzwerte erreicht 

hat. Um sich an alle m oglichen Kriechfunktionen anpassen zu konnen 

und um auch zwischen dem  viskosen Anteil und dem  viskoelastischem  

Anteil unterscheiden zu konnen, m iissen die Feder- und Dam pfercharak- 

teristiken zeitiich veranderlich gewahlt werden. M an' konnte zwar 

schon alle m oglichen Kriechfunktionen nachfahren, wenn nur die Dam ­

pf ernachgiebigkeit zeitiich veranderlich ist. Es laBt sich dann 

aber nicht m ehr zwischen dem  viskoelastischen Verhalten und dem  

viskosen FlieBen unterscheiden, was insbesondere bei Rechnungen 

nach der Theorie 2. Ordnung unbedingt notwendig ist. Durch die Ein- 

fiihrung eines Federlem entes m it zeitiich veranderlicher Steifigke.it 

wird die Rechnunn praktisch nicht erschwert. Die Kriechfunktion 

m uB also in drei Teile aufgespalten werden (Bild 3b)

(12)1 + F1 (t) + F2 (t) ,

nam lich dem  elastischen Anteil der durch die 1 wiedergegeben wird, 

dem  viskosen Anteil F (̂t) und dem  viskoelastischen Anteil (t).

Der viskoelastische Anteil wird durch das Federelem ent erfaBt (Bild 3a), 

wenn die Feder einen zeitiich veranderlichen Elastizitatsm odul hat

$

E (t) = Eq/(1 + F2(t) )

der nach kurzer Zeit in den Grenzwert E / (1 + 6) iibergeht (Bild 2b). 

Das viskose Verhhlten m uB durch den Dam pfer beschrieben werden, da- 

zu wird die Dam pfernachgiebigkeit proportional der Ableitung F 

gesetzt. Zur Herleitung der Differentialgleichung zwischen den 

Verzerrungen und den Spannungen m uB form uliert werden, daB sich 

analog zu Gleichung (2) die ze.itliche Dehnungszunahm e aus der des 

Federelem entes und des Dam pferelem entes zusam m ensetzt

EQ e = [(1 + F2)a]

Wenn man durch 1 + F2 dividiert und die Abkiirzung

(13)

1

. (14)(1 + F2)a + (F1 + F ) a+ F„ a1

(Fr + F2)
(15)f = 1 + f 2
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einfiihrt, lautet schlieBlich die Differentialgleichung des erwei- 

terten M axwell-M ode11s /3/

(16)E (t) e = o + f (t) a

Bei konstanter Spannung a ergibt sich die Kriechfunktion (12).

Dieses M odell hat zwei Vorteile, die Differentialgleichung (16) 

ist gegeniiber der des Burgers-M odells ( 5 ) um  

driger, wodurch die Losungen wesentlich einfacher werden, sodaB  

m an selbst in kom plizierten Fallen noch zu einfachen analytischen 

Losungen gelangt und sich eine num erische Losung eriibrigt„

eine Ordnung nie-

AuBerdem  ist es nicht notwendig, die gem essene: Kriechfunktion durch 

analytische Funktionen wie die Potenzgesetze (11) zu approxim ie- 

ren, da m an die gem essene Kriechfunktion unm ittelbar in die Glei- 

chungen einfiihren kann, nachdem  m an sie in den viskoelastischen 

Anteil F2 und dem  viskoplastischen Anteil F^ zerlegt hat. Diese 

Zerlegung ist zur Zeit noch problem atisch, weii dafiir noch keine 

Versuchsergebnisse vorliegen. Da in den Vorschriften das Kriech- 

verhalten nur durch ein angenahertes Kriechm aB nach 40 Jahren be- 

rucksichtigt wa/rd, geniigt es einen Anteil, z.B. von einem  Drittel 
dieses W ertes.als viskoelastischen Anteil zu erklaren und den Rest 

als viskoplastisch anzusehen.
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3; Zyklische Beanspruchung m it abschnittsweise konstanten Spannungen 

(Theorie 1. Ordnung)

Urn spater den EinfluB der Theorie 2. Ordnung aufzeigen zu konnen, 

m iissen zunachst noch die Ergebnisse nach der Theorie 1 . Ordnung zu- 

sam m engestellt werden. Bei der Berechnung riach der Theorie 1. Ord­

nung, d. h. bei den iiblichen Lasten ohne Stabilitatsglieder, kann 

m an davon ausgehen, daB sich die Beanspruchung durch das Kriechen 

nicht verandert. Das ist erfiillt, wenn die Konstruktionen statisch 

bestim m t sind Oder wenn bei statisch unbestim m ten Konstruktionen 

alle Bauelem ente die gleiche Kriechfunktion haben und es dam it zu 

keiner Kraftum lagerung durch das Kriechen kom m t. Sind dagegeh die 

Elem ente vom  Kriechen her unterschiedlich oder haben sie m it ande- 

ren W orten unterschiedliche Kriechfunktionen, so ist m it einer Kraft- 

um lagerung zu irechnen. Die stark ,kriechenden Teile entlasten sich 

auf Kosten der weniger stark kriechenden. W enn m an trotzdem  dafiir 

konstante Spannungen annim m t, bleibt m an fur die stark kriechenden 

Teile auf der sicheren Seite.

W enn die Kriechverform ungen linear m it der Beanspruchung zunehm en, 

kann m an die Kriechverform ung aus den einzelnen Be- und Entlastungs- 

zyklen iiberlagern. Eine abschnittsweise Belastung wird. durch die 

der Belastung und die Periode T (die W iederkehr der 

Belastung von einem  Jahr) beschrieben. AuBerdem  geht noch die Le- 

bensdauer von 40 Jahren in Form  von m Lastzyklen ein.

Zeitdauer ti

Bevor die Superposition im  einzelnen vorgenom m en wird, betrachten

beim  Burgers-M odell Bild 6 . 

Der Spannungswert kann wegen des linearen Verhaltens zu 1 gesetzt 

werden. Fur den zeitlichen Verlauf der Verform ungen gilt die Kriech- 
funktion [(9), Bild 7|. W enn m an nach der Zeit t

kann das beim  linearen System  durch Aufbringung einer zusatzlichen 

negativen Last der gleichen GroBe erfolgen (Bild 6b), d. h. indem

wir zunachst den EinfluB einer Laststufe

die Last wegnim m t,1

m an die zeitlich versetzte Kriechfunktion (Bild 6c)
-x2t*

(9a)<f> (t' ) = 1 + X.t' + 6(1 e1

abzieht., wobei t' vom  Zeitpunkt der Entlastung aus gezahlt wird.

Nach der Entlastung (t - t̂ ) bleibt die Differenz der beiden Kriech­

funktionen (9) und (9a) tibrig (Bild 7)

-A2t' A2t1. X2t' 
) e

“A2t

(17))=A11  ̂+ 6(1-e<{>2 (t) (t) - 1>(t' ) = A  ̂t̂  + 6 (e -e
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Sie setzt sich aus dem  konstanten plastisbhen Kriechbeitrag A t̂̂  

und dem  abklingenden viskoelastischen Beitrag

- A „ t1- A „t2 1 2 (18)6 (1 ) ee

zusammen. Bei den iiblichen Erholungspausen von ungefahr einem hal-
4ben Jahr oder 0,45*10 h ifet dieser Anteil abgeklungen 

Beginn des nachsten BelaStungszyklus in der Regel nur noch der 

plastische Anteil tibrig bleibt. Am Ende der nachsten Periode 2T ist 

der viskoelastische Anteil (18) m it Sicherheit abgeklungen.

, sodaB zu

Daraus ergibt sich die tiberlagerungsregel, daB die plastischen Kriech- 

der einzelnen Lastabschnitte linear zu iiberlagernbeitrage A t̂̂

sind und am Ende des letzten Lastabschnittes noch der viskoelasti-

sche Endwert 1+6 bei EinschluB der elastischen Verform ungen oder 

5, wenn m an nur die Kriechverform ungen allein betrachtet, hineinzu- 

fiigen ist. Dabei ist angenom m en, daB das viskoelastische Endkriech-

6 im  letzten Lastabschnitt erreicht ist, was bei den 

der Fall ist. W ird die Konstruktion am Som m er- 

anfang in Dienst gestellt, ergibt sich die in Bild 8 dargestellte

“ A 212
m aB 6 (1 -e 
m eisten Lam inaten

)

Belastung. Sie besteht aus m = 40 Lastschritten m it der kleineren 

(Som m erlast) und der Zeitdauer t„ , die der Dauerbela -̂Belastung p

stung entspricht und 40 Lastabschnitten m it der Ouerbelastung p 

(W interlast), die urn die Schneebelastung groBer ist als die Dauer-

1 1

2

belastung und die Lastdauer t£ hat. Die Sum m e der beiden Lastdauern 

ist gleich der Periode T von einem  dahr. W enn m an die Endverfor-

zur W interbelastung 

bezieht., betragt das Ver-

ti
m ung am  Ende des m = 40. W inters auf die 

gehorigen elastischen Verform ungen w 2, el
form ungsverhaltnis infolge der W interlasten

w2
(19a)= 1 + 6 + m A.t1 122 W 0 n2 ,el

wozu noch der viskoplastische Anteil aus den Som m erlasten p hinzu-1
kom m t

P 1 (19b)= �— - m A  ̂'±22̂1 P2

Um dieser Beziehung eine groBere Allgem eingiiltigkeit zu geben, ist 

es sdnnvoll, die allgem einere Form (12) der Kriechfunktion einzu-

und den visko-fiihren, d. h. sie in den viskoplastischen Anteil F 

elastische Anteil F2, der bei Belastungsdauern von 5 bis 7 M onaten 

norm alerweise den Endwert

1
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a)
P

1

b)
P

i
MP

c) A t’t

-1

Bild 6: Superposition der Kriechdefbrm ationen bei den einzelnen 

Belastungsschritten (Burgers-M ode11)

a) Belastungsschritt, b) zur Superposition, c) Kriechfunk- 

tionen $ (t) und cj>(t')

I

A

elastische
-X2 ti Entlastuna)6 (1-e

a
S. hU

tf1

Bild 7: Darstellung der Ergebnisse nach dem  Burgers-M odell fiir ei-

nen Belastungszyklus 
----- vollstandige Verform ung, viskoplastischer Anteil
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a)

P2P1 -gSSs* |*

mT

b)

P2Pi
mT

mt m f21

c)

1

T

Bild 8: Zur Superposition der Kriechverforinungen infolge der Last- 

zyklen

a) zykl.ische Querbelastung

b) zeitlich geraffte Querbelastung

c) Superposition an Hand der Kriechf\anktion
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(20)= 6 = F2(m T)

annim m t, zu ersetzen. Da sich die viskoplastischen Anteile linear 

uberlagern, kann m an die 2m Lastabschnitte raffen und zu zwei gros-

und m t2 zusam nnenfassen 

(Bild 8b). Da in der Vorschrift nur die Endkriechm aBe und keine 

Kriechkurven angegeben sind, ist es sinnvoll, neben dem  viskoelasti- 

schen auch das plastische Endkriechm aB F1(m T) einzufuhren, zuraal sich 

die viskoplastischen Verform ungsanteile 

und der einfache Zusam m enhang

Fo 
2,°°

sen Lastabschnitten m it der Dauer von m t1

1
linear akkum ulieren

t. 
l= 7jj~ F1 (m T)

besteht. Dann lautet die Uberlagerungsregel

= 1 + (-1 h 
p2 T

wobei jetzt nur noch die einzelnen Endwerte F  ̂(m T) und (20) sowie 

die Verhaltnisse der Lastzeiten t̂ /T und der Belastung p,j/p2 zwi- 

schen der Som m erbelastung und der W interbelastung eingehen. Es er- 

weist sich bei Erweiterung auf Theorie 2. Ordnung als sinnvoll, m it 

der Som m er- und W interbelastung p

die zugleich die Dauerbelastung ist, und der zusatz- 

lichen Schneebelastung p2 - p^ zu rechnen. Die einzige Unsicherheit 

bei der tibertragung auf die Versuchsergebnisse besteht darin, daB 

m an vom  Gesam tkriechm aB K nicht im m er sagen kann, wieviel davon 

auf das viskoplastische und das viskoelastis'che Kriechen entfallt.

(21)m X „ t1 i

tP )̂F1 (m T) + F2 (m T) , (22) ̂2 2̂2 + <j) +21

getrennt und nicht m it der Som m er-
i

belastung p 1 '

Bei einer versuchm aBig gefundenen Kriechfunktion kann m an analog 

vorgehen, indem  m an die Kriechbeitrage der einzelnen Lastabschnit­

te addiert. Dam it dabei das viskoelastische Kriechen von Anfang 

an richtig erfaBt wird, ist es sinnvoll die Zeit t. von der Endzeit 

(40 Jahre) her zu zahlen und die Kriechfunktion <f(t) wie in Bild 8c 

einzufuhren. Die zu erwartenden relativen Kriechverform ungen er- 

geben sich durr-h Differenzbildung der Kriechfunktion zu den Be- 

und Entlastungszeiten, und zwar fur die Laststufen p2 (W interlasten)

= $(t2) + §(T+t2) - $(T) + $(2T+t2) - $(2T) + ...

und fiir die Laststufen p, (Som m erlasten)

(23a)
22

1

- §(T) - $(t2) + f(2T) - | (T+t 2) + ... (23b)
21

O der in der zusam m engefaBten Form
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3939
= 1 + l [(f) (m T+t )-<j> (m T) ]+ l [<j>((m +1 ) T)-f (m T+t ) *] . 

m =0 "  ̂ " m =0 ’
(24)^ 2 2 + <  ̂21

In Tabelle 1 ist diese Auswertung fur die Kriechgesetze der Form  

(11b) vorgenom m en worden und zwar getrennt fur den W interanteil

*22
0,15, 0,085 und 0,4 gewahlt sind. AuBerdem  sind die Bezugszeitdn 

t in (11), die ein M aB fur das Erreichen des viskoelastischen 

Endkriechm aBes darstellen, zwischen den W erten T, T/2, T/ij, T/10

= = T/2 festgesetzt.

Da in der Vorschrift / 5/ nur das Endkriechm aB und nicht der Ver- 

lauf der Kriechfunktionen angegeben ist, sind in Tabelle 1 als Na-

2̂1' wo ê  ̂a-*-s ExPonenten n die W erteund den Som m eranteil

variiert worden. Die Zeiten t, sind zu t1i

herung noch die Ergebnisse der "linearen" Uberlagerungsrecrel (22)

Dabei ist angenom nten, daB das viskoelascische End­

kriechm aB F2(m T) gleich dem Kriechm aB am Ende des ersten Belastungs- 

schrittes

eingetragen .

1 = (1 + t9/t )n - 1
o

F2 (m T) = F (t 2) 

bleibt dann der Rest

(25a)

ist. Fur F 1

F  ̂(m T) = F(m T)

iibrig. Diese W erte sind ebenfalls in Tabelle 1 angegeben. Ein Ver- 

gleich zwischen den genauen W erten nach Gleichung (24) und der Na~ 

herung nach (22) zeigt eine auBerordentlich gute Ubereinstim m ung, 

sodaB diese linearisierte Naherung fur Aufgaben der Baupraxis ohne 

weiteres angewandt werden kann. Eine Naherung m it nur zwei qeraff- 

ten Zeitschritten ergibt im  Falle der Potenzgesetze (11) zu groBe 

Fehler, sodaB sie nicht in Betracht. kom m t.

- F2(m T)1 (25b)

Tabelle 1 : Vergleich der W inter- und Som m eranteile der Kriechfunkt.i- 

onen nach einem  Potenzgesetz (11b)

F1 (40T) F2 (40T) ({>22 <(>t2/T $ 140T) <f>T/t ' o
<!> 21n 2122

nach (25) (22)nach

.0627 1.4041 

.1096 1.5214 

.1791 1.6611 

.3083 1.8829 

.0351 1.2031 

.0607 1.2568 

.0979 1.3190 

.1645 1.4145 

.0164 1.0882 

.0281 1.1101 

.0449 1.1352 

.0743 1.1726

(24)bach

.500 1.7455 1 ,3902
1.000 1.9332 1.5002
2.000 2.1430 1.6319
5.000 2.4574 1.8433 
,500 1.3712 1.1955

1.000 1.4529 1.2455
2.000 1.5402 1.3038
5.000 1.6644 1.3948 
.500 1.1601 1.0848
1.000 1.1922 1.1050
2.000 1.2254 1.1284
5.000 1.2709 1.1641

3414 
41 18 
4819 
5745 
1680

.6828

.8236

.9639

.3553

.4329
1 .000 
2.000 
4.000

. 150 

.150 

.150 

.150 10.000 

.085 

.085 

.085 

.085 10.000 

. 040 

.040 

.040 

.040 10.000

. 51 1 1 

.6141 

. 1 756 

.2074

1 .1490
.3361
.3922

1 .000 
2.000 
4.000

1961
2212.4423

.4999

.1438

.1641

.1805

.1966

.2364
2500
0719

,2696
.0754
.0872
.0970

1 .000 
2.000 
4.000

0820
0902
0983. 1 068
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4. Losungen fur Problem e nach Theorie 2. Ordhung

W enn Druckk.rafte vorhanden sind, wird die Uberlagerung kom plizier- 

ter, da die Schnittkrafte in den einzelnen Lastabschnitten nicht 

m ehr konstant sind, sondern sich m it zunehm ender Ausbiegung infol-

ge des Kriechens standig vergroBern, wodurch dann der KriechprozeB  

seinerseits wieder angeregt wird. Als charakt.eristisches Problem  

wird der gelenkig gelagerte Balken unter konstanter Druckkraft P 

und unter sinusform iger Querbelastung p sowie sinusform iger Vorver- 

behandelt (Bild 9). Die daraus gewonnenen Ergebnisseform ung w q

insbesondere der Kriechzuwachs lassen sich auf die iibrigen statischen

System e, wie z. B. Schalen Oder Durchlauftrager, ubertragen, wenn 

m an davon ausgeht, daS die Vorverform ung und die Belastuna wie die 

Eigenform en, das sind die Knickfiguren beziehungsweise Beulfiguren 

im  elastischen Falle, verlaufen / 4/.

Die Querbelastung und die Druckkraft verandern sich in den einzel­

nen Zeitabschnitten nicht und kehren zyklisch nach T wieder (Bild 1). 

Fur die zugehorigen Verform ungen und Schnittkrafte lassen sich bei 

Zugrundelegung des Burgers-M odells (Abschnitt 2.1) und des erwei-

analytische Losungen ange- 

ben, woraus dann Naherungsbeziehungen abgeleitet werden konnen.

terten M axwell-M odells (Abschnitt 2.3)

4.1 Losung fur das Burgers-M odell

Die Ausbiegung des Balkens wird m it w(x, t), die Vordeform ation m it

beaeutet Ableitung nach x und ( ) Ablei-

tung nach t. Die Gleichgewichtsaussage fiir das Biegem om ent M

M " (x, t) = P [w  (x, t) + w q (x)J" - p (x)

und die verform ungsgeom etrische Aussage zwischen der Kriim m ung 

der Durchbiegung w

w (x) bezeichnet, (

(26)

und

(27)k(x, t) = - w"(x, t)

sind unabhangig vom  M aterialgesetz. Beim  Burgers-M odell lautet es 

in Analogie zu . (5) m it den M odellparam etern (8)

B „ ( + A 2 k) = M + (Ai + A2 + 6 A 2) M + ^iA2M '

wobei B^ die ela.stische Biegesteifigkeit E Î ist. W enn m an die Glei.- 

chung noch zweim al nach x ablei.tet und die M om ente durch Gleichung 

(26) und die Kriim m ung durch Gleichung (27) ersetzt, erhalt m an

(28)1
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schlieBlich die partielle Differentialgleichung fiir die Durchsen- 

kung
+P [w* •+(A1+A2 + 6A2)w+A1A2w]"=AlA2(p-Pw") , (29)B.j (w+A ŵ)

im  Gegensatz zu der gewohnlichen Differentialgleichung fiir den 

elastischen Fall

H M

(29a)II M Pw"+ Pw" = pBw
o

Die partielle Gleichung (29) geht bei sinusform iger Ausbiegung 

und Vordeform ation -sowie sinusform iger Belastung

, w q (x) . ir x s . tt xwosinr , P(x) = P0sm --

fiir die Durchsenkung

7TX
(30)w  (x, t) = W  (t) sin-

£
in die gewohnlichen Differentialgleichung
W (t) in Stabmitte iiber

^(A, + S A2 ) 1 W -
A „ A P £4-.(-) ] (31)1 2iVihw =l>2 -

m it dem  Knickparam eter

fiW
O

LQ.+w + 1-’!' 1

£N 2 (32)ij> =

1

der das Verhaltnis zwischen der Druckkraft und der elastischen Knick- 

kraft angibt. Die allgem eine Losung dieser Gleichung setzt sich aus 

der partikularen _
wPo $ 4 1 

—  (-) 1 = - B, V I ipW . . = -part i|; o
o (33a)+

1
und der hom ogenen

a ~ ta „ t
21W (33b)= Ae + A„e2hom

zusam m en, wobei sich die a-W erte aus dem  M odellparam etern (8) und 

dem  Knickparam eter (32) ergeben

ij (3 — A 2) + / (T )1a 1 , 2 2(B “2A- +

(34)m it

+ V �

Hieraus folgt, daB sich,m it der Druckkraft P. in den einzelnen Zeit-

3 =

i
a2 und 3 andern.

Es laBt sich eine rekursive Losung aufbauen, indem  m an fiir einen 

Zeitabhchnitt At = t̂ m it konstanter Querbelastung p  ̂und konstan- 

ter Druckbelastung die Losung aufstellt (Bild 10), und dann aus 

den Endwerten des einen Abschnittes die Anfangswerte des- nachsten 

Abschnittes erm ittelt. Da sich am ubergang von einem  Zeitabschnitt

abschnitten auch die W erte a -j ,
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P/r0
V

P P
w0- X

l

Bild 9: Knickstab

R RR 1+11-1

P,-Pi-1 P;i+1i

W i (0) wl+1 (0)WM
t-H mWi wi+1W 2,i-i i

W; Wi+1

Bild 10: Vorgehensweise zur Erfassung der Glieder nach der Theorie 

2. Ordnung bei dem  W erkstoffm ode11 nach Burgers (Betrach- 

tung des i. Zeitabschnitt)

f
1-0* W(t) Theorie 2.Ordnung

W el1 - (Jj

<D(t)
Xi t

Theorie 1. Ordnung

1

-pas

t
Bild 11: Ersatzkriechfunktion fur Problem e nach der Theorie 2. Ordnung
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zum  anderen sowohl die Querbelastung als auch die Druckbelastung 

andern kann, ist es sinnvoll wie in Bild 10 angegeben kurz vor Ende 

des Zeitabschnittes i die Last herunterzufahren und danach auf 

den neuen W ert hochzufahren. Dabei stellt sich im  Zwischenbereich 

1 �=� i) ein kraftloser Zustand ein, sodaB zu Beginn des i. Ab-(i

schnittes die "kraftlose"' Vorverform ung w. vorliegt, zu der gem aS  

Gleichung
i

und der Druckkraft 'P.
x

die elastische Anfangsverform ung nach Theorie 1. Ordnung

(29a) bei Aufbringung der Last pi

Pi 4 (35a)(-) = * w + wi . w . 
l xw, =1

und nach Theorie 2. Ordnung

PiB v
1

w . 1
= W  . (o) (35b)

1-*

gehort. Der letztere W ert ist auch zugleich der Anfangswert TaL (o ) 

fiir den i. Zeitabschnitt.

ii

AuBerdem  bleibt. bei volliger Entlastung noch eine Verzerrungsge-

schwindigkeit = e2 im  Voigt-Glied aus dem (i - 1). Abschnitt 

entsprechend der Gleichung (3)

e i = (36)A „ £
2 2,i-1

iibrig, da bei plotzlicher Entlastung des elastischen Gliedes im  

Voigt-Teil der zugehorige Dam pfer angesprochen wird. Die vollstan- 

dige erste Ableitung fur den neuen Zeitabscbnitt i setzt sich nun 

aus dem  W ert (36) bei vollstandiger Entlastung und aus dem zusatzli- 

chen W ert infolge der Lastaufbringung entsprechend Gleichung (1) und 

(2) zusam m en
a'z2 = t E + -H. + _£1 +
1 D1 °2 i

£j_ (o) = e ^ + £ -j 2 

Bei tlbertragung auf den Biegestab lautet diese Beziehung

+ £

(37)+ 6 A2)M±(o) +

Um hieraus die Anfangsbedingung fiir W (̂o) ableiten zu konnen, wer- 

den noch die M .om ente M (.t) benotigt. Nach Gleichung (26) gilt fiir

B1 fci (o) = M .. (o) + (Ai 1

das M om ent M (t) in Stabm itte bei ebenfalls sinusform igem  Verlauf 

des M om entes

piBit> • (38)M  {t) = Pjw(t) + »1 + p(L2 = P fj±(t) + w.] 

Bei Beginn der neuen Laststeife ist nach (35)

+ w

) / (1 - ) und w q = w± ,W _̂ (o) = + wPi

sodaB
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*iW± + w
+ w . ) + p . (—) =

1 1 TT
P±B1<*> 1Pi 1 (piwiM . (o) = P.

l l
+ w1 -i^i 1-^

(38a)
und

(o) = Piwi(o)

wird. Beriicksichtigt m an ferner, daB sich die zeitliche Ableitung 

der Krum m ung in Stabm itte bei einem  gelenkig gelagerten Stab durch

die zeitliche Ableitung der Durchbiegungsam plitu.de w darstellen 

laJ3t

K
£

dann geht die Bedingung (37) mit der Abkurzung (35a) tiber in 

. A „ + 5 A1 2w, (o) = + \p (o) + ww.li 1-^ ii
woraus die zweite Anfangsbedingung

Bi Wi w.XW  . (o) = -— (39)+i 1-̂ i
folgt.

M it den Anfangsbedingungen (35b) und (39) ergeben sich die beiden 

Gleichungen fur die noch freien Konstanten A  ̂der hcm ogenen Losung 

(33b) w.i w.l Wi
+ AA1 lpin~]pi)2 1 ii

3i w.l w. iA. a + A2a2 +rr11 ^ i 1 - <l> i 1-^

zu
rWiwi 11/1 , \ / \ h— (P.“a0) + w . ] , A0

(^~^± a1~a2 ''^i 1 2 iJ 2 (Pi"ai)+wiI-A " 1 (1 ~^x) (a-]-a2^

(40)
mit W. be- 

-r w
W enn m an die Verform ung am Ende des Zeitabschnittes t 

zeichnet, betragt die Gesam tauslenkung zu dieser Zeit W  

volliger Entlastung wird das dazu gehorige M om ent (38)

i i
Beii ’i

4M . - Pt{W i + w.) + PiG)2

herausgenom m en und die zu diesem  M om ent gehorige elastische Ver­

form ung AM i , £ , 2(-)Awi B IT
1

abgezogen. Dam it bleibt in der kraftlosen Phase zwischen den Berei- 

chen i und i + 1 die Verform ung
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P
1 -(V (41 )= (1~4'i) (W ± + w  i) -W = W . + w Awii+1

iibrig. Sie ist zugleich die "kraftlose Vorverform ung" fiir den neu- 

en Abschnitt i + 1.

i i B TT1

Verform ung W 2i êS elast̂-SlJhen Elem entes des Voigt-Gliedes 

am Ende des Zeitabschnittes tm bewirkt nach (36) die zeitliche An- 

derung der Durchsenkung in der kraftlosen Zwischenphase

Die

A „ WW i+1 /2 2i

und A2 nach (40) be- 

notigt wird. Aufgrund des M aterialgesetzes (3) fiir den Voigt-Teil

durch das zu iibertragende M om ent

die fiir die Berechnung der neuen Konstanten A 1

laBt sich der Auslenkungsanteil W  

und den Dam pferanteil ausdrucken
2i

w2K
M Q 2il(l)z6 _
1 11

wobei sich die Geschwindigkeit k 0 aus der Sum m enbeziehung (4) wie 

folgt

2M  *
= — — o - Oder WK 2 2,i �A

BB A 2 21

ij) 2 [w - ~-(-)2 - #(-)20i B^ 7T '

durch die Durchsenkung und das M om ent ausdrucken laBt. Dam it wird

+ sa2) - W (|)2

O der, wenn m an die Beziehung (38a) fiir die M om ente und die Ableitung 

einsetzt

• ,n.2‘ _ '
K2 = (I} W2 “ K M M A 1J1 BB1 B 1 711

, , it  2 M ,.
X2(T> W2 = b;(X1 M.

+A ^ K2' 2 B 1

= [ijm (W^ + w^) + w (A + 6 A 2 ) - W± (1 -<{m )A„W 1pi-

Driickt. m an schlieBlich die GroBen Vh und W  ̂m it Hilfe der Losung (33) 

aus, so heben sich die konstanten Term e

2 2i

und es bleiben alleinweg
die Anteile der homogenen Losung (33b) iibrig

a „ ta „ t 2 i1 i+A2  ̂(A +̂6A2)— c(2 (1 —  ^ ) ]e

Hieraus erkennt m an, daB sich die Verform ung von Bereich zu Bereich 

rekursiv weiter erm itteln laBt, indem  m an die hier angegebene Lc- 

sung als Grundstock verwendet und lediglich die Endverform ungen 

des einen Abschnittes und zwar: in der traftlosen ubergangsphase als 

Anfangswert fiir den neuen Abschnitt verwendet. Fiir den ersten Lastschritt 

wi ~ wo der urspriinglichen Vordeform ation und

Fiir eine Diskussion ist die allgem eine Losung zu schwerf allig, sie 

laBt sich nur m it Hilfe eines Rechners auswerten. W enn m an dagegen

sehr klein sind und die W erte A2 

so groB sind, daB in den einzelnen Belastungsabschnitten schon der

= A1 [i|>.i(Al+6A2)-a.,(1-<(m )]e • (42)A„W2 2i

= o.ist

beriicksichtigt, daB die W erte A 1
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A2ti 
e ) 6 erreicht ist, laBt sich eine analyti-

sche Auswertung vornehm en. In diesem  Falle vereinfachen sich m it 
’ A^

Th *
die a.-W erte (34) der hom ogenen Losung (33b)

Endkriechwert 6(1 ->-

1-ifj (1+6)6 <p X2 ~ X2(1 ” A2 (43)und6 1-ip

i
,21 2 A I A ! + A.'2 + 4 A i A „}a1,2 2{ A2 + A’ + A 1 2.1 2 12 1

~ 2 A 2 A ^ (1+6 1 )

zu
A+ A- (i + _1 1±$1 - A 2 11 + A' 1-6_L{_ x 1 21 A 2 ) }+ Al“l , 2

oder nach Zusam m enrechnung
4> AA ip A

11 1
1 -ilj (1 +6 )1-6

(44)a1 ,2
1-̂= - AA 2 1-v2

Die a -̂W erte hangen unm ittelbar von den W erkstoffparam etern A  ̂ab 

und werden lediglich durch den Knickparam eter ip nach der Theorie
Der ĉ -W ert ist negativ. Nebem  dem  elastischen2. Ordnung verandert.

Param eter ip (32) geht noch der W ert

(32a)\p = ip (1 + 6)

ein. Er ergibt sich, wenn m an die zusatzliche W eichheit des schnell 

ablaufenden Viskoelastizitatsanteils 6 zu der elastischen Verfor- 

m ung zuschlagt, d. h. den effektiven E-M odul entsprechend abm indeft.

M it den Kom binationen

A 26 ' + A2t= A = AS ~ A ~ 6a1 a 2 " a 2 a 2 -

ergeben sich die Naherungsbeziehungen fiir die Konstanten A

2 ' 2

(40) m iti
(35a) +w ./ip ■ 

pa/ 1W -Ww .1 w .12 , i-1
� ............. rr 2 , i-1A 40 (1-Tp_. ) 1-?1

t

1-?.i i i (45)
6 IWi W 2, i-1

A +if), (1 -i. ) 1-J2
i ii

woau die Naherungslosung am Ende des Zeitabschnittes i

E. ; -6!E„.
1 1 1 2i Ww .1 2,i-1 (E - E2i»wi 1-? 1-J 1 ii i

gehort, wenn m an m it
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(46)E . .
(Ji

abkiirzt. Daneben wird noch die Gesam tverschiebung W . + w. am  Ende
i i

des i. Zeitabschnitt benotigt

E2i 6wE1i-Ww . 1 w . pi2, i-1 i(-1 +W . + w WE1i +1-̂i 2,i-1 *i hi (47)
E1 i —  1w ,Pi

1-?i

des elastisbhen Gliedes des Voigt-Teils

(1 + 6 +

Fur den Verform ungsanteil W  

ergibt sich m it den Faktoren in (42)
2i

i,M  A  ̂+ 6 A 2 ) - oi ^ (1 — xp) ~ ip 6 A 2 , ^ + 6 A 2 ) ~ 0-2 (4 —   ̂) ~ A 2 (1 —   ̂)

die Naherungslosung zu (42)

+ A2 (1 )̂E2i

Oder, wenn m an die Naherungsbeziehungen (45) fur die Konstanten A 

einsetzt

' V*iEUw 2i

i

E„ .
"]�----— 1

2, i-1 4 1 -iJJ

(41) zwischen den Zeitbereichen

W 2i ~ l-'ijh î (wi W 2, i-1 1e - [6w±- (1-i|»i)W) + w (48)pi 1 1 i i
Die kraftlose Verschiebung w  

i und i + 1 betragt m it (47)
i+1

1 eu-iW _H - -
iw d-̂  ) ](wi W 2,i-1'“1i i-(1-̂i)' +)E +i + 1 1 -ijh

i

(43)6
E_ .2i f6wj.-W 2,i-1

Da in den obigen Beziehungen stets die Differenz w
1-?i ~

ein-W 2 , i-1
geht, wird noch die Differenz zwischen dem  i. und i+1. Zeitab-

i

schnitt ahgegeben
-1r , E 1 ,i-1

[s+-i—
w . 
Pi -D]-6-6 (E) E= (wW i+1 W 2i W + 1 , i-12,i-1'“1i 1-̂i ii

oder nach Ztisam m enziehen des w .-Term sPi

)E„ + w , (E D  /<P= (w (50)w.,. - W „. x+1 2x W i ‘2,i-1i 1 i 1 iPi
a„t2 iDer schnell abklingende Term  e 

der Naherung vollstandig. Zwischen dieser Verschiebungsdifferenz 

und der Gesam tverschiebung am  Ende des i.-ten Abschnittes besteht

verschwindet hierbei im  Rahm en

der einfache Zusam m enhang
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6w^.E.1 (1+6)] - 2i—[ w ) • (51)WW.
x + w w+ w 1-?i i + 1 2i 2 , i-1Pi 1-i/j1-? ii

bei einem Zyklus von einigen Monaten iiraner

noch naherungsweise durch das erste Tay-

Da die Argum ente a t̂̂  

sehr klein sind, kann E 

lorgiied
1 i

E1i"1iJj i X 11. i Aiti
- 1 + (52)E1i

ersetzt werden.

—k
1 -\p± 1-ip

i
Der ĉ -W e'rt ist negativ und wegen des groBen W erk-

a2 i
stoffwertes A2 beitragsm aBig relativ groB, sodaB die Funktion e 

relativ schnell abklingt, und m an bei Lastzeiten iiber einige M ona­

co) .te von einem  nahezu vollstandigem  Abkl ingen ausgehen ka.nn (E 
Eine Ansnahm e stellt sich bei hoheren Druckkraften ein, da wegen des

2i

Faktors (1 -ip ) / (1 -ip ) in (44) 

abnim m t.

1 sehr stark2 ist und bei iJj< Aa 2

Der Unterschied zxim Kriechverhalten bei kon t̂anter Spannung wird 

deutlich, wenn m an die Endverschiebung (51) fur eine Ouerbelastung

= o auf dem statischen W ert= p und ohne Vorverform ung w ,̂

w /(1-\Jj) der Theorie 2. Ordnung (35) bezieht 
P a „ t

W 0 .2,i

1W (t) _ W (t) (1-̂  ) _ 1-̂  ,, , „ , e

e£

und m it der Kriechfunktion (9) fur konstante Schnittkrafte bei ab- 

geschlossenem  viskoelastischem  Kriechen (gestrichelte Linie in Bild 2b) 

vergleicht

1 (53)
w 1-<pP

<f> (t) = 1 + 6 + X.t
1

Der konstante W ert (1+6) erhoht sich auf

(1-̂ ) d + 6)
1-lp (1 + 6)

und das viskose FlieBen fur kleinere Zeiten gem aB (52) von

1 A.taufA . t 11 (1~if02

Bei groBeren Zeiten m acht sich dann des Starke Ansteigen der e-Funk- 

tion bem erkbar (Bild 11). W enn m an auf die statische Durchsenku.ng 

W p nach Theorie 1. Ordnung bezieht, enfallt im  Nenner der Faktor 

1-iij und der Unterschied zur Kriechfunktion (9) wird noch groBer 

Neben den Verform ungen interessieren auch die Biegem om ente in Stab- 

m itte. Am  Ende des i. Lastabsĉ nittes stellt sich 

m om ent nach Theorie 1. Ordnung

m it dem  Last-

£> 2 (54)= p,(-)MPi
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qemaB (26) der Wert

M . = P.(W . +w.) + M .
1 IX  l pi (55)

ein. Diese Beziehung gilt allgem ein und kann fiir das Burgers-M o- 

dell sowohl m it der exakten Losung (

(51) ausgewertet werden, wofiir sich iibersichrlichere Ausdriicke er- 

geben

) als auch m it der Naherung

P. (w. - W„ . . )l l_____ 2,i-1 P . w .
t =£(1 + s + i

E1 . -1 11 ) + Mivt == 'E1i +1-* pii i
oder mit P.w schlieBlich= ib . M . ̂l pii Pi

) + MP . (w .
l l W 2,i-1  ̂E (56)M = i 1-?±

Im  Falle einer konstanten Querbelastung p  ̂= p wiirde sich das M om ent 

ohne Knickbiegung (P = o) m it Zeit nicht andern, beim  druckbelaste-

1 i

ten Stab steigt es standig an, wie das Verhaltnis zum "statischen" 

M om ent M /(1-i|>) nach Theorie 2. Ordnung zeigt

1-vP a1E 
= -zr~^ eM (t) _ M (t)

M „ e£
Diese VergroBerungsfunktion hat einen ahnlichen Verlauf wie diejenige 

(53) fiir die Verformung (Bild 11).

(57)1-T
P

4.2 Verallgem einertes M axwell-M odell

Die Grundgleichungen, wie die Gleichgev/ichtsaussage (26) und die 

verform ungsgeom etrische Aussage (27), gelten unabhangig vom  M ateri- 

algesetz (16)
(16a)B(t)k = - B(t)w" = M + f(t)M

dessen Koeffizienten veranderlich sind, dafiir ist es aber urn eine 

Ordnung geringer als das des Burgers-M odells. Differenziert m an 

das M aterialgesetz (16 a) und fiihrt darin die Gleichgewichtsaussagen 

(26) ein, so ergibt sich daraus die Differentialgleichung fiir die 

Durchbiegung des Balkens

1! H *B (t) w + Pw"' + fPw" = f(Pw£ + p)

Sie ist wie bei dem  Burgers-M odell eine partielle Differentialglei- 

die sich beim  gelenkig gelagerten Stab, wenn die Belastung 

p, die Vorverform ung w q und die Durchsenkunq w gem a/3 (30) sinusfor- 

m ig verlaufen, in die gewohnliche , Dif ferentialgleichung fiir die 

zeitabhangige Durchbiegungsam plitude W (t)

(58)

chung,
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w
f (t) W = f—— (59)W

ip o
tibergeht. Dabei ist

= —  (-) 2 
BoV

der bekannte elastisohe Knickparam eter (32),

(60)\p

EL_ (A) 4
B ' 7l (61 )w - ip w o Yo o

die Biegeam plitude (35a) des viskoelastischen Balkens ohne Beriicksich- 

tigung der Knickbiegung und

o

2P = (̂1 + FJ 
o 2

(-) (60a)4< = B (t) IT

der zeitlich veranderliche . Knickparam eter. AuBerdem  ist durch den 

hochgestellten Querstrich die Kriechfunktion fur das Knick-Biege- 

Problem  gegeniiber der Funk-Lion nach der Theorie 1 . Ordhung m it kon- 

stanten M om enten m odifiziert
\pvo

<F1 + V
Die M odifizierung ergibt. sich, da m it dem  Kriechen die Verform ungen

und auch das Knick-Biege-M om ent (25) anwachsen. Die Losung der Dif-

ferentialgleichung nim m t die einfache Form

w  -_ + AeF

f - (62)1-ip

W  = ip
o

an, wobei

dt ôF1dt 1-*oVi i’F 9 
o 2F = (fdt = j in•dt + (63)— P +F 12+1-4-

ist. Aufgruna der Anfangsbedingung ,

i-*0(1+f 2) 1-4* 1"4>

w w
W (o) = -£

o

wird die noch freie Konstante

- + A

woA =

und-.'der zeitliche Verlauf der Durchsenkung ergibt sich zu

F1 F 1 F1F2w w w
- -2(-1 + f 1-7 (̂-1 + I 1

oW  (t) = (4>+e -1)4^0 (1-401

m it der zugehorigen Gesam tauslenkung
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F1W p(1+F2}F1w -1(1 + -..;--)e1-ipW  (t) + w = (64)+
o

und dem  Biegem om ent in Stabm itte nach (55)

F1Pw + M E eo (65)M = P (W  + w ) + M = 
o p 1-4;

Die iibereinstim m ung der Ausdriicke (64) und (65) m it dem  Naherungen

(51) und (56) fur das Burgers-M odell wird besonders deufclich, wenn 
m an davon ausgeht, seinen Grenz-daB der viskoelastische Anteil

wert 6 und dam it auch die GroBen
Vi

(60b)4) = 4^0(1 + 6) und F1 — y

1- 4;
haben. Der Vorteil dieser Losung ist, daB darin das Bur-angenom m en

gers-M odell entha.lten ist, aber auch gem essene Kriechfunktionen in 

die Rechnung eingefiihrt werden -kennen, ohne sie durch analytische 

Gesetze beschreiben zu rtnissen. .
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5. Zyklische Beanspruchung nach Theorie 2. Ofdnung

Nachdem  die allgem einen Losungen fur das W erkstoffm odell nach Bur­

gers und das erweiterte M axwell-M odell abgeleitet sind, kann nun 

die Auswertung fiir die zyklische Beanspruchuna m it abschnittsweise 

konstanter Belastung und Druckkraft vorgenom m en werden. Es wird die 

idealisierte Belastung nach Bild 1 zugrundegelegt und zwar m it der 

Querbelastung und der zugehorigen Druckkraft P^ fiir eine Dauer 

von t̂ danach folgt die Querbelastung $2' die die Zusatzbeanspru- 
chung infolqe Schnee enthalt, m it der Druckkraft und der Dauer 

von t£ = T

gleich 1 Jahr wiederkehren und zwar 40 m al, was einer Lebensdauer 

von 40 Jahren entspricht. Die hohere Belastung wird als zweite Stufe 

aufgebracht, da dann am Ende der Lebensdauer noch die Schneebelastunq 

ertraqen werden m uB und dam it der ungiinstigste Fall vorliegt. Es 

werden die Lastfalle Vorverform unq w q und Querbelastunq p gesondert 

behandelt, und zwar zunachst fiir das Burgers-M odell und dann fiir 

das erweiterte M axwell-M odell, um daraus allgem eingiiltiqe Beziehun- 

gen herleiten zu konnen.

Diese Belastung soil standig nach der Periode Tt1 *

5.1 M odell nach Burgers

Es werden die einzelnen Lastfalle Vorverform unq w und Querbelastunq
o "

p nacheinander behandelt, wobei es insbesondere darum  geht, allge- 

m eine Form eln fiir das Akkum ulieren der Kriechverform ungen bei zykli- 

scher Belastung abzuleiten.

5.1.1 Vorverform ung w q

In diesem  Falle lieqt ein Sonderfall vor, weil die "Belastung" w  

iiber den gesam ten Zeitraum  konstant ist und sich lediglich die 

Druckkraft P von Zeitabschnitt zu Zeitabschnitt andert. Diese Un- 

tersuchunq gibt das W achsen der Vorbeulen wieder und spielt insbe­

sondere fiir die Schalenstabilitat eine groBe Rolle, da die kurzzei- 

tige Schalenbeulung aus einer vorverform ten Lage erfolgt. AuBerdem  

gibt sie fiir den Spannungsnachweis einen Anhalt, welche Zusatzbe- 

anspruchungen bei Zugrundelegung von Vorverform ungen zu erwarten 

sind, was besonders wichtig ist, wenn z. B. Knickuntersuchungen 

m it Knicklasten fiir ideal gerade Stabe vorgenom m en werden. Um das 

Erqebnis diskutieren zu konnen, wird hier die Naherung fiir kleine
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und groBe wie sie am Ende des Abschnittes 4.1 abgeleitet ist,

zugrundegelegt. Am  Anfang ist die "Vorverform ung" (50)

A 1

w 1 - W

Nach dem  ersten Zeitabschnitt m it der Druckkraft betragt die 

kraftlose Verschiebungsdifferenz nach (50)

w2 ~ W

und nach dem  zweifcen Zeitabschnitt t2

W_ - W0 „ = W E11 En 3 2,2 o 11 12

= w2o o

= “oE112,1

= W E
o

wenn m an m it E das Produkt

(67)“ E11 E12E

bezeichnet. Nach dem  m .-Belastungszyklus betragt der kraftlose Ver- 

schiebungsz-uwachs w q E 

m . Zeitabschnittes

m und die Gesam tverschiebung (51) am  Ende des

w E
o (68)W  + w
i-ur2

Der plastische Verschiebungszuwachs

W = W  E

o

(68a)oP
hangt dabei m aBgebend von dem  Produkt der E-Funktionen

a1,t, a.„t0 11 1 12 2,m
(67a)1 2t2)m (a 1̂1^ + a

Em = (E E12)m = (e ) ee1 1

m it dem  Param eter
t„/T t„/TP1 21 (69)12fc2 1̂T 2̂ (P„“1 1̂ +-f ax =

1 \p22 1 -ip 1

ab. Da die Argum ente x relativ klein sind, ist zur naherungsweisen 

Berechnunq die Entwicklung

m x (67b)- 1 + m x(1 + m x/2) 

m oglich. Hier wird deutlich, daB es fur das plastische Endkriech- 
m aJ3 wQEm gleichgiiltig ist, ob m it der niedrigeren Druckkraft P 

der hoheren Druckkraft P2 

Fall herangezogen werden, daB iiber die gesam te Zeit eine konstante

= o gesetzt wird, dann ergibt sich die

e

oder1
begonnen wird. Zur Kontrolle kann der

Druckkraft wirkt, d. h. t 

Gesam tverschiebung
1

m A  ̂Tiji 2/ (1 -il> 2). . w o (70)W  + w e
o 1 -vp 2
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die sich auch aufgrund der Losung (47) ergibt, wenn m an m T unm ittel- 

bar als Zeitdauer einsetzt.

Urn die Gtite dieser Naherung zu zeigen, ist in Bild 12 die genaue Lo­

sung m it der Naherungslosung verglichen, wobei als Endkriechm aB 

(ohne Theorie 2. Ordnung) der W ert F = if = 1 und das viskoelastische 

Endkriechm aB zu einem  Drittel dieses W ertes

6 = F/3 i.

igewahlt ist. Der viskoplastische Param eter X.T betragt danach (71 )1
2 F FA„T =1 3 40 60

Er ist relativ klein, wenn m an beriicksichtigt, daB fur die am star- 

sten kriechenden M attenlam inate im  ungiinstigsten Falle F = 1 ist.

Fur die Druckkrafte ist angenom m en, daB sie sich in den beiden Last- 

bereichen wie 1 : 2 verhalten und als Knickparam eter (32) sind die 

W erte

2 = 0,5

eingesetzt, wozu die "viskoelastischen" Knickparam eter

ip „ = 0,2 5 und (72a)1

FFi = 0,25(1 + -r-) und 0,5(1 + -̂ ) (72b) ̂21 3

gehoren. Die Zeitabstande sind der Einfachheit halber t t2 = T/2
gesetzt. Zum  Vergleich ist in Bild 12c noch die Losung eingetra-

1

= 0 ist und die Druckkraft uber die gesam te Zeit kon- 

stant ist. Als Dreiecke sind in Bild 12 die Endwerte nach den Nahe-

gen, wenn t1

rungen (68) und (70) eingetragen. Die Unterschiede liegen im  Pro- 

zentbereich und konnen praktisch nicht dargestellt v/erden. AuSer- 

dem  wird deutlich, wie stark die Kriechverform ungen infolge der
= 0,5P2 zuriickgehen."Erholungspausen" m it der halben Druckkraft P

1

Fur die M om ente ergibt sich aufgrund der Gleichung (55) eine ahnli- 

che Beziehung T) T-,IU
P„w E 2 oM = P„(W  + w ) 

2 o
(73)

1 ~  ̂2

wie diejenigen fiir die Endverschiebung. Sie m uB lediglich m it der 

ieweiligen Druckkraft P  ̂m ultipliziert werden. Eine grafische Dar- 
stellung wiirde sich deshalb eriibrigen.



35

5.522 If 45'34
Ilffffiff!iff!iff! <ptp

rffflffff
tptptp*tptp

tiff!! *$ $tp tptp tptpEP tptp tptp tp«!! tp tptp tptp tptp tpffiff tp tptp tptp tptp tptp tptp tptp2.741 tptp $tp tptp tptp $$ tptp tptptp tp$ tptp tptp tptp tptp tptp tptp tptptp*$$tp
c_>

p<y,^CD
tZ
Z)
CD
UJ

X
CJ
CD
(X
UJ

>
O.QOQ

5.522

it/I
it/I4/1it/1/I/I/t/t/Iitit/I/Iit/Iit/Iitit$ it/Ia (\AAAA

2.7E1

U UUuUC\J uUU uCJ u uuzUJ
x:or.

0.000

* in

4. noo2.0000.000
PER I ODEN

BjId 12: Anwachsen der Vorverform ung w q und der zugehorigen M om ente 

infolge von 40 Druckkr̂ ftzyklen P-]/P2 = 0/5, xp2 

— — - vollstandige Losung nach dem  Burgers-M odell,

und gro!3e ^

a) Losung fur 40 Lastzyklen (m T = 40 Jahre)

= 2 ip =0/5
1

A vereinfachte Losung fur kleine ip 1



36

5.

2.

I

2
3
CO
LU

X

CO
O'

o.onn

5.599

$

2.800

OsJ
o

LU

Q
31

O.QOD

* 10

4.0002.0000.000
PERIGDEN

Bild 12b: Losunq fur 2 geraffte Zeitschritte nach Bild 8b



37

8.148

***

4.

CD
ZZ.
ZD
CD
UJ

X
CJ
cnocUJ

n.nrin

8. LAB
rv'

r/

4.

-f

UJ
TL
or;

O.QdQ

-j * 10

0.000 
PER I ODEN

2.000 4.00(1

Bild 12c: Zeitlich konstante Druckkraft P2(t„ = 0)
1



38

und P2

Durch diesen Lastfall wird im  wesentlichen die zusatzliche Schnee- 

belastunq P2 - p-j sim uliert, wobei m an vom  ungiinstigsten Fall aus- 

geht, daJ3 die m axim ale Schneebelastung iiber die gesam te W interzeit 

t2 anhalt. Die kraftlose Anfangsverschiebhng (50) verschwindet hier- 

bei

5.1.2 Abschnittsweise konstante Querbelastung p
1

— W

Nach der ersten Belastung bleibt nach (50) die "kraftlose" Verschie- 

bungsdifferenz

= o2, o

- W . E ' 
p1W 2 - W 2,1 1 1

iibrig, wobei
(74)1 )F 1Eu

ist. Nach der zweiten Belastunq P2 betraqt die "kraftlose" Verschie- 

bunqsdifferenz (50)

= (E
1 i i

2,2 W p1E11 E12

Dies ist zugleich die Restverschiebung nach dem  ersten Belastunqs- 

zyklus. Nach dem  letzten Belastungszyklus ergibt sich m it (67) der 

W ert

F 1
p2 1 2_ W t w

m -1) (1 + E + E2(w .E' E „ + w 0E'
p1 11 12 p2 12w , . - W „ m +1 2,m

Oder nach Sum m ation der geom etrischen Reihe

+ ... + E

, Em -1
/ T— 1 -1

(75)w jli“w o = (w . E ' E. » 
m +1 2 , m  p 1 1 1 12

Diese Reihe kann noch vereinfacht werden, wenn m an qem aB (52) wegen

p2E12' E-1+ w

F 1E1 i~ 1 + ^'2^2 durch  ̂>des kleinen W ertes 

durch A -] t (1 -<1 )̂ und E - 1 durch x nach (69) ersetzt

im  Vorfaktor E 1 2

t1/T t2/T

T-W
w p1

+ 1-̂ 2w n w „ = P2 P2 1 (Em-1) � (75a)W , . - W  m +1 tT/T tp/T 
f 1^

Berucksichtigt m an ferner noch, daB norm alerweise das Verhaltnis 

P /̂?2 der Druckkrafte annahernd gleich dem  Verhaltnis p /̂p2 der 

Querbelastung ist,dann hebt sich de-*" groBe Quotient in (75a) her- 

aus und die. Endverschiebung (51) am  Ende des letzten W inters ver­

einfacht sich zu

2 ,m P12
P2
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(̂  

*2
= V 
1-̂ 2

Diese Beziehung hat eine groBe Ahnlichkeit m it derjenigen (68) fur 

die Vorverform ung.

(76)+ 1 + 6)W + w
m m

W enn m an den Zeitabschnitt zu Null setzt,also eine konstante Be- 

lastung iiber die gesam ten 40 Jahre ansetzt, ergibt sich aufgrund. 

der Addition der Zyklen derselbe W ert wie nach Gleichung (53), wo- 

bei hier nur der Faktor (l-if̂) fehlt. da (76) die Gesam tverschie- 

bung und nicht das Verhaltnis zur elastischen Verschiebung wie in

Die Beziehung (55) fur das M om ent nim m t m it 

nach (54) die gleiche Form  an

(53) anaibt..

2̂M p2P„w 02 p2

MP2 Em  

1 2̂

wie diejenige (73) fur das M om ent infolge der Vorverform ung, sodaB 

auch fur den Lastfall Querbelastung eine grafische Darstellung genu- 

gen wiirde. Im  Bild 13 ist der Verlauf der Durchsenkung und des M om en- 

tes iiber der Zeit aufgetragen,
Belastung und der Druckkrafte zu p /̂p2 = P-|/P2 = Pesetzt ist.

Die Lastdauern t̂ sind jeweils gleich der halben Periode T. Zusatz- 

lich ist noch die konstant gehaltene Last betrachtet,indem  t 

gesetzt ist.

ein groBer Unterschied, d. h. eine starke Auswirkung der geringeren 

Belastung im  Som m er. Die Unterschiede zwischen der exakten Losung 

(ausgezogene Linie) und der hier angegebenen Naherungslosung (Drei- 

eck) liegt in der GroBenordnung von 3 % .

Em -1 

 ̂2
M = P0(W +w)+M 0=M „ I 

2 m m  p2 p2
+ 1 + 6)1 = (77)1 +

1~ 2̂

wobei das Verhaltnis der

01
W ie im  Lastfall Vorverform ung ergibt sich auch hier

Die fur das Kriechen m aBgebende GroBe Em ist nach (67) das Produkt 

die Einzelwerte E  ̂und E™

gleich ob m an die Lasten iiber die Gesam tzeiten m t̂ und m t2 

m Laststufen aufbringt, d. h. es hatten auch zwei Laststufen 

m it einer Lastdauer von m t„ bzw. m t2 geniigt.

Diese viskoelastischen Kriechm aBe sind

oder in
1 2 "

Urn die Ge~p1 und p2
sam tverform ung zu erhalten,m uB dann noch das Endkriechm aB infolge

1

der viskoelastischen Verform ung des letzten Lastabschnittes p2 hin- 

zugefiigt W erdeh. Diese "geraffte" Losung ist auch in den Bildern 12b 

und 13b aufgetragen. Dabei zeigt sich eine sehr gute iibereinstim -

und p2.m ung m it den Ergebnissen fur 40 kurze Lastschritte m it p 1
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Beim  Vergleich der Kriechzuwachse (68) und (76) sowie der Erhohung 

der M oraente (13) und (77), die das Akkum ulieren der Verform ungen 

und das Anwachsen der M om ente bei zyklischer Belastung angeben m it 

der linearen Uberlagerungsregel (22) nach Theorie 1. Ordnung, 

zeigt sich ein m arkanter Unterschied. Ira Falle der Theorie 1 . Ord­

nung lessen sich die viskoplastischen Anteiie der Laststufen p 

und P2 linear, d. h. additiv iiberlagern, dagecjen nehm en bei der The­

orie 2. Ordnung die tiberlagerungsregeln die Produktform  (E 

die bei kleinen Druckkraften P 

aber bei groBeren Druckkraften im m er m ehr davon abweichen. Da auch 

die Belastungszeiten in das Argum ent der E-Funktionen eingehen, be-

1

E2>m '

in die lineare Regel (22) iibergehen,
1

i

wirken sie keine lineare Anderung der Verschiebungen m ehr sondern
, a,= (e )tateine exponentielle, weil e

zugelassenen Stabilitatslasten sind aber nicht so hoch, daB dieser 

EinfluB so stark eingeht. M an kann also auch weiterhin die lineare 

Uberlagerungsregel (22) m it guter Naherung anwenden, wobei fur F 

und F2 im  Falle der Durchsenkungen die Kriechm aBe nach Gleichung 

(70) und (76) und im  Falle der M om ente die Gleichunrren (73) und (77) 
zu verwenden sind und in den Gleichungen (73), (76) und (77) die

ist. Die nach der Vorschrift

1

gleich der Periodendauer T 
Die Funktion Em geht dann wie in (70) in die e-Funk- 

iiber. Das nichtlineare Verhalten, d. h. der iiber-

Lastdauern t

zu setzen sind.
iruf; A 1 T/ (1-1)0

= 0 und die Lastdauer t1 7

tion e

proportionale Kriechzuwachs infolge der Knickbiegung ist in der e-

Funktion enthalten.
5.2 Erweitertes M axwell-M ode11

Ausgangspunkt fur die Erm ittlung des Kriecheinflusses m it Hilfe 

des M axwell-M odells sind die Beziehungen (64) und (65) fur die Ver­

form ungen und M om ente infolge der Lastfalle "Vorverform ung" w q  

und "Querbelastung" p. An die Stelle der Kriechfunktion (9) im  

Falle der Theorie 1. Ordnung tritt bei der Theorie 2. Ordnung die 

VergroBerungsfunktion, d. h. das Verhaltnis der Auslenkung (64) 

M om entes (65) zu den entsprechenden elastischen W erten 

(35). Sie stim m t fur die Verform ung im  Lastfalle Vorverform ung und 

fur die M om ente fur beide Lastfalle (Vorverform ung und Querbelastung) 

iiberein

bzw. des

1-U,o F151 M (78)ct> = ew . M „ el el 1-iii
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Fur die Durchsenkung infdlge der Querbelastung ergibt sich nach (64) 

die VergroBerungsfunktion
F1

W (1 + F„) (1 + — — -2 ifi (79)* = w 1 ~il>
e£

W enn m an nicht. anf den elastischen W ert nach:.der Theorie 2. Ordnung 

sondern auf den W ert nach der Theorie � 1 . Ordnung bezieht., entfallt 

der Vorfaktor 1 - ifi . Diese Funktion ist in Bild 9a dargestellt.

Sie m uB fur jeden 'R'nickparam eter ip und den zugehorigen viskoelasti- 

schen Param etern ^ nach (60a) bzw. (32a) fur die Druckkrafte P 

berechnet werden.

und1
P 2

Der Vergleich m it den vereinfacht.en Beziehungen (70), (73), (76)

und (77), nach dem  Burgers-M odelT , zeigt die weitgehend.e tiberein- 

stim m ung der Beziehungen fur das Burgers- und das M axwell-M ode11. 

Der Vorteil beim  M axwell-M odell ist, daB m an ohne weiteres die ge- 

m essenen Kriechfunkt.ionen einsetzen kann. Es m uB lediglich der vis- 

koelastische Anteil abgeschatzt werden. Da in den Vorschriften nur 

die Endkriechm .aBe angegeben sind und nicht der Verlauf der Kriech- 

funktionen, kann naherungsweise die lineare Kriechfunktion (12) 

in der verallgem eiherten Form

<t>2 = 1 + F  ̂(m T) + F 2 (m T) (80)
-Mr

-und F2

und F2 (25) und den Knickparam tern (32) und 

(32a) Oder (60) und (60a) berechnet werden. W enn eine Dauerlast 

Ijegt Oder der EinfluB der Anfangsauslenkung w untersucht werden 

= 0 und t̂ - T zu setzen.

angewandt werden, wobei die kom binierten Kriechm aBe F 

den Endkriechm aBen F
aus1

1
vor-

soll ist t1/
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6. Vereintachunq fur die Anwendung in der Baupraxis

Im  folgenden werden die Beziehungen fiir sicherheitstheoretische Un- 

tersuo.hungen nach der Stufe 1 , wie sie in der Baupraxis angewandt 

werden konnen, zusam m engestellt. Ausgangspunkt. ist dabei das linea- 

risierte Akkum ulationsgesetz (22) fiir die Kriechverform ungen bei 

zeitlich konstanten Schnittkraften bzw. Spannungen (nach Theorie 

1. Ordnung). Dieser Fall ist iraner bei statisch bestim m ten Konstruk- 

tionen und auch bei statisch unbestim m ten Konstruktionen, die aus 

Bauteilen m it gleichem  Kriechverhalten zusam m engesetzt sind, erfiillt. 

Als Kriechparam eter gehen das viskoplastische Endkriechm aB F und1
das viskoelastische Endkriechm aB F^ cin und das Verhaltnis det" Last- 
dauer t fiir die als dauernd wirkend. anzusehende "Som m erlast" p1 1
und der- Lastdauer t2 fur die "W interlast" p2 zu der Lastperiode 

+ t2 und das Verhaltnis der hasten p /P2 ein. Fs lautet

7~) F1 (m T) + F2 (m T) .

T = t1
tP1 1 (22)+p2 T

Der Nachweis wird fiir eine Lebensdauer von m = 40 Jahren, und zwar 

am  Ende des letzten W inters, gefiihrt, da dann neben der dauernd wir~ 

kenden Last p

aufgenom m en werden m uB. Gleichung (22) gibt die VergroBerungsfunktion 

am Ende der letzten W interbelastung an. Dabei ist konservativ ange- 

nom m en, daB das viskoelastische Endkriechm aB F2(m T) schon wahrend 

eines W inters voll erreicht wird, was bei den iiblichen Kunststoffen 

nahezu der Fall ist.

noch die Schneelast und die kurzzeitige Verkehrslast1

Die einzige Schwierigkeit besteht darin, das Endkriechm aB F = vf in 

den viskoplastischen Anteil F^ und den viskoelastischen Anteil F2 

aufzuteilen. W enn m an davon ausgeht, daB die viskoplastischen Antei- 

le der einzelnen Lastschritte relativ klein sind, und im  ersten 

Lastschritt im  wesentlichen viskoelastische Verform ungen auftreten, 

kann m an den viskoelastischen Anteil abschatzen als Gesam tkriechm aB  

am Ende der ersten Belastung

F2(m T) ~ F(t1) „ (81a)

Fiir das viskoplastische Endkriechm aB F* bleibt dann der Rest1

(81b1“ F2

iibrig. M an kann die Beziehung (22) auch auf den Fall der Theorie 

2. Ordnung iibertragen, wenn m an das Verhaltnis zwischen der Kriech- 

verform ung und der statischen ,Terform ung bei vorhandenen Druckkraf-

= F
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ten P, die eine VergroBerungsfunktion darstellt, als veraligem ei- 
nerte Ersatzkriechfunk+-ion 1 + F * (12) eingefiihrt und diese : 

VergroBerungsfunktionen wieder in den viskoplastischen Anteil F *̂ 
und den viskoelastischen Anteil F2* zerlegt

*
= 1 + F1(m T) + F2(m T) . (80) ̂2

Dabei zeigt sieh, daB m an zwei Falle unterscheiden m uB, und zwar

auf der einen Seite die VergroBerungsfunktion (78) fur Verform un-

infolge der

und auf der anderen Seite 

infolge der

gen infolge der Vorverform ungen w q und die M om enta 

Vorverfo.rm ungen w und der Ouerlasten 

die VergroBerungsfunktion (79) fur Verform ungen 

Querlasten. Diese Fallunterscheidung ist notwendig, da im  ersten 

Falle eine VergroBerung der Verform ungen und der M om ente alienn

verursacht wird und im  zweiten Falle schondurch die Druckkrafte Pi
ein Anwachsen der Verform ungen infolge der Querbelastung auftritt. 

Die ursprtinglichen Beziehungen (78) und (79) lassen sich auf die 

additive Form  1 + F * 1 F* bringen, d. h. in einen viskoplasti.schen 

und einen viskoelastischen Anteil zerlegen, wenn m an beriicksichtigt, 

daB die um 1 verm inderte E-Funktion bei im m er kleiner werdenden

nach Theorie 1. Ord-Druckkraften in den viskoplastischen Anteil F 

nung iibergeht. Nach dieser Zerlegung ergeben sich die einzelnen 

Kriechanteile fur die Verform ungen infolge Vorverform ung und fur 

die M om ente infolge beider Lastfalle

1

1-g!; o2 2F1o2 o2F * = f2* = (82a)1 =(e1 1-̂ 2

und fur die Verform ungen infolge der Querbelastung p

1-̂ 2 1-ip 2

und p21
1-<P F1 1 ~ll) F2o2 o2F * = 

1 -1)(e - 1 = (82b)(1 + f 2)
(1 4> 2 ô2 1-̂ 21 ip2

wobei die letzten W erte (82b) gegeniiber dem  ersten (82a) nur durch

dividiert sind.ij;
o

Diese verallgem einerten Beziehungen haben sich sowohl a.nhand des Bur-

gers-M odells als auch anhand des erweiterten M axwell-M odells erge­

ben. Sie sind ansich fur gelenkig gelagerte Stabe hergeleitet wor­

den, konnen aber auf beliebige System e iibertragen werden, wenn m an
einfiihrt. MaBgebende Pa-anstelle der Stablange £ die Knicklange s 

ram eter sind in den obigen Beziehungen das Verhaltnis der Druckkraft
k
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zur elastischen Knickkraft

(V (83a)oi BPK � IT
1

und das Verhaltnis der Druckkraft zur "viskoelastischen Knickkraft"

t = •’oi'1 + P2> '

bei der die Knicklast urn das Verhaltnis 1/(1 + erniedrigt ist

Oder der Knickparam eter um das Verhaltnis 1 + Fn erhoht ist. Der 

viskoelastische Param eter F1 betragt nach (60b)

*o1 *1

1-h T

(83b)

ô2 5 )̂ Ft(m T)
+

1 ~  ̂21
(84)

P, t̂ /T
p"~ ' T 
2 1-i/»

t2/T
) F.(m T) ,= +o 2 11 2

wobei das Verhaltnis P /̂P2 der Druckkrafte durch das Verhaltnis

p /̂P2 der Querlasten naherungsweise ersetzt werden kann. W enn eine

Dauerbelastung vorliegt, wie zum  Beispiel bei der Erm ittluna des

Kriechzuwachses infolge einer Vorverform ung w , ist die Zeitdauer

t. = O und die Dauer t„ = T zu setzen.
I z

Die Beziehungen (82) und (84) m achen deutlich, daB die Kriechver- 

form ungen am  Ende der letzten W interperiode wesentlich hoher sind 

als am  Ende des letzten Som m ers, da im  W inter die Uberhohung der 

Verform ungen durch die Knickbi.egung, die den Faktor 1/(1 - t)̂ ) be- 

wirkt, wesentlich hoher ist als im  Som m er. Die Som m erlast geht nur 

m it einem  sehr geringen Gewicht in das Endergebnis ein, und zwar

, nur im  Verhaltnis' der 

Druckkrafte und auBerdem  noch m it dem  geringeren liberhohungs-

f aktor 1/(1

und 13, bei denen das Verhaltnis der Krafte P /̂?2 = 0,5 gesetzt ist. 

Bei geringen Druckkraften, d. h. kleinen Verhaltnissen i/)o__(83a) und 
bei kleineren Kriechwerten F.(m T) kann m an die Funktion eF1 in eine

1

in den viskoelastischen Param eter F
1

iK). Das gleiche zeigt sich auch in den Bildern 12

1
Taylor-Reihe entwickln und nach dem  ersten Gliedern abbrechen

F1
-1 ~ F. (1 + F,/2) (85)e 1 1

W enn m an nur das erste Taylor-Glied beriicksichtigt, und das Verhaltnis 

der Druckkrafte gleich dem  Verhaltnis der Querlasten p.j/P2 setzt,

was bei den iiblichen Lastfallen hahezu im m er zulassig ist nim m t die
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verallgem einerte Kriechfunktion (80) eine Form  an

t„/T . t2/T 1-v F2(m T) TVo2 l aP 1 1 o2= 1 + , (86 )(— ^ F„(m T) + ̂2 +l 1p2 1-ij; 1-̂ 2 J

die der verallgem einerten Kriechfunktion (22) fur Problem e der Theo- 

rie 1. Ordnung sehr nahe kom m t. Es kom m en lediglich die bekannten

1-«2 1-*2 b1 1

Uberhohungsfaktoren 1/(1-̂ ) infolge des viskoeldstischen Kriechens 

hinzu. Die verallgem einerte Kriechfunktion (86a), d. h. m it dem  Vor- 

faktor ^ gilt fur die Verform ungen infolge der Vorverform ung w qo2
und fiir die M om ente infolge der Vorverform ung w q und der Ouerlasten 

allein. Hier wird noch einm al deutlich, daB im  ersten Falle v/egen 

des Vorfaktors die Zunahm e der Vorverform ungen und M om ente allein 

durch die Knickbiegung verursacht wird und da& es im  zweiten Falle 

(Vorfaktor 1) schon infolge der Querlasten p 

kom m t. Bei groBen Knickparam etern ip (83). irvacht sich die m it der Knick-

o2

zu Kriechverf0>rm ungen
i

biegung verbundene starkere Kriechneigung sehr stark bem erkbar und 
Fdie Funktion e < -

werden (siehe z. B. Gleichung (85)).

1 kann nicht m ehr durch das Argum ent F. dargestellt

Da nur m it den Endkriechm aBen F (̂m T) gerechnet wird und die Verlaufe 

der Kriechfunktionen im  einzelnen nicht bekannt sind, hat es wenig 

Sinn, zwischen Beziehungen fiir sicherheitstheoretische Untersuchun'- 

gen nach Stufe 1 und Stufe 2 zu unterscheiden, sondern m an kann die 

hier abgeleiteten Beziehungen auch fiir sicherheitstheoretische Unter- 

suchungen nach der genaueren Stufe 2 verwenden.
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