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A AL

Prof. Dr.-Ing. E. Giencke Berlin, den 15.12.85

AbschluBbericht

fir das Forschungsvorhaben

"Sicherheitstheoretische Untersuchungen an druckbelasteten GFK-Bau-
teilen unter Berilicksichtigung des Kriechens"
Gesch.Z.: IV/1-5-202/80

Zusammenfassung

Die Belastung der Tragwerke setzt sich aus den dauernd wirkenden La-
sten, die vom Eigengewicht und der als dauernd wirkend anzusehenden
Verkehrslast herrithren, den vorilibergehend wirkenden Lasten, wie der
Schneebelastung und schlieBlich der Kurzzeitbelastung, wie die Wind-
belastung und die restliche Verkehrsbelastung, zusammen. Bei den
GFK-Bauteilen interessiert besonders, wie sich die Kriechverformun-
gen infolge der zeitweise wirkenden Schneebelastungen akkumulieren.
Bei den druckbeanspruchten GFK-Bauteilen kommt zu der Betrachtung
nach Theorie 1. Ordnung (Gleichgewicht an der wunverformten Konstruk-
tion) noch die Knickbiegung (Theorie 2. Ordnung) hinzu. Da durch das
Anwachsen der Ausbiegungen die Momente infolge der Knickbiegung zu-
nehmen, ist hierbei eine erhdhte Kriechtendenz zu erwarten. Anhand
von zwel linearen Werkstoffmodellen wird gezeigt, daB sich bei sinn-
vollem Vorgehen die Uberlagerungsgesetze flir zeitweise konstante Be-
anspruchung (Theorie 1. Ordnung) auch auf den Fall der Theorie 2. Ord-
nung {ibertragen lassen. Dazu werden die VergrdfBerungsfunktionen,

d. h. das Verhdltnis der Knickvertformungen unter Einschluf der Knick-
biegung zu den elastischen Verformungen bzw. der zugehfrigen Momen-
te zu denjenigen im elastischen Falle als Kriechfunktionen einge-
fiihrt. MaBgebender Parameter ist dabei das Verhdltnis der Druckkrdfte
zur jeweiligen Knickkraft. Es zeigt sich, daB bei htheren Druckbe-
anspruchungen die Kriechverformungen wdhrend des Winters infolge der
Dauerlast und des Schnees immer mehr diejenigen im Sommetr aus Dauer-
last allein iberwiegen. Neben den allgemeinen Beziehungen werden noch
vereinfachte flir niedere Druckbeanspruchungen angegeben.

Der Bericht enthdlt 49 Seiten.

Q\Létwp\

(Prof. Dr.-Ing. E. Giencke)
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1. Einleitung

Flir die Beurteilung der Tragfdhigkeit einer GFK-Konstruktion ist
die Frage zu kldren, wie sich Kriechverformungen infolge von Dau-
erlasten und zeitweise wirkenden Lasten akkumulieren. Die Dauerbe-
lastung rtihrt im wesentlichen vom Eigenqewicht sowie dem als dau-
ernd wirkend anzusehenden Anteil der Verkehrslast her. Eine typisch
zeitweise wirkende Belastunao ist die Schneelast mit einer Zyklus-
zeit von einem Jahr, sodaB bei einer Lebendauer von 40 Jahren mit
40 Be- und Entlastungen zu rechnen ist. Fir die Be- und Entladundg.
von Silos ist es kaum moglich Zyklenzeiten anzugeben. Eine Ausnah-
me bilden die Gérfuttersilos,'die auch eine Lastperiode von einem
Jahr haben und durch die hier vorgenommenen Untersuchungen filir
Schneebelastungen abcedeckt werden. Bei den restlichen Verkehrsla=
sten und den Windlasten ist die Lastdauer so kurz, daB das Kriechen

dabei vernachldssigt werden darf.

Die Rechnungen sind Uber der Zeit mit der idealisiérten Lastge-
schichte nach Bild 1 vorzunehmen und daraus dann sinnvolle ffber-
lagerungsgesetze abzuleiten. Die Ergebnisse aus Untersuchuncgen nach
Theorie 1. Ordnuna, d. h. mit kcnstanten Schnittkrdften in den
einzelnen Zeitabschnitten koénnen nicht auf druckbelastete Bautei-
le, die nach der Theorie 2. Ordnung zu rechnen sind, iibertragen
werden, da das Probleém aufgrund der Theorie 2. Ordnung nichtlinear
wird. Denn das Kriechen hé&ngt sehr stark vom Verhdltnis der jewei-
ligen Druckkraft zur Kriechknick~ bzw. Kriechbeullast ab. Dieses
Verhdltnis ist wiederum unterschiedlich, ob die Dauerlast allein
oder die Summe aus Dauer- und zyklischer Last wirkt. D. h. in der
stark belastéten Phase ergeben sich aufgrund der Theorie 2. Ordnung
relativ groBe zusdtzliche Kriechverformungen, nicht aber in der

schwach belasteten Phase.

Neben dem Fall der Querbelastung ist bei druckbeanspruchten Kon-

struktionen auch das Wachsenh einer Vorbeule zu untersuchen.

Zzur Erfassung des Kriechverhaltens werden zwei lineare Werkstoff-

modelle untersucht, und Zwar das Modell nach Burgers, das aus zweil
elastischen und zwei Dampfergliédern mit konstanter Charakteristik
besteht und ein erweitertes Maxwell-Modell, das nur ein elastisches

und ein Ddmpferglied enthdlt, jedoch mit zeitlich verdnderlicher



Charakteristik. Aufgrund der verdnderlichen Charakteristik ist

es mOglich, die gemessenen Kriechfunktionen mit abnehmender
Kriechtendenz bei fortschreitender Zéit in der Rechnung zu erfas-
sen. Beim Werkstoffmodell nach Burgers bleibt die Kriechrate auch

flir groBe Zéiten konstant und hat keine abnehmende Tendenz.

Die zugehOrigen Differentialgleichungen sind schon bei den Bélken—
proslemen partiell, da sich die Schnittkrdfte sowohl iUber die Bal-
kenldnge als auch mit der Zeit verdndern. Solche Gleichungen las-
sen sich in einfacher Weise lésen, wenn man-einen Produktansatz
flir die Schnittkradfte und die Belastung wdhlen kann. Als Ersatzm-
system flir alle Tragwerke werden die gelenkig gelagerten Systeme,
bei denen sich der Verlauf der Ausbiegung in Ldngsrichtung durch

einen Sinusansatz darstellen 1l&B8t, gewdhlt.

Aus den genaueren Losungen der Differentialgleichungen sollen ein-
fache Uberlagerungsregeln zur Erfassung der zeitweise wirkenden
Lasten aufgestellit werden. Insbesondere geht es darum,‘fﬁr druck-
belastete Teile den EinfluB der Theorie 2. Ordnung bei zyklischen
Lasten durch Ndberungen so gut zu erfassen, daf die Beziehungen zur
Berechnung der Teilsicherheitsbeiwerte nach der Stufe 1 und 2 ver-
wandt werden kdnnen. Als Map flir das Kriechen wird das Endkriech-
maf, wie es fiir Matten- und Wirrfaserlaminate in dem Normenentwurf
fir Bauteile aus textil glasverstdrkten Reaktionsharzen vorgesehen

ist, eingefihrt.
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Bild 3: Erweitertes Maxwell-Modell
a) Werkstoffmodell
b) Kriechfunktion
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... Kriechfunktion der Form 1 + (t/to)n
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2. Werkstoffmodelle und Kriechfunktionen

Zur Erfassung des viskoelastischen Verhaltens kann entweder ein
werkstoffmodell eingefihrt werden (Bild 2a)oder die zugehbrige
Kriechfunktion ¢(t) fir die Verzerrung (Bild2b) bzw. die zugeho-
rige Relaxationsfunktion ¥ (t) flir die Spannungen angecgeben werden.
Normalerweise beschrédnkt man sich auf die Angabe der Kriechfunkti-
on ¢(t), da sie sich am einfachsten als Verzerrungsgeschichte bei
festgehaltener Spannung versuchsmédfig ermitteln 1&88t. Kriechfunkti-
onen haben meistens eine viskoelastische und eine viskose Phaée.
Unmittelbar nach Aufbringen der Last entsteht die elastische Ver-
zerrung e (o) = €5e Der danach einsetzende KriechprozeB ist zundchst
stdrker ausgepridgt und verlangsamt sich immer mehr. Die erste Pha-
se ist im wesentlichen eine rein viskoelastische, die bei Entla=
stung relativ schnell wieder v&llig zuriickgeht. Danach dominiert

die viskose Phase, die als plastisches FlieBen, irreversibel ist.

Diese Kriechfunktionen gelten nur fiir den Fall der Theorie 1. Ord-
nung, ndmlich bei konstanter Spannung. Um die Theorie 2. Ordnung,

d. h. das Anwachsen der Schnittkréfté mit dem Anwachsen der Kriech-
verformungen zu erfassen ist es sinnvoller von den zu den Werk-
stoffmodellen gehdrigen Differentialgleichungen auszugehen. Wir
beschré&nken uns auf lineare Modelle und zwar auf das Modell nach
Burgers, bei dem die Elemente eine zeitlich konstante Charakteristik
haben und auf ein Maxwell-Modell mit Elementen von zeitlich ver&n-

derlicher Charakteristik.

2.1 Modell nach Burgers (Bild 2)

Die Angabe eines viskoelastischen Modells oder der zugehdrigen Kriech-
funktion sind v6llig gleichwertige Aussagen, da alle Modellparame- |
ter in der Kriechfunktion enthalten sind, was sich am einfachsten

beim Burgers-Modell zeigen 148t (Bild 2a).Das Burgers-Modell be-

steht aus parallel- und hintereinandergeschalteten Feder- und Dam-
pferelementen, und zwar aus dem Maxwell-Modell mit einem hinterein-
andergeschalteten‘Feder— und Dampferelement (ET’ D1) und dem danach
ceschalteten Voigt—-Modell mit einem parallelgeschalteten Feder-

und Didmpferelement (E,, D)), wobei die Dimpferelemente geschwindig-

keitsproportional sind. Fiir die einzelnen Elemente gelten die Ma-

terialgesetze /1/
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Bei dem Maxwell-Modell mit den hintereinander geschalteten Elemen-—

ten sind die beiden Spannungen aleich und addieren sich die Deh+

nungen e, = e, + €107 sodaB fir die Dehngeschwindicgkeit des Max-
well~KOrpers
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gilt. Beim Voigt—Modell mit den parallel geschalteten Elementen

addieren sich die "Krédfte" zu dem Materialgesetz

+ o + D2€2 . (3)
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Aus der Gesamtdehnung des kombinierten Maxwell- und Voigt-Modells

£ = 811 + 612 + 82 (4)

last sich die Dehngeschwindigkeit €5 des Voigt-Modells unter Ver-
wendung der Gleichung (2) durch die Dehngeschwindigkeit ¢ und die

Spannung ¢ darstellen
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Multipliziert man diese Gleichung mit dem Verhdltnis EZ/DZ und
addiert die nochmals abgeleitete Gleichung (4a), so ergibt sich
daraus schlieflich unter Beachtung der Gleichung (3) fir den Voigt-

Korper die Differentialgledichung des Burgers-Modells

.o D D, E . E
g = %— + (1 + N 2) %~ t 5 ; o . (5)
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Die LOsung dieser Differentialgleichung wird sehr einfach, wenn
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die Spannung o wie in einem statisch bestimmt gelagerten Zugstab

(ohne Zwdngung) konstant ist. Daflir lautet die LOsung
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by
oder,wenn man die Anfangsbedingung
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einsetzt und das Verhdltnis der Dehnungen zur elastischen Deh-

nung bildet
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in der {ibersichtlichen Form

@(t)=e/eo=1+>\1t+6(1~é-2). (9)

Diese Beziehung ist auch zugleich die bekannte Kriechfunktion
¢ (t) des Burgers—-Modells. Sie besteht aus dem elastischen Wert
1T und dem linearen plastischen Kriechanteil eq/D1 sowie dem vis-

koelastischen Anteil (Bild 2b)
= §(1 -~ e ) (10)

der vom Voigt~Modell herriihirt und relativ schnell den Grenzwert
§ annimmt und bei Entlastung wieder vdllig zuriickgeht. Fiir Vor-
gdnge mit orbBeren Belastungszeiten kann daher hdufig die verein-

fachte Ndherung

(t) ~ 1+6+A1t , (9a)

die in Bild 2 als gestrichelte Linie eingetragen ist, angesetzt

werden.

2.2 Versuche

In den Versuchen werden normalerweise die Kriechfunktionen ermit-
telt, da sie sich am einfachsten an Zugproben messen lassen, in-
dem man flir eine konstante Spannung die Deformationsgeschichte
aufnimmt. Um den Kriechanteil deutlich zu machen, ist es sinnvoll,
auf die elastischen Dehnungen zu beziehen, so daf alle Kriechfunk-
tionen mit dem Wert 1 beginnen. Solange das viskoelastische Ver-
halten linear ist, werden dann bei einem Laminat oder einer Rein-
harzprobe alle Kriechfunktionen durch eine Kurve, unabhdngig vom
Spannungsniveau wiedergegeben. Abweichungen ergeben cich erst bei
nichtlinearem viskoelastischem Verhalten, und zwar verardfern sich
die Kriechfunktionen dann mit wachsendem Spannungsniveau. Bel ei-
ner solchen Auftragung wird unmittelbar deutlich, von welcher Span-

nung an nichtlinear gerechnet werden muB.

Langzeitversuche sind sowohl an Harzen als auch an roving- und mat-
tenverstdrkten Laminaten durchgefiihrt worden (Bild 3,5):.Da praktisch
nur die Harze kriechen und Kriechdeformationen nur dann zu erwar-
ten sind, wenn die Gesamtkraft oder ein Teil der Kraft Uber das
Harz geleitet wird, muB sich die Kriechfunktion von Laminaten aus
der des Harzes ableiten lassen. Um die gemessenen Kriechfunktionen

einer Rechnung besser zugdnglich zu machen, werden sie hdufig durch
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analytische Kriechfunktionen dargestellt, und zwar entweder durch

die des Burgers-Modells (9) oder durch Potenzgesetze der Form
() =1 + (t/t )" (11a)

oder

o

+

S—
i

(1 + t/to)n ) (11b)

Diese Potenzgesetze beginnen wie gewiinscht mit dem Wert 1 und

gehen flir groBe Zeiten in ein reines Potenzgesetz (t/to)n tiber.

Sie unterscheiden sich besonders in der Anfangsphase. Das erste
Gesetz (11a) - gepunktete Linie in Bild 3b - hat einen wesentlich
stdrkeren Anstieg (©.(o) = o) éls das zweilte - dicke Linie in Bild
3b. Die Versuchsergebnisse filir Harze und auch flir Thermoplaste
(Bild 4a) lassen sich sehr gut durch die Beziehung (11b) darstel-
len. Die Auftragung erfolgt normalerweise in doppelt-logarithmischem
Papier (Bild 4a), wobei alle Kurven, die sich durch ein reines Po-
tenzgesetz darstellen lassen, einen geraden Verlauf annehmen, was
flir die Gesetze (11) nach einer gewissen Anfangsphase zutriffi. Da-
neben sind aber noch halb-logarithmische Auftragungen mit logarith-
mischem Zeit- und linearem DPehnungsmaBstab (Bild 4b) yn@ schlieBlich
auch doppelt-lineare Auftragungen (Bild 2,3) moglich. Hierbei muB
"man besonders darauf achten, dap sich der Verlauf der Kriechfunkti-
onen bei Ubergang vom linearen zum logarithmischen Zeitstab sehr
stark verandert, da bei der logarithmischen Auftragung der Bereich

kleiner Zeiten sehr stark auseinandergezogen wird.

Der Unterschied zwischen der Beschreibung der Mefwerte nach dem
Burgers—-Gesetz und den Potenzgesetzen wird besonders in der anféng-
lichen, viskoelastischen Phase und spdter auch in der wviskosen Pha-
se deutlich (Bild 3b). Der anfdngliche Anstieg in der viskoelasti-
schen Phase liegt beim Burgers-Modell in etwa zwischen denen der
Potenzgesetze (11a) und (11b). In der viskosen Phase nimmt die Kriech-
rate beim Potenzgesetz mit zunehmender Zeit immer mehr ab, wihrend
sie beim Burgers—-Modell konétant bleibt, so daf sich bei grdBRen Zei-
ten ein sehr starkes Zunehmen der Deformationen nach dem Burgers4
Modell ergibt. Bei einer halb-logarithmischen Auftragung haben so-
wohl das Potenzgesetz als auch die Krieclifunktionen nach dem Bur-
ger-Modell im Bereich des viskosen FlieBens gekriimmte Verldufe, nur
ist der Anstieg bei dem Potenzgesetz bel grofen Zeiten wesentlich

geringer als beim Burgers~MOdell (Rild 4b). Da sich das Kriechver-



halten in einem besonders interessierenden Zeitraum praktisch im-
mer durch ein Burgers-Modell beschreiben 1&B8t, z. B. von 104 bis

105h in Bild 4b, ist es fiir die Nachprifung von Ndherungsldsunaen
sinnvoll das Burgers—-Modell zu veiwenden, zumal sich daflir analy-

tische LOsungen anageben lassen.

In Bild 5 sind einige gemessene normierte Kriechfunktionen ¢ (alis-
gezogene Linien) flr Harze, fir rovingverstdrkte Laminate mit un-
terschiedlichen Verstdrkunasgraden parallel ( }j) und senkrecht (1)
zur Beanspruchungsrichtung sowie flir mattenverstdrkte Laminate an-
gegeben. Auferdem sind noch die Werte nach einem Potenzcesetz der
Form (11b) als Punkte eingetragen. Die Messungen sind bei den UP-
Harzen und den Laminaten bis 103 Stunden durchgeflihrt /2/ und nach
einem Potenzgesetz auf grdfere Zeiten extrapoliert. Mit zunehmen-
der Verstdrkung nimmt die Kriechneigung der Laminate immer mehr ab,
insbesondere, wenn die Verstdrkung in die Beanspruchungsrichtung
gelegt wird. Bei den rovingverstdrkten Harzen milssen die Kriechfunk-
tionen flr sehr groBe Zeiten die rechnerischen Grenzwerte (V), bei
dem die gesamte Kraft nur noch von den Glasfdden parellel zur Kraft-
richtung lUberncmmen wird, annehmen. Das Einschwenken auf diesen
Grenzwert wird bei den weniger kriechenden UP-Harzen in dem Zeit-
bereich bis 106 Sturniden noch kaum bemerkt, vorausgesetzt, daB das
Potenzgesetz in diesem Bereich noch ¢ilt. Beil den mattenverstdrkten
Laminaten und bei den querbeanspruchten UP-Lagen (Verstdrkungsgrad
O : 1) ergeben sich wieder stark konvex gekriimmte Kurven &dhnlich wie
beim Reinharz. Die Kriechfunktionen flr solche Laminate konnen kei-
nen Grenzwert annehmen, da es zu keiner Zeit einen Kraftweg gibt,

der nur Uber Glasfdden flihrt.

Diese kurze Zusammenstellung zeigt, daB das Kriechverhalten der La-
minate noch keineswegs v6llig abgekldrt ist. Es ist vor allen Din-
gen nicht bekannt, insbesondere bei den Potenzgesetzen, wie sie
sich aus dem plastischen und dem viskoelastischen Anteil der bei

Entlastung v6llig zurilickgeht, zusammensetgzen.

2.3 Erweitertes Maxwell-Modell (Bild 3)

Da das Burgers-Modell die abnehmende Kriechtendenz mit zunehmender
Zeit nicht richtig wiedergibt, soll noch ein Werkstoffmodell einge-

flihrt werden, das sich dem ver&dnderlichen viskoplastischem Verhalten



anpassen 1ldBt. Das einfachst:mbgliche Werkstoffmodell ist das Max-
well-Modell, bei dem das Federglied das elastische Verhalten und
der Démpfer das plastische Verhalten wiedergeben kann. gin solches
vereinfachtes Modell ist vor allen Dingen sinnvoll, wenn man grds-
sere Belastungs— und Entlastungszeiten hat, etwa wie bei der Schnee-
belastung mit Be~ und Entlastungszeiten von einem halben Jahr, bei
denen die viskoelastische Phase jeweils ihre Grenzwerte erreicht
hat. Um sich an alle mdglichen Kriechfunktionen anpassen zu kdnnen
und um auch zwischen dem viskosen Anteil und dem viskoelastischem
Anteil unterscheiden zu kénnen, missen die Feder- und Ddmpfercharak-
teristiken zeitliich verdnderlich cewdhlt werden. Man k&nnte zwar
schon alle mdglichen Kriechfunktionen nachfahren, wenn nur die Ddm-
pfernachgiebigkeit zeitlich verdnderlich ist. Es 18Rt sich dann
aber nicht mehr zwischen dem viskoelastischen Verhalten und dem
viskosen FlieBen unterscheiden, was insbesondere bei Rechnungen
nach der Theorie 2. Ordnung unbedingt notwendig ist. Durch die Ein-
fihrung eines Federlementes mit zeitlich verinderlicher Steifigkeit
wird die Rechnuna praktisch nicht erschwert. Die Kriechfunktion

muB also in drei Teile aufgespalten werden (Bild 3b)

o = 1 + F1(t) + F2(t) , (12)

ndmlich dem elastischen Anteil der durch die 1 wiedergegeben wird,
dem viskosen Anteil F1(t) und dem viskoelastischen Anteil Fz(t).
Der viskoelastische Anteil wird durch das Féderelement erfaft (Bild 3a),

wenn die Feder einen zeitlich verdnderlichen Elastizitdtsmodul hat
E(t) = EO/(1 + Fz(t)) ’ (13)

der nach kurzer Zeit in den Grenzwert Eo/(1 + &) lbergeht (Bild 2b).
Das viskose Verhalten muf durch den Dadmpfer beschrieben werden, da-
zu wird die Dampfernachgiebigkeit proportional der Ableitung é1
gesetzt. Zur Herleitung der DPifferentialgléichung zwischen den
Verzerrungen und den Spannungen mufl formuliert werden, daf sich
analog zu Gleichung (2) die zeitliche Dehnunaszunahme aus der des
Federelementes und des Ddmpferelementes zusammensetzt

G+ (F, +F) o . (14)

Ee = [(1 + F2)o]. + F;o = (1 +F,)

Wenn man durch 1 + F2 dividiert und die Abkilirzung

1

,(F1,+ Fz)

£ =957 (15)

2



einfiihrt, lautet schlieflich die Differentialgleichung des erwei-

terten Maxwell-Modells /3/

E(t)e = o + £(t)o . (16)
Bei konstanter Spannung o ergibt sich die Krieéchfunktion (12).

Dieses Modell het zwei Vorteéile, die Differentialgleichuna (16)
ist gegeniliber der des Burgers—Modellé (5) um eine Ordnung nie-
driger, wodurch die LOsungen wesentlich einfacher werden, sodaB
man selbst in komplizierten F&dllen noch zu einfachen analytischen

Losungen gelangt und sich eine numerische Ldsung eribrigt,

AuBerdem ist es nicht notwendig, die gemessene: Kriechfunktion durch
analytische Funktionen wie die Potenzgesefze (11) zu approximie-
ren, da man die gemessene Kriechfunktion unmittelbar in die Glei-
chungen einfiihren kann, nachdem man sie in den Vviskoelastischen
Anteil F2 und dem viskoplastischen Anteil F1 zerlegt hat. Diese
Zerlegung ist zur Zeit noch problematisch, weil daflir noch keine
Versuchsergebnisse vorliegen. Da in den Vorschriften das Kriech-
verhalten nur durch ein angendhertes Kriechmaf nach 40 Jahren be-
ricksichtigt wird, genligt es einen Anteil , z.B. von einem Drittel
dieses Wertes, als viskoelastischen Anteil zu erkldren und den Rest

als viskoplastisch anzusehen.



3: Zyklische Beanspruchung mit abschnittsweise konstanten Spannungen

(Theorie 1. Ordnung)

Um spdter den EinfluB der Theorie 2. Ordnung aufzeigen zu kdnnen,
miissen zundchst noch die Ergebnisse nach der Theorie 1. Ordnung zu-
sammengestellt werden. Bei der Berechnung nach der Theorie 1. Ord-
nung, d. h. bei den iiblichen Lasten ohne Stabilitdtsglieder, kann
man davon ausgehen, daB sich die Beanspruchung durch das Kriechen
nicht verdndert. Das ist erfiillt, wenn die Konstruktionen statisch
bestimmt sind oder wenn beil statisch unbestimmten Konstruktionen
alle Bauelemente die gleiche Kriechfunktion haben und es damit =zu
keiner Kraftumlagerung durch das Kriechen kommt. Sind dagegeh die
Elemente vom Kriechen her unterschiedlich oder haben sie mit ande-
ren Worten unterschiedliche Kriechfunktionen, so ist mit einer Kraft-
umlagerung zu rechnen. Die stark . kriechenden Teile entlasten sich
auf Kosten der weniger stark kriechenden. Wenn man trotzdem dafliir
konstante Spannungen annimmt, bleibt man fiir die stark kriechenden

Teile auf der sicheren Seite.

Wenn die Kriechverformungen linear mit der Beanspruchung zunehmen,
kann man die Kriechverformung aus den einzelnen Be- und Entlastungs-
zyklen lberlagern. Eine abschnittsweise Belastung wird durch die
Zeitdauer t.l der Belastung und die Periode T (die Wiéderkehr der
Belastung von einem Jahr) beschrieben. AuBerdem geht noch die Le-

bensdaver wvon 40 Jahren in Form von m Lastzyklen ein.

Bevor die Superposition im einzelnen vorgenommen wird, betrachten
wir zundchst den Einfluf einer Laststufe beim Burgers-Modell Bild 6 .
Der Spannungswert kann wegen des linearen Verhaltens zu 1 gesetzt
werden. Flir den zeitlichen Verlauf der Verformungen gilt die Kriech-
funktion [(9), Bild 71. Wenn man nach der Zeit t1 die Last wegnimmt,
kann das beim linearen System durch Aufbringung einer zusdtzlichen
negativen Last der gleichen GrdBe erfolgen (Bild 6b), d. h. indem
man die zeitlich versetzte Kriechfunktionx(ﬁ%ld 6c)

2

(') =1 + A1t‘ + §(1 -~ e ) (%9a)

abzieht, wobei t' vom Zeitpunkt der Entlastung aus gezdhlt wird.
Nach der Entlastung (t Z t1) bleibt die Differenz der beiden Kriech-
funktionen (9) und (9a) {ibrig (Bild 7)
— ! — — - 1
A2t Azt ALt ALT

by (E)=g ()= Gt )=a t,+s(e ° -e 2 )=ates(i-e 2 e 2. (17)



Sie setzt sich aus dem konstanten plastisthen Kriechbeitrag A1t1
und dem abklingenden viskoelastischen Beitrag

-A,t -a, t!
s(1-e e 2 (18)

zusammen. Bei den Ublichen Erholungspausen von ungefdhr einem hal-
ben Jahr oder O,45'1O4h ist dieser Anteil abgeklungen, sodaB zu
Beginn des ndchsten Belastungszyklus in der Regel nur noch der
plastische Anteil {brig bleibt. Am Ende der ndchsten Periode 2T ist

der viskoelastische Anteil (18) mit Sicherheit abgeklungen.

Daraus erdgibt sich die Uberlagerungsregel, daB die plastischen Kriech-
beitrdge A1ti der einzelnen Lastabschnitte linear zu ibérlagern

sind und am Ende des letzten Lastabschnittes noch der viskoelasti-
sche Endwert 1 + § bei EinschlufB der elastischen Verformungen oder

§, wenn man nur die Kriechverformungen allein betrachtet, hineinzu-
figen istikgigei ist angenommen, daB das viskoelastische Endkriech-
maB §(1-e ) > § im letzten Lastabschnitt erreicht ist, was bei den
reisten Laminaten  der Fall ist. Wird die Konstruktion am Sommer-
anfang in Dienst gestellt, ergibt sich die in Bild 8 dargestellte
Belastung. Sie besteht aus m = 40 Lastschritten mit der kleinerxren
Relastung Py (Sommerlast) und der Zeitdauer ti’ die der Dauerbela=
stung entspricht und 40 Lastabschnitten mit der Querbelastung p2
(Winterlast), die um die Schneebelastung grdger ist als die Dauer-
belastung und die Lastdauer t2 hat. Die Summe der beiden Lastdauern
ti ist gleich der Periode T von einem Jahr. Wenn man die Endverfor-
mung am Ende des m = 40. Winters auf die =zur Winterbelastung P,

gehdrigen elastischen Verformungen Wo bezieht, betrdgt das Ver-

el
formungsverhdltnis infolge der Winterlasten
\
2
¢5o v, = 1 + § + mx1t1 ' (19a)
el

wozu noch der viskoplastische Anteil aus den Sommerlasten P4 hinzu-

kommt
Pq ,

Um dieser Beziehung eine grdBere Allgemeingliltigkeit zu geben, ist

951 (19b)

es sdinnvoll, die allgemeinere Form (12) der Kriechfunktion einzu-
ftihren, d. h. sie in den viskoplastischen Anteil F1 und den visko-

elastische Anteil F der bei Belastunagsdauern von 5 bis 7 Monaten

2’
normalerweise den Endwert



a)
P
b
f
b)
p
|
;
p ,—4-“/
L+
- e
1 /
) J\—-——-a—f >-—-—-s-f" —
-1

Bild 6: Superposition der Kriechdeférmationen bei den einzelnen

Belastungsschritten '(Burgers—Modell)

a) Belastungsschritt, b) zur Superposition, c) Kriechfunk-

tionen @(t) und @(t')

b o (1)

e

ﬂ‘

elastische

b (1—8.‘)\2 F1 ) E\’Itlastung

y

Av4 )\11'1
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Bild 7: Darstellung der Ergebnisse nach dem Burgers-Modell fiir ei-

nen Belastungszyklus
—— vollstdndige Verformung, —— viskoplastischer Anteil



a)
Py ~ Lt
—= 1 “2"‘“’“ mT

b)

P, —t

Bild 8: Zur Superposition der Kriechverformungen infolge der Last-

zyklen

a) zyklische Querbelastung

b) zeitlich geraffte Querbelastung

c) Superposition an Hand der Xriechfunktion



F = § = F_,(mT) (20)

2, 2
annimmt, zu ersetzen. Da sich die viskoplastischen Anteile linear
Uberlagern, kann man die 2m Lastabschnitte raffen und zu zwel gros-
sen Lastabschnitten mit der Dauer von mt1 und mt2 zusammenfassen
(Bild 8b). Da in der Vorschrift nur die EmndkriechmaBe und keine
Kriechkurven angegeben sind, ist es sinnvoll, neben dem viskoelasti-

schen auch das plastische EndkriechmaSf FT(mT) einzufihren, zumal sich

die viskoplastischen Verformungsanteile linear akkumulieren
und der einfache Zusammenhang
m>\1ti = ;i F}(mT) (21)
besteht. Dann lautet die Uberlagerungsregel
Py B %
0y T by T by = 1 + (55 7t T—)F1(mT) + Fz(mT) ' (22)

wobei jetzt nur noch die einzelnen Endwerte F1(mT) und (20) sowie

die Verhdltnisse der Lastzeiten ti/T und der Belastung p1/p2 Zwi-
schen der Sommerbelastung und der Winterbelastung eingehen. Es er-
weist sich bei Erweiterung duf Theorie 2. Ordnung als sinnvoll, mit
der gommer- und Winterbelastung Py getrennt und nicht mit der Sommer-
belastung Py die zugleich die Dauerbelastung ist, und der zusdtz-
lichen Schneebélastung P, - Py 2ZU rechnen. Die einzige Unsicherheit
bei der Ubertragung auf die Versuchsergebnisse besteht darin, daB
man vom Gesamtkriechmaf K nicht immer sagen kann, wiewiel davon

auf das viskoplastische und das viskcelastische Kriechen entfdallt.

Bei einer versuchmdfig gefundenen Kriechfunktion kann man analog
vorgehen, indem man die Kriechbeitrdge der einzelnen Lastabschnit-
te addiert. Damit dabei das viskoelastische Kriechen von Anfang

an richtig erfaft wird, ist es sinnvoll die Zeit t von der Endzeit
(40 Jahre) her zu zdhlen und die Kriechfunktion §(t) wie in Bild 8¢
einzufiihren. Die zu erwartenden relativen Kriechverformungen exr-
geben sich durch Differenzbildung der Kriechfunktion zu den Be-

und Entlastungszeiten, und zwar fiir die Laststufen P,y (Winterlasten)

by = é(tz) + @(T+t2) - ¢(T) + @(2T+t2) - $(2T) + ... (23a)
und flr die Laststufen Py (Sommerlasten)
b5 = B(T) = F(t,) + §(2T) - F(T+t,) + ... (23Db)

oder in der zusammengefaften Form



02500 Tbyy

In Tabelle 1 ist diese Auswertung flir die Kriechgesetze der Form

m=0

39

(¢ (mT+t )

2

19 -

39

~¢ (mT) |+ ) [p“m+1)ﬁ%f(mT+t2)] .

m=0

(11b) vorgenommen worden und zwar getrennt flir den Winteranteil

$22
0,15,

to in (11),

EndkriechmaBes darstellen,

variiert worden.

und den Sommeranteil

9217
0,085 und 0,4 gewdhlt sind. AuBerdem sind die Bezugszeiten

die ein MaB fiir das Erreichen des viskoelastischen

Die Zeiten ti

sind zu t

1

zwischen den Werten T, T/2,

£y

T/4,

T/10
= T/2 festgesetzt.

(24)

wobei als Exponenten n die Werte

Da in der Vorschrift /5/ nur das EndkriechmaB und nicht der Ver-

lauf der Kriechfunktionen angegeben ist,

herung noch die Ergebnisse der "linearen" Uberlagerungsrecel

eingetragen .

kriechmag F

schrittes

ist. 1

Ubrig.

5

F2(
Fliir F, bleibt dann der Rest

Py

mT)

(mT)

Dabei ist angenommen,

')

= F(mT) -

1

- F2(

(22)

sind in Tabelle 1 als N&-

daR das viskoelastische End-

F(ty) - 1 = (1 + ty/t))

mT)

RN

gleich zwischen den genauen Werten nach Gleichung

herung nach

weiteres angewandt werden kann.

ten Zeitschritten ergibt im Falle der Potenzgesetze

Fehler,

Tabelle 1:

(22)

sodaB diese linearisierte N&herung fir Aufgaben der Baupraxis ohne

Vergleich der Winter- und

onen nach einem Potenzgesetz

n T/tO

JI50  1.000
L1500 2,000
L1500 4,000
150 10,000
.085  1.000
.085 2.000
Uh% 4,000
.085 10.000
.040 1.000
L040 2.000
040 4,000
.040 10.000

t2/TO

1.ULO
:.101

.SU_
1,000
2,000
5.000

500
1.000
2,000
5.000

$ (40T)
1.7455
1.9332
2.1430
2.4574
1.3712
1.45249
{.5402
1.6644
1.1601
1,1922
1.2254
1.2709

%92
hach

. 3948
.0848
L1050
. 1284
L1641

sodaB sie nicht in Betracht kommt.

Diese Werte sind ebenfalls in Tabelle 1 angegeben.

gleich dem KriechmaB am Ende des ersten Belastungs-

(25a)

(25b)

Ein Ver-

(24) und der N&-

(11)

zeigt eine auBerordentlich cute Ubereinstimmung,

Eine Ndherung mit nur zweil geraff-

Zzu grofe

Sommeranteile der Kriechfunkti-

-

- -

-

e e O DO MU

-

. .

]
nach

]

VD0 T DD CD

P (A 00 B L0 D G T -

L e 00— > T

—_
I —

G‘,IF\J-—‘F"JLHC:“:C"A(«D*—‘

(11b)

¢21 F1(4OT) F2(4OT) $5n
(24) nach (25)
L3553 ,R878 L0622/
L4329 8236 . 1096
L5111 .9639 L1797
B141 1.1490  .3083
L1756 3361 L0351
L2074 .3922 L0607
L2364 L4423 ,0979
L2696 . 4999 L1645
L0754  ,1438 .0164
L0872 .1641 .0281
.0970  .1805 .0449
.1068  .1966 .0743

o1
(22)

LYo RNF
e
e LU0

250

0 I

.0902
. 0983



4. Losungen flir Probleme nach Theorie 2. Ordnung

Wenn Druckkréfte vorhanden sind, wird die Uberlagerung komplizier-
ter, da die Schnittkrdfte in den einzelnen Lastabschnitten nicht
mehr konstant sind, sondern sich mit zunehmender Ausbiegung infol-
ge des Kriechens stédndig vergr&fern, wodurch dann der KriechprozeB
seinerseits wieder angeregt wird. Als charakteristisches Problem
wird der gelenkig gelagerte Balken unter konstanter Druckkraft P
und unter sinusfdrmiger Querbelastung p sowie sinusfdrmiger Vorver-
formung w_ behandelt (Bild 9). Die daraus gewonnenen Ergebnisse
insbesondere der Kriechzuwachs lassen sich euf die Ulbrigen statischen
Systeme, wie z. B. Schalen oder Durchlauftrdger, iUbertragen, wenn
man davon ausgeht, dap die Vorverformung und die Belastuna wie die
Eigenformen, das sind die Knickfiguren beziéhungsweise Beulfiguren

im elastischen Falle, verlaufen / 4/.

Die Querbelastung und die Druckkraft ver&dndern sich in den einzel-
nen Zeitabschnitten nicht und kehren zykligch nach T wieder (Bild 1).
Fiir die zugehdrigen Verformungen und Schnittkrédfte lassen sich bei
Zugrundelegung des Burgers-Modells (Abschnitt 2.171) und des erwei-
terten Maxwell-Modells (Abschnitt 2.3) analytische Ldsungen ange-

ben, woraus dann Ndherunasbeziehungen abgeleitet werden kdnnen.

4.1 Lésung flir das Burgers-Modell

Die Ausbiegung des Balkens wird mit w(x, t), die Vordeformation mit
w, (%) bezeichnet, ( )' Bedeutet Ableitung nach ¥ und ( )2Ablei-

tung nach t. Die Gleichgewichtsaussage flir das Biegemoment M
M'(x, t) =P [w(x, t) +w_(x)]" - p(x) (26)

und die verformungsgeometrische Aussage zwischen der Krimmung « und

der Durchbiegung w
k(x, t) = - w"(x, t) (27)

sind unabhdngig vom Materialgesetz. Beim Burgers-Modell lautet es
in Analogie zu. 6) mit den Modellparametern (8)
131(K +>\2,<)=M+(>\1+>\2+6>\2)M+)\1>\2M , (28)

wobel B, die glagtische Biegesteifigkeit E1I ist. Wenn man die Glei-

1
chung noch zweimal nach x ableitet und die Momente durch Gleichung

(26) und die Krimmung durch Gleichung (27) ersetzt, erhdlt man



schldieBlich die partielle Differentialgleichung fir die Durchsen-
kung

B, (Wi, w) +p [w +(A1+A2+6A2)W+A1A2w] =X A, (p=Pwl) (29)
im Gegensatz zu der gewdhnlichen Differentialgleichung fir den

elastischen Fall
Bw"" + Pw" = p - ng . (29a)

Die partielle Gleichung (29) geht bei sinusfdrmiger Ausbiegung

und Vordeformation:sowie sinusfdrmiger Belastung

; = | naX - i ne> * - i ps
wi(x, t) W(t)Slng ' wo(x) W sing= p(x) psiny (30)

in die gewdhnlichen Differentialgleichung fir die Durchsenkung

W(t) in Stabmitte lber

‘W. + D\ — __IP__(A + 8A )] V:] _— JL_)\ A v——_)\._‘_l_)\_z_ﬂw + EQ (&)i* “l (3'])
A2 T T Aol T—p 12 T A W TRl e
mit dem Knickparameter
- P (22 (2
Y= B ('ﬂ') r (32)

—

der das Verhdltnis zwischen der Druckkraft und der elastischen Knick-
kraft angibt. Die allgemeine Ldsung dieser Gleichung setzt sich aus

der partikuldren

_ 1 Po .4 _ Yo
W‘part = E[QJWO + E—; (':”-) 1 = l—l)_- (33a)
und der homogenen
i a1t " azt
hom AF + Aze (33b)

zusammen, wobei sich die a-Werte aus dem Modellparametern (8) und

dem Knickparameter (32) ergeben

1 2 '
S {6 - 22 « a0,/ 0= )

mit (34)

= v :
g = 1~¢(A1 + A,8)

Hieraus folgt, daf sich mit der Druckkraft Pi in den einzelnen Zeit-

T

abschhitten auch die Werte Gy Gy und B &ndern.

Es 1Bt sich eine rekursive LBsung aufbauen, indem man flir einen
zeitabbchnitt At = ti mit konstanter Querbelastung P und konstan-
ter Druckbelastung Pi die L&sung aufstellt (Bild 1p0), und dann aus
den Endwerten des einen Abschnittes die Anfangswerte des' ndchsten

Abschnittes ermittelt. Da sich am Ubergang von einem Zeitabschnitt
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Bild 9: Knickstab
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Bild 10: Vorgehensweise zur Erfassung der Glieder nach der Theorie

2. Ordnung bei dem Werkstoffmodell nach Burcgers
tung des 1i. Zeitabschnitt)

(Betrach-

-9
1-9

Theorie 2.0rdnung

0

Theorie 1. Ordnung

Bild 11: Ersatzkriechfunktion fiir Probleme nach der Theorie 2. Ordnung



zum anderen sowohl die Querbelastung als auch die Druckbelastung
dndern kann, ist es sinnvoll wie in Bild 10 angegeben kurz vor Eﬁde
des Zeitabschnittes i die Last herunterzufahren und danach auf

den neuen Wert hochzufahren. Dabei stellt sich im Zwischenbereich
(i = 1 % 1) ein kraftloser Zustand ein, sodaB zu Beginn des i. Ab-
schnittes die "kraftlose" Vorverformung Wy vorliegt, 2zu der gemdfB
Gleichung (29%a) bei Aufbringung der Last P; und der Druckkraft Py

die elastische Anfangsverformung nach Theorie 1. Ordnung

o
- i 0.4
., = YW, = (=) = ¥.w, ,
Wy wlwl + B1 (ﬂ) VoW, + wpl (35a)
und nach Theorie 2. Ordnung
%i
1‘¢i = Wi(o) (35b)

gehdrt. Der letztere Wert ist auch zugleich der Anfangswert Wi(o)

fir den i. Zeitabschnitt.

AuBerdem bleibt bei vOlliger Entlastung noch eine Verzerrungsge-
schwindigkeit e, = ¢, im Voigt-Glied aus dem (i - 1). Abschnitt
entsprechend der Gleichung (3)
€5 0= 7 Mpfp, oy (36)

Ubrig, da bei plétzlicher Entlastung des elastischen Gliedes im
Voigt-Teil der zugehdrige Ddmpfer angesprochen wird. Die vollstdn-
dige erste Ableitung flir den neuen Zeitabschnitt i setzt sich nun
auz dem Wert (36) beil vollstdndiger Entlastung und aus dem zusatzli-
chen Wert infolge der Lastaufbrindgung entsprechend Gleichung (1) und
(2) zusammen

e; (0) = '11 + é12 toe, = [E% + 5% + E%]
Bei Ubertragung auf den Biegestab lautet diese Beziehung

€ .
1

B ki(o) = Mi(o) + (A1 + 82 )Mi(o) +toeg (37)

1 2
Um hieraus die Anfangsbedingung fir Wikﬂ ableiten zu k&nnen, wer-
den noch die Momente M(t) benttigt. Nach Gleichung (26) gilt fir
das Moment M(t) in Stabmitte bei ebenfalls sinusfdrmigem Verlauf

des Momentes

- 2.2 . : T\ 2
M(t) = Plw(t) + w l +pE)" =P, (t) +w ]+ woiBy ()7 . (38)
Bei Beginn der neuen Laststeife ist nach (35)
W.(o) = (byw, + wpi)/(1 -y )und wo o= W,

sodafR



Y. W, + W,
_ i71i Pi L. 2 _
M, (o) = P, T tw.) +p () o=

und

M, (0) = Py, (0)

wird. Bericksichtigt man ferner, daB sich die zeitliche Ableitung
der Krlmmung in Stabmitte bei einem gelenkig gélagerten Stab durch
die zeitliche Ableitung der Durchbiegungsamplitude w darstellen

lant

= -t = )
dann geht die Bedingung (37) mit der Abkilirzung (35a) lber in
. Nyt 8A, . .
Wi(o) = WMT:E;WM W, + wiWi(o) + W,

woraus die zweite Anfangsbedingung

o By vy Wi
(o) = — + (39)

i v, T, T

folgt.
Mit den Anfangsbedingungen (35b) und (39) ergeben sich die beiden

Gleichungen fir die noch freien Konstanten Ai der homogenen LOsuna

(33b)

i V—”i Wy
A, + A, = + = =
1 2 1-¢l wl wi(1-wi)
Bl wi wl
Ao, + Ajo, = —— 7 +
[ 272wy vy 1-yy
AY _ _
1 [wi . } 1 . .
A, = = - —=(B.,=a_) + w,|, A, = = = - == (g.=qq)+w, |-
17 T (egma ) By i i 2 (=9 (a,-0,) 9, \Bi7e il

(40)
Wenn man die Verformung am Ende des Zeitabschnittes ti mit Wi be-
zeichnet, betrédgt die Gesamtauslenkung zu dieser Zeit Wi + W, Bei

vOlliger Entlastung wird das dazu gehdrige Moment (38)

2.2

.= W, + w.) + p.
AM P, (W, Wl) pl(ﬂ)

i i(
herausgenommen und die zu diesem Moment gehdrige elastische Ver-

formung
b = et (%2
i B1 i

abgezogen. Damit bleibt in der kraftlosen Phase zwischen den Berei-

chen i und i + 1 die Verformung



. ‘ Py g2 .
iv1 = Wi + w, o Awi = (1—Lpi)(Wi + wi) - E? (;) (41)

librig. Sie ist zugleich die "kraftlose Vorverformung" filir den neu-

en Absgschnitt i + 1.

pDie Verformung Wy des elastischen Elementes des Voigt-Gliedes

am Ende des Zeitabschnittes ti bewirkt nach (36) die zeitliche An-

derung der Durchsenkung in der kraftlosen Zwischenphase

Wier T 7 MWoy o
die fir die Berechnung der neuen Konstanten A, und A,y nach (40) be-

1
nétigt wird. Aufgrund des Materialgesetzes (3) flir den Voigt-Teil

188t sich der Auslenkungsanteil W durch das zu Ubertragende Moment

21
und den Démpferanteil ausdricken

K
M 2 [
Koy = —§ = —= oder W, . = (=)78§ i
2 B1 X2 2,1 B1 m 5

wobel sich die Geschwindigkeit k., aus der Summenbeziehung (4) wie

folgt

M2 M2
A

u ’ M M u : Mg 2 M, 2.2, ]
= — = — e e ) = — [y A o = A
) Wy =« B, B, ) IW B, (7 B1(ﬂ) 1]

durch die Durchsenkung und das Moment ausdricken 1lagt. Damit wird

T, 2 M oy 2 M
) W, S Bq(x1 T 8A,) Wit B,

oder, wenn man die Beziehung (38a) filir die Momente und die Ableitung

Asz = Az(

einsetzt

= Doy ng +wp) w0+ 8y - W (-yy)

MoWai Ty 2

Driickt man schliefilich die Grdgen Wi undﬁhimit Hilfe der LOsung (33)

aus, so heben sich die kconstanten Terme weq und es bleiben allein
die Anteile der homogenen Losung (33b) Ulbrig.

o,t. o

- 171
W,. = A [wi(x1+sx2)—a1(1~wi)]e +A2[wi(x1+ax2)—a2(1—¢i)]e

AoWos 11

Hieraus erkennt man, daf sich die Verformung von Bereich zu Bereich

Lo(42)

rekursiv weiter ermitteln 18Bt, indem man die hier ancegebene L&-

sung als Grundstock verwendet und lediglich die Endverformungen

des einen Abschnittes und zwar in der kraftlosen Ubergangsphase als
Anfangswert fiir den neuen Abschnitt verwendet. Fir den ersten Lastschritt

ist WiT W, gleich der ursprilinglichen Vordeformation und W = 0.

i 21
Fiir eine Diskussion ist die allgemeine L&sung zu schwerfdllig, sie
148t sich nur mit Hilfe eines Rechners auswerten. Wenn man dagegen
berlicksichtigt, daB die Werte A1 sehr klein sind und die Werte Az

so groB sind, daB in den einzelnen Belastungsabschnitten schon der
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ALt
Endkriechwert &(1 - e J - 6 erreicht ist, 148t sich eine analyti-
sche Auswertung vornehmen. In diesem Falle vereinfachen sich mit
Y ' . .
S . ey - 1=y (1+6)
§' = T A1 = 70y und A A2(1 ') Ay =3 (43)
die ai—Werte (34) der homogenen LOsung (33b)
_l_! 1 (12_ vyt 1 2 N
0y 5 = S{=A4 + A5+ gxz 20500+ AT INESN
e -
~ 1 1
2x,0 4 (1487)
ZU [
1 M 14
L A W | ] 1 [
oy, T oglt Ay v Ay £ 50 v, 150
oder nach Zusammenrechnung
T
B R LAk R
=67~ 1=p (1+8) — 1=V
a1,2 3 (44)
— T = — PR
A2 Ao T

Die o,-Werte hdngen unmittelbar von den Werkstoffparametern Ay ab
und werden lediglich durch den Knickparameter y nach der Theorie

2. Ordnung verandert. Der a2~Wert ist negativ. Nebem dem elastischen

Parameter ¥ (32) geht noch der Wert
Vo= p(1 + 6§) (32a)

ein. Er ergibt sich, wenn man die zusdtzliche Weichheit des schnell
ablaufenden Viskoelastizititsanteils § zu der elastischen Verfor-

muna zuschldgt, d. h. den effektiven E-Modul entsprechend abmindert.

Mit den Kombinationen
[ — = ! — ~ ! LA - ~ L
a1 az ~ a2 AZ ’ B az X26 + AZ AZ ; B u1 Azs
ergeben sich die N&herungsbeziehurgen fiir die Konstanten A, (40) mit

(35a) -
A - Wi T R I T R ST
1 b, -, -0 . - e ’
ul(1 wl> 1 El 1 Ei s
-
A - AT LY
2 = gL T,

wopu die N&herungslOsung am Ende des Zeitabschnittes i

w, E,. -6'E.. W
i 14 - 1721 2,1-1

W, = —=(1 - : - Lo -
i wi(1 =7, ) T (Eqy ~ Egy)

gehdrt, wenn man mit



E,, =e 7" (46)
Ji
abklirzt. Daneben wird noch die Gesamtverschiebung Wi + w, am Ende

des 1i. Zeitabschnitt bendtigt

L NLF T L B - DD Piiy Eoi (Swi o )
iy -7, 11 "7, =7 =7, Ty 2,1-1"
1 L 1 1 kS (47)
v
Yoi Bri-1
=1 + 5 + — )
=0 Vi

Flir den Verformungsanteil W2i des elastischen Gliedes des Voigt-Teils

ergibt sich mit den Faktoren in (42)

1!)(A1+6>\2) - (x,](1-1¢)) TOUwSA

die Ndherungsltsung zu (47?)

o VOHER,) = ay (=) 7 oA, (T=9)

Woiy = BqS0yEqy + Ay (T=9)Ey,

oder, wenn man die Ndherungsbeziehungen (45) flir die Konstanten Ai

einsetzt
S g - 21
Woi - Tiﬁzlwi(wi*wz,i—1) * wpiiEii_Lﬁwi_(1~wi)w2,i—117:$;_ - (48)
Die kraftlose Verschiebung Wi (41) zwischen den Zeitbereichen
i und i + 1 betrdgt mit (47)
w 1—wi LAY : _ ~ E1i~1 -
e T - & — -— ) . —_
i1 = 7o, Wiy By o U= m (e ) ()
1 1 v ~— v 1
8 (49)
Boy

- 14$1L6wi_w2,i—1(1mwi)]

Da in den obigen Beziehungen stets die Differenz weom Wy Ly ein-
7

geht, wird noch die Differenz zwischen dem i. und i + 1. Zeitab-

schnitt angegeben

Wi o Bi-q7] .
- = - ” 4t - 8- . -
Wipqg T Wy = Wy = Wy g 0By F 1—wi[6 v §(Ey 5971
oder nach Ziusammenziehen des wpinerms
Wipq T Woi T Wy m Wy g )Bgy v By - D /ey (50)

a,t,
Der schnell abklingende Term e 274 verschwindet hierbei im Rahmen

der Ndherung vollstédndig. Zwischen dieser Verschiebungsdifferenz'
und der Gesamtverschiebung am Ende des i.-ten Abschnittes besteht

dér einfache Zusammenhang
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E..  6&w.
2i L. ) . (51)

1
- + —_— v
W, + w W wpi(1+a)] Eate Wy ioq

i i 1~$ilwi+1 21

Da die Argumente q1ti bei einem Zyklus von einigen Monaten immer

sehr klein sind, kann E noch ndherungsweise durch das erste Tay-

11
lorglied

d;ik,]ti E1i'—1 }\iti
= . ._\,.'] +  —— ’ - (52)
- W . —_
11 1 tj}i by 1 l,bi
ersetzt werden. Der a,-Wert ist negativ und wegen des grofBen WegKE
i

stoffwertes Az beitragsmdfig relativ grof, sodaf die Funktion e
relativ schnell abklingt, und man bei Lastzeiten liber einige Mona-
te von einem nahezu vollstidndigem Abklingen ausgehen kann (E2i40).
Eine Ausnahme stellt sich bei hdheren Druckkriften ein, da wegen des
Faktors (1-v)/(1-y) in (44) |a

abnimmt.

2] < A, ist und bei ¢ -+ 1 sehr stark

Der Unterschied zum Kriechverhalten bei konetanter Spannung wird

deutlich, wenn man die Endverschiebung (51) flir eine Querbelastung

P, =P und ohne Vorverformung Wir Wy o =0 auf dem statischen Wert
14
wp/(1ww) der Theorie 2. Ordnung (35) bezieht
a.t
1
e g (53)
e’ p - v

und mit der Kriechfunktion (9) fir konstante Schnittkr&fte bei ab-
geschlossenem viskoelastischem Kriechen (gestrichelte Linie in Bild 2b)
vergleicht

p(t)y =1 + & + A1t

Der konstante Wert (1 + 6§) erhoSht sich auf-

(1-v) (1+8)
1= (1+6)

und das viskose FlieBen flir kleinere Zeiten gemdR (52) wvon

.t euf ,?f% , Aqt .

(1=9)
Bei gr&Beren Zeiten macht sich dann des starke Ansteigen der e-Funk-
tion bemerkbar (Bild 11). Wenn man auf die statische Durchsenkung
w_ nach Theorie 1. Ordnung bezieht, enfdllt im Nenner der Faktor
1=¢ und der Unterschied zur Kriechfunktion (9) wird noch grofer
Neben den Verformungen interessieren auch die Biegemomente in Stab-

mitte. Am Ende des i. Lastabschnittes stellt sich mit dem Last-

moment nach Theorie 1. Ordnung

M = p.<§)2 (54)



gemdB (26) der Wert

M, = Pi(wi + Wi) + Mpi (55)
ein. Diese Beziehung gilt allgemein und kann filir das Burgers-Mo-
dell sowohl mit der exakten LOsung ( ) als auch mit der N&herung

(51) ausgewertet werden, wofilir sich ilbersichtlichere Ausdriicke er-

geben Po(w, = Wy o 4) Pow . Eqy-]
M, = %~$ z By * —%:%—(1 8 h ) M
i i V3 P
oder mit P,w ., = ¢.M ., schlieBlich
. i“pi iTpi
P,(w, - W, ., ,) + M_,
B 2,1i-1 pi
M, = By - (56)

Im Falle einer konstanten Querbelastung p, =P wlirde sich das Moment
ohne Knickbiegung (P = o) mit Zeit nicht &ndern, beim druckbelaste-
ten Stab steigt es stédndig an, wie das Verhdltnis zum "statischen"
Momeht Mp/(1—¢) nach Theorie 2. Ordnung zeigt

M(t) _ M(t) -y Mt
Y = M (1-y) = 7 e . (57)
¥4 o

=

|

<4

Diese VergrdBerungsfunktion hat einen &dhnlichen Verlauf wie diejenige

(53) flir die Verformung (Bild 11).

4.2 Verallgemeinertes Maxwell-Modell

Die Grundgledichungen, wie die Gleichgewichtsaussage (26) und die
verformungsgeometrische Aussage (27), gelten unabhdngig vom Materi-
algesetz (16)

B(t)r = - B(t)w" =M + £()M. (16a)

dessen Koeffizienten verdnderlich sind, dafilir ist es aber um eine
Ordnung geringer als das des Burgers-Modells. Differenziert man
das Materialgesetz (16a) und fiihrt darin die Gleichgewichtsaussagen
(26) ein, so ergibt sich daraus die Differentialgleichung fiir die

Durchbiegung des Balkens
B(t)w""" + Pw"" + fpPw" = £(Pw! + p) . (58)

Sie ist wie bei dem Burgers—-Modell eine partielle Differentialglei-
chung, die sich beim gelenkig gelagerten Stab, wenn die Belastung
p, die Vorverformung wO und die Durchsenkuvng w gemdB (30) sinusfdr-
mig verlaufen, in die gewdhnliche Differentialgleichung filir die

zeitabhdngige Durchbiegungsamplitude W(t)
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w
W~ F(E)W = 2 (59)
Yo
Ubergeht. Dabei ist
P 0.2
bo = 57 | (60)
der bekannte elastische Knickparameter (32),
o= ow o+ (&t (61)

(o) 0 0 B 'm
o
die Biegeamplitude (35a) des viskoelastischen Balkens ohne Beriicksich-
tigung der Knickbiegung und
- P xy2 _
U Y A 2

der zeitlich verdnderliche Knickparameter. AuBerdem ist durch den

0(1 + F.) (60a)

hochgestellten Querstrich die Kriechfunktion fir das Knick-Bieage-
Problem gegeniiber der Funkiion nach der Theorie 1. Ordnung mit kon-

stanten Momenten modifiziert
P
- O
= +
£ =gz (Fy + Ty

Die Modifizierung ergibt sich, da mit dem Kriechen die Verformungen

) ) (62)

und auch das Knick-Biege-Moment (20) anwachsen. Die L&sung der Dif-

ferentialgleichung nimmt die einfache Form
W -~
Wwe=--214 2"
Y
o

an, wobei

U] I;' dt Y

o_2 = 5_9___“ +fn__ © - F 4F
1—wo(1+F2) 11

ist. Aufgrund der Anfangsbedingung

}
SvoF1
1=

F = (Eat = at + |

W F

© (bre T

- Vg (T=9

)

w o
_ O, e
e ) -']L—"( 1 + ,]-w
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w F w_(1+4F.) 1
0 1 P 2 e -1
+ s e
W(t) W =7 © + =0 (1 + 7 ) (64)
und dem Biegemoment in Stabmitte nach (55)
PwO + M §1
M=PW+w) +M =—2Pog . (65)

o P 1=y
Die Ubereinstimmung der Ausdrilicke (64) und (65) mit dem N&dherungen

(51) und (56) fiir das Burgers-Modell wird besonders deutlich, wenn

nan davon  ausgeht, daR der viskoelastische Anteil F2 seinen Grenz-

wert § und damit auch die GrdRen

lboF1

b=y o= b, (1+8)  und F. - (60b)

‘l —
1=
angenommen  hapben. Der Vorteil dieser Lodsung ist, dap darin das Bur-
gers~Modell enthalten ist, aber auch gemessene Kriechfunktionen in
die Rechnung eingefiihrt werden ¥®nnen, ohne sie durch analytische

Gesetze beschreiben 2zu miissen.



5. Zyklische Beanspruchung nach Theorie 2. Ofdnung

Nachdem die allgemeinen LOsungen fiir das Werkstoffmodell nach Bur-
gers und das erweiterte Maxwell-Modell abgeleitet sind, kann nun

die Auswertung fir die zyklische Beahspruchund mit abschnittsweise
konstanter Belastung und Druckkraft vorgenommen werden. Es wird die
idealisierte Belastung nach Bild 1 zugrundegelegt und zwar mit der
Querbelastung P4 und der zugehOrigen Druckkraft P1 fiir eine Dauer
von t1 danach folgt die Querbelastuna p2,‘die die Zusatzbeanspru-
chung infolge Schnee enthdlt, mit der Druckkraft P2 und der Dauer
von t, =T - t1. Diese Belastung soll stdndig nach der Periode T
gleich 1 Jahr wiederkehren und zwar 40 mal, was einer Lebensdauer
von 40 Jahren entspricht. Die hdhere Belastung wird als zweite Stufe
aufgebracht, da dann am Ende der Lebensdauer noch die Schneebelastung
ertragen werden muB und damit der unglinstigste Fall vorliegt. Es
werden die Lastfalle Vorverformunq_wo und Querbelastung p gesondert
behandelt, und zwar zundchst flir das Burgers-Modell und dann fiir

das erweiterte Maxwell-Modell, um daraus allgemedngililtige Beziehun-

gen herleiten zu k&nnen.

5.1 Modell nach Burgers

Es werden die einzelnen Lastfdlle Vorverformung LA und Querbelastung
p nacheinander behandelt, wobei es insbesondere darum geht, allge-
meine Formeln fir das Akkumulieren der Kriechverformungen bei zykli-

scher Belastung abzuleiten.

5.17.1 Vorverformung W

In diesem Falle liegt ein Sonderfall voér, weil die "Belastung" wo
tiber den gesamten Zeitraum konstant ist und sich lediglich die
Druckkraft P von Zeitabschnitt zu Zeitabschnitt &dndert. Diese Un-
tersuchung gibt das Wachsen der Vorbeulen wieder und spielt insbe-
sondere flr die Schalenstabilitdt eine grofle Rolle, da die kurzzei-
tige Schalenbeulung aus einer vorverformten Lage erfolgt. AuBerdem
gibt sie flir den Spannungsnachweis einen Anhalt, welche Zusatzbe-
anspruchungen bei Zugrundelegung von Vorverformungen zu erwarten
sind, was besonders wichtig ist, wenn z. B. Knickuntersuchungen
mit Knicklasten fiir ideal gerade Stidbe vorgenommen werden. Um das
Ergebnis diskutieren zu k&nnen, wird hier die N&herung fiir kleine



A, und grofBe A wie sie am Ende des Abschnittes 4.1 abgeleitet ist,

1 27
zugrundegelegt. Am Anfang ist die "Vorverformung" (50)

w1 B WZO - wo

Nach dem ersten Zeitabschnitt t1 mit der Druckkraft P1 betragt die

kraftlose Verschiebungsdifferenz nach (50)

Wo T Wy g T WLE

und nach dem zweiten Zeitabschnitt t2

Wy = Wy o =W E By =W E

wenn man mit E das Produkt
E = E;y By (67)
bezeichnet. Nach dem m.-Belastungszyklus betrdgt der kraftlose Ver-

n
schiebungszuwachs on und die Gesamtverschiebung (51) am Ende des

m. Zeitabschnittes

W+ w o= 2 i (68)

Der plastische Verschiebungszuwachs

_ m
hangt dabei maBgebend von dem Produkt der E-Funktionen
. 67z
m o - Gty @qpty o mloggty Foagoty) (67a)
E = (E E,.)7 = (e e )y =
11 12
mit dem Parameter
P1 t1/T t2/T
X = oyt + u12t2 = A1Tw2 (§~ + ) (69)

2 1—¢1 T—wz
ab. Da die Argumente x relativ klein sind, ist zur ndherungsweisen

Berechnung die Entwicklung

™ = 1 + mx (1 + mx/2)

mdglich. Hier wird deutlich, daB es flir das plastische Endkriech-

maf wOEm gleichgliltig ist, ob mit der ndiedrigeren Druckkraft Py oder

(67b)

der hoSheren Druckkraft P, begonnen wird. Zur Kontrolle kann der
Fall herangezogen werden, daf {iber die gesamte Zeit eine konstante

Druckkraft wirkt, d. h. t1 = 0 gesetzt wird, dann ergibt sich die

Gesamtverschiebung B
W mA1Tw2/(1-w2)
Wt W= e , (70)




die sich auch aufgrund der Lésung (47) ergibt, wenn man mT unmittel-

bar als Zeitdauver einsetzt.

Um die Gilite dieser Ndherung zu zeigen, ist in Bild 12 die genaue LO-
sung mit der Ndherungsl&sung verglichen, wobei als EndkriechmaB
(ohne Theorie 2. Ordnung) der Wert F = Wt = 1 und das viskoelastische

EndkriechmaR zu einem Drittel dieses Wertes

§ = F/3 1

gewdhlt ist. Der viskoplastische Parameter A1T betrdgt danach (71)

MT:%%G:EO
Er ist relativ klein, wenn man beriicksichtigt, daf fiir die am stdr-
sten kriechenden Mattenlaminate im unglinstigsten Falle F = 1 ist.
Flir die Druckkrdfte ist angenommen, daB sie sich in den beiden Last-
bereichen wie 1 : 2 verhalten und als Knickparameter (32) sind die

Werte

¥, = 0,25 und = 0,5 (72a)

I
Y2
eingesetzt, wozu die "wiskoelastischen" Knickparameter

- r - F
by = 0,25(1 + §) und by = 0,5(1 + 3) (72b)

gehtren. Die Zeitabstd@nde sind der Einfachheit halber t, = t, = T/2
gesetzt. Zum Vergleich ist in Bild 12Cnoch die L&sung eingetra-
gen, wenn t1 = O ist und die Druckkraft Uber die gesamte Zeit kon-
stant ist. Als Dreiecke sind in Bild 12 die Endwerte nach den N&he-
rungen (68) und (70) eingetragen. Die Unterschiede liegen im Pro-
zentbereich uynd kdnnen praktisch nicht dargestellt werden. AuBer-

dem wird deutlich, wie stark die Kriechverformungen infolge der

"Erholungspausen" mit der halben Druckkraft P1 = O,5P2 zuriickgehen.

Flir die Momente ergibt sich aufgrund der Gleichung (55) eine &dhnli-

che Beziehung ‘ P2WOEm
M= Py(W + w ) = ——2— (73)
o =
1—1})2
wie diejenigen flir die Endverschiebung. Sie muB lediglich mit der

jeweiligen Druckkraft P, multipliziert werden. Eine grafische Dar-
stellung wiirde sich deshalb ertibrigen.
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Bild 12: Anwachsen der Vorverformung W und der zugehdrigen Momente

infolge von 40 Druckkraftzyklen P1/P2 = 0,5, w2 =2y = 0,5
T

—— vollstdndige LO&sung nach dem Burgers-Modell,
A vereinfachte L&sung fir kleine w1 und grofBe wz

a) LOsung fiir 40 Lastzyklen (mT = 40 Jahre)
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5.1.2 Abschnittsweise konstante Querbelastung Py und Py

Durch diesen Lastfall wird im wesentlichen die zusdtzliche Schnee-
belastung p, - P simuliert, wobei man vom unglinstigsten Fall aus-—
geht, daB die maximale Schneebelastung liber die gesamte Winterzeit
t, anhdlt. Die kraftlose Anfangsverschiebuing (50) verschwindet hier-
bei

W - = 0O .

17 W 6
Nach der ersten Belastung bleibt nach (50) die "kraftlose" Verschie-
bungsdifferenz

Wy T Wy T LBy

Ubrig, wobel

E;i = (E1i - 1)/\1)i (74)

ist. Nach der zweiten Belastung Psy betrdat die "kraftlose" Verschie-
bungsdifferenz (50)

- - '
37 Wy o T WoE1 By

Dies ist 2zugleich die Restverschiebung nach dem ersten Belastungs-

W Vo Bio

zyklus. Nach dem letzten Belastungszyklus ergibt sich mit (67) der

Wert
W - W - (w .E'.E.. +w .E' ) (1 +E + E° + + gy
m+1 2,m p1711712 2712 e 2
oder nach Summation der geometrischen Reihe
E -1
— o 1 [
el T Vo m T BBy T W oB) g3 (75)

Diese Reihe kann noch vereinfacht werden, wenn man gemdf (52) wegen

' . '
des kleinen Wertes A1t2 im Vorfaktor E12 ~ 1 + aztz durch 1, ETi

durch Aiti/<1—$i) und E - 1 durch x nach (69) ersetzt

Woq /T ) t,/T
W W 1-T 1=
o _  p2 p2 1 2 (I e
Yor1 T Woom P. t./T t /T(E - (75a)
S R U

Berilicksichtigt man ferner noch, daB normalerweise das Verh&ltnis
Pj/P2 der Druckkrdfte anndhernd gleich dem Verhdltnis p1/p2 der
Querbelastung ist,dann hebt sich der groBe Quotient in (75a) her-
aus und die. Endverschiebung (51) am Ende des letzten Winters ver-

einfacht sich zu



(B + 1 + §) (76)

W+ w =
V2

m m 1_{’;2
Diese Beziehung hat eine grofe Ahnlichkeit mit derjenigen (8) fir

die Vorverformung.

Wenn man den Zeitabschnitt t1 zu Null setzt,also eine konstante Be-
lastung Uber die gesamten 40 Jahre ansetzt, ergibt sich aufgrund
der Addition der Zyklen derselbe Wert wie nach CGleichung (53), wo-
bei hier nur der Faktor (W—wz) fehlt, da (76) die Gesamtverschie-

bung und nicht das Verhdltnis zur elastischen Verschiebung wie in

(53) anaibt. Die Beziehung (55) fir das Moment nimmt mit
P2wp2 = w2Mp2 nach (54) die gleiche Form an
. 1] m_ M
M= tw) b M= 1 2 BT gy )= B2 (77)
m m p2 p2 - - 1] - =
1~w2 2 1~w2

wie diejenige (73) flr das Moment infolge der Vorverformung, sodaf
auch flir den Lastfall Querbelastung eine grafische Darstellung acenii-
gen wirde. Im Bild 13 ist der Verlauf der Durchsenkunc unc des Momen-
tes Uber der Zeit aufgetragen, wobeil das Verhdltnis der
Belastung und der pruckkrifte zu p1/p2 = P1/P2 = 0,5 gesetzt ist.
Die Lastdauern ti sind jeweils gleich dgr halben Periode T. Zusatz-
lich ist noch die konstant gehaltene Last betrachtet, indem t1 =0
gesetzt ist. Wie im Lastfall Vorverformung ergibt sich auch hier
ein groRer Unterschied, d. h. eine starke Auswirkung der geringeren
Belastung im Sommer. Die Unterschiede zwischen der exakten L&sung
(ausgezogene Linie) und der hier angegebenen Ndherungsldsung (Drei-

eck) liegt in der GrdBenordnung von 3 %.

Die flr das Kriechen maBgebende GréRe E™ ist nach (67) das Produkt
die Einzelwerte ET1 und ETZ. Diese viskoelastischen KriechmaBe sind
gleich ob man die Lasten lber die Gesamtzeiten mt1 und mt2 oder in
m Laststufen aufbringt, d. h. es hdtten auch zwei Laststufen
P und Py mit einer Lastdauer von mt1 bzw. mt2 genligt. Um die Ge-
samtverformung zu erhalten,muf dann noch das EndkriechmaB infolge
der viskoelastischen Verformung des letzten Lastabschnittes Psy hin-
zugefligt werdeh. Diese "geraffte" Losung ist auch in den Bildern 12b
und 13b aufgetragen. Dabei zeigt sich eine sehr gute {jbereinstim-

mung mit den Ergebnissen flir 40 kurze Lastschritte mit P, und Py
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Bild 13: Anwachsen der Verformungen und der zugehdrigen Momente in-
folge gleichzeitiger Last-~ und Druckkraftzyklen
pq/p, = 0,5, P,/P, = 0,5, ¥, = 2y, = 0,5
—— vollstédndige Losung nach dem Burgers-Modell

A wereinfachte L&sung flr kleine w1 und groBe wz

a) Ldsung fiir 40 Lastzyklen (mT = 40 Jahre)
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Beim Vergleich der Kriechzuwdchse (68) und (76) sowie der Erhohung
der Momente (73) und (77), die das Akkumulieren der Verformungen

und das Anwachsen der Momente bei zyklischer Belastung anageben mit
der linearen Uberlagerungsregel (22) nach Theeorie 1. Ordnung,

zeigt sich ein markanter Unterschied. Im Falle der Theorie 1. Ord-
nung lassen sich die viskoplastischen Anteide der Laststufen Py

und Py linear, d. h. additiv lberlagern, dagegen nehmen bei der The-
orie 2. Ordnung die Uberlagerungsregeln die Produktform (E1 EZ)m
die bei kleinen Druckkré&dften Pi in die lineare Regel (22) {ibergehen,

aber bei grdBeren Druckkridften immer mehr davon abweichen. Da auch

7

die Belastungszeiten in das Argument der E-Funktionen eingehen, be-
wirken sie keine lineare Anderung der Verschiebungen mehr sondern
eine exponentielle, weil eat = (eOL)JC

zugelassenen Stabilitdtslasten sind aber nicht so hoch, daB dieser

ist. Die nach der Vorschrift

Einfluf so stark eingeht. Man kann also auch weiterhin die lineare
Uberlagerungsregel (22) mit guter Ndherung anwenden, wobei flir F1
und F2 im Falle der Durchsenkungen die KriechmaBe nach Gleichung
(70) und (7A) und im Falle der Momente die Gleichunaoen (73) und (77)
zu verwenden sind und in den Gleichungen (73), (76) und (77) die
Lastdauern t1 = C und die Lastdauer t, gleich der Periodendauer T
zu setzen sind._Die Funktion g™ geht dann wie in (70) in die e-Funk-
tion em¢A1T/(1_w) iber. Das nichtlineare Verhalten, d. h. der iiber-
proportionale KriechzZuwachs infolge der Knickbiegung ist in der e-
Funktion enthalten.
5.2 Erweitertes Maxwell-Modell
Ausgangspunkt flir die Ermittlung des Kriecheinflusses mit Hilfe
des Maxwell-Modells sind die Beziehungen (64) und (65) flir die Ver-
formungen und Momente infolge der Lastfdlle "Vorverformuna" W
und "Querbelastung" p. An die Stelle der Kriechfunktion (9) im
Falle der Theorie 1. Ordnung tritt bei der Theorie 2. Ordnung die
VergrdBerungsfunktion, d. h. das Verhdltnis der Auslenkung (64)
bzw. des Momentes (65) zu den entsprechenden elastischen Werten
(35). Sie stimmt flir die Verformung im Lastfalle Vorverformung und
fiir die Momente flir beide Lastfdlle (Vorverformung und Querbelastung)
Uberein o y 1 &

b= — = =—02e 1 (78)




Flir die Durchsenkung infolge der Querbelastung ergibt sich nach (64)

die VerdgroBerungsfunktion

(1=v ) 1
W o e -1
(b - Weg - 1_w (1 + Fz) (1 + \b

) (79)

Wenn man nicht anf den elastischen Wert nachi der Theorie 2. Ordnung
sondern auf den Wert nach der Theorie 1. Ordnung bezieht, entfdllt
der Vorfaktor 1 - wo. Diese Funktion ist in Bild 9a dargestellt.

Sie muB3 flir jeden ¥nickparameter y und den zugehOrigen viskoelasti-

schen Parametern ¥ nach (60a) bzw. (32a) fir die Druckkridfte P1 und
P2 berechnet werden.
Der Vergleich mit den weréinfachten Beziehungen (70G), (73), (76)

und (77), nach dem Burgers-Modell, zeigt die weitgehende Uberein-
stimmung der Beziehungen fiir das Burgers—- und das Maxwell-Modell.
Der Vorteil beim Maxwell-Modell ist, daB man ohne weiteres die ge-
messenen Kriechfunktionen einsetzeén kann. Es muB lediclich der vis-
koelastische Anteil abgesché&tzt werden. Da in den Vorschriften nur
die EndkriechmaBe angegeben sind und nicht der Verlauf der Kriech-
funktionen, kann ndherungsweise die lineare ¥Priechfunktion (12)

in der verallgemeinerten Form

¢ 1+ F1(mT) + F5 (mT) (80)
angewandt werden, wobei die kombinierten KriechmaBe FT und F§ aus
den Endkriechmapen F1 und F2 (25) und den Knickparamtern (32) und

(32a) oder (6C) und (60a) berechnet werden. Wenn eine Dauerlast vor-
liegt oder der EinfluB der Anfangsauslenkung v untersucht werden

solllist t1 = 0 und t7 = T zu setzen.



6. Vereinfachung fir die Anwendung in der Baupraxis

Im folgenden werden die Beziehungen fir sicherheitstheoretische Un-
tersuchungen nach der Stufe 1, wie sie in der Baupraxis angewandt
werden kodnnen, zusammengestellt. Ausgangspunkt ist dabei das linea-
risierte Akkumulationsgesetz (22) flir die Kriechverformungen bei
zeitlich konstanten Schnittkrdften bzw. Spannunagen (nach Theorie

1. Ordnung). Dieser Fall ist immer bei statisch bestimmten Konstruk-
tionen und auch bei statisch unbestimmten Konstruktionen, die aus
Bauteilen mit gleichem Kriechverhalten zusammengesetzt sind, erfillt.
Als Kriechparameter gehen das viskoplastische Endkriechmap F1 und
das viskoelastische Endkriechmas F., cin und das Verhdltnis der Last-

2

dauver t, flr die als dauernd wirkend anzusehende "Sommerlast" Py

1
und der Lastdauer t, fir die "Winterlast"” P, 2Zu der Lastperiode

T = t1 + t2 und das Verhdltnis der Lasten p1/p2 ein. Fs lautet

Pty b
by = 1+ (E; w * Ff-~) F1<mT) + F2(mT) . (22)
Der Nachweis wird flir eine Lebensdauer von m = 40 Jahren, und zwar

am Ende des letzten Winters, geflihrt, da dann neben der dauernd wir-
kenden Last Py noch die Schneelast und die kurzzeitige Verkehrslast
aufgenommen werden mufl. Gleichung (22) gibt die VergrdfRerungsfunktion
am Ende der letzten Winterbelastung an. Dabei ist konservativ ange-
nommen, daR das viskoelastische Endkriechmaf Fz(mT) schon wdhrend

eines Winters voll erreicht wird, was bei den iblichen Kunststoffen

nahezu der Fall ist.

Die einzige Schwierigkeit besteht darin, das EndkriechmaR F = ¢t in
den viskoplastischen Anteil F1 und den viskoelastischen Anteil F2
aufzuteilen. Wenn man davon ausgeht, daf die viskoplastischen Antei-
le der einzelnen Lastschritte relativ klein sind, und im ersten
Lastschritt im wesentlichen viskoelastische Verformungen auftreten,
kann man den viskoelastischen Anteil absch&dtzen als Gesamtkriechmas

am Ende der ersten Belastung

Fz(mT) ~ F(tT) . (81a)

Flir das viskoplastische EndkriechmaR F bleibt dann der Rest

F1 = F - F2 (81b)

Ubridg. Man kann die Beziehung (22) auch auf den Fall der Theorie
2. Ordnung lbertragen, wenn man das Verh&ltnis zwischen der Kriech-

verformung und der statischen Verformung bei vorhandenen Druckkrdf-



ten P, die eine VergrdBerungsfunktion darstellt, als verallgemei-
nerte Ersatzkriechfunk+ion 1 + F * (12) eincefiihrt und diese
VergrtBerungsfunktionen wieder in den viskoplastischen Anteil F1*
und den viskoelastischen Anteil Fz*zerlegt

b, =1+ F;(mT) + F;ka) ) (80)

Dabei zeigt sich, daf man zwei F&lle unterscheiden muB, und zwar

auf der einen Seite die Vercriferungsfunktion (78) £iir Verformun-
gen infolge dér Vorverformungen W und die Momente infolge der
Vorverformungen wO nnd der Querlasten Py und auf der anderen Seite
die VergréBerungsfunktion (79) flr Verformungen infolge der
Querlasten. Diese Fallunterscheidung ist notwendig, da im ersten
Falle eine VergrdBerung der Verformungen und der Momente allein
durch die Druckkrédfte Pi verursacht wird und im zweiten Palle schon
ein Anwachsen der Verformungen infolge der Querbelastung auftritt.
Die ursprilinglichen Beziehungen (78) und (79) lassen sich auf die
additive Form 1 + Ff 1 F; bringen, d. h. in einen viskoplastischen
und einen viskoelastischen Anteil zerlegen, wenn man beriicksichtigt,
daB die um 1 verminderte E-~Funktion bei immer kleiner werdenden
Druckkrédften in den viskoplastischen Anteil F nach Theorie 1. Oxd-
nung ibergeht. Nach dieser Zerlegung ergeben sich die einzelnen
Kriechanteile fiir die Verformungen infolge Vorverformung w_ und fiir

die Momente infolge beider Lastfdlle

1=y F 1 Yy . F
Fr=—2% o1y, pr= 02 g - 022 (82a)
-9, “ =4, -9,
und flr die Verformungen infolge der Querbelastung P4 und P,
(B F (B F
Fr=—022 (¢ '-1) , pr=—2%1 +F)) -1=—> ,  (82b)
L P 2 9=y 2 1-7
Vo) ¥ o 2 -2

wobei die letzten Werte (82b) gegenliber dem ersten (82a) nur durch

wo dividiert sind.

Diese verallgemeinerten ‘Beziehungen haben sich sowohl anhand des Bur-
gers-Modells als auch anhand des erweiterten Maxwell-Modells erge-
ben. Sie sind ansich fiir gelenkig gelagerte Stédbe hergeleitet wor-
den, konnen aber auf beliebige Systeme Ubertragen werden, wenn man
anstelle der Stabldnge 2 die Knicklénge Sy einflihrt. MaBgebende Pa-

rameter sind in den obigen Beziehungen das Verhd@ltnis der Druckkraft



zur elastischen Knickkraft

\D‘ Pi Pl SK 2
oi ~ B, = B, (=) (83a)

und das Verhdltnis der Druckkraft zur "viskoelastischen Xnickkraft"
V. = . (1 + F (83b)

bei der die Knicklast um das Verhdltnis 1/(1 + F2) erniedrigt ist
oder der Knickparameter um das Verhdltnis 1 + F, erhdht ist. Der
&

viskoelastische Parameter F betrdgt nach (60b)

1
b t v
Fo= oz

! I

t
2
@*) P, (mT)

P, t1/T t2/T
P‘ — + ——) F,(uT) ,
2 T~WT 1"w2

by |

wobei das Verhdltnis P1/P2 der Druckkrdfte durch das Verhdltnis
p1/p2 der Querlasten ndherungsweise ersetzt werden kann. Wenn eine
Dauerbelastung vorliegt, wie zum Beispiel bei der Ermittlunag des
Kriechzuwachses infolge einer Vorverformung W r ist die Zeitdauer

t1 = 0 und die Dauer t2 = T zu setzen.

Die Beziehungen (82) und (84) machen deutlich, dap die Kriechver-
formungen am Ende der letzten Winterperiode wesentlich hoher sind
als am Ende des letzten Sommers, da im Winter die Uberhdhung der
Verformungen durch die Knickbiegung, die den Faktor 1/(1 - @2) be~
wirkt, wesentlich hoher ist als im Sommer. Die Sommerlast geht nur
mit einem sehr geringen Gewicht in das Endergebnis ein, und zwar

in den viskoelastischen Parameter ?1 . nur im Verhdltnis der
Druc kkrdfte P1/P2 und auBerdem noch mit dem geringeren Uberhdhungs-
faktor 1/(1 - w1). Das gleiche zeigt sich auch in den Bildern 12
und 13, bei denen das Verhdltnis der Krédfte PT/P2 = 0,5 gesetzt ist.
Bei geringen Druckkrdften, d. h. kleinen Verhdltnissen wo&(83a) und

beil kleineren Kriechwerten F1(mT) kann man die Funktion eF1 in eine
Taylor-Reihe entwickln und nach dem ersten Gliedern abbrechen '

F, _ _

e =17 F1(1 + F1/2) . (85)
Wenn man nur das erste Taylor-Glied berlicksichtigt, und das Verh&ltnis
dexr Druckkrdfte P1/P2 gleich dem Verh&ltnis der Querlasten pT/pZ setzt,

was bei den iliblichen Lastfidllen hahezu immer zuldssig ist, nimmt die



verallgemeinerte Kriechfunktion (80) eine Form an

(v 51 I Pyt /T /T 1= F, (mT)" a
R 02 } t(_l R 02 oy + 2| g6

P, .- - = 1 =
2 1=y, 1=, -0, -0, b

P
die der verallgemeinerten Kriechfunktion (22) flir Probleme der Theo-
rie 1. Ordnung sehr nahe kommt. Es kommen lediglich die bekannten
Uberh6hungsfaktoren 1/(1-Ei) infolge des viskoelastischen Kriechens
hinzu. Die verallgemeinerte Kriechfunktion (86a), d. h. mit dem Vor-
faktor wo2 gilt fir die Verformungen infolge der Vorverformung W
und flir die Momente infolge der Vorverformung W und der Querlasten
= allein. Hier wird noch einmal deutlich, daB im ersten Falle wegen
des Vorfaktors wo2 die Zuhahme der Vorverformungen und Momente allein
durch die Knickbiegung verursacht wird und daB es im zweiten Falle
(Vorfaktor 1) schon infolge der Querlasten p; zZu Kriechverformungen
kommt. Beil groBen Knickparametern ¢ (83) macht sich die mit der Knick-
biegung verbundene stdrkere Kriechneigung sehr stark bemerkbar und
die Funktion eFf— 1 kann nicht mehr durch das Argument ?1 dargestellt

werden (siehe z. B. Gleichung (85)).

Da nur mit den Endkriechmapen Fi(mT) gerechnet wird und die Verldufe
der Kriechfunktionen im einzelnen nicht bekannt sind, hat es wenica
Sinn, zwischen Beziehungen flir sicherheitstheoretische Untersuchun~
gen nach Stufe 1 und Stufe 2 zu unterscheiden, sondern man kann die
hier abgeleiteten Beziehungen auch flir sicherheitstheoretische Unter-

suchungen nach der genaueren Stufe 2 verwenden.
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