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Kurzfassung

Im vorliegenden Forschungsbericht wird das Kippverhalten und die Kippausstei-
fung von Holztragern unter schwerpunktmaifiger Beriicksichtigung von Trégern aus
nachgiebig miteinander verbundenen Querschnittsteilen untersucht. Solche Trager
findet man vor allem im Briickenbau, wo sie — hergestellt aus Laubhdlzern —
wegen ihrer Witterungsresistenz gerne eingesetzt werden. Die Verbindung der ein-
zelnen Querschnitte erfolgt in der Regel durch Stabdiibel/Paibolzen, ist also nicht
starr, sondern nachgiebig. Eine Verleimung scheidet aus vielfaltigen Griinden aus.

Die Trager werden aus duleren und inneren Lasten auf Biegung und Normalkraft be-
ansprucht. Dabei erfahren die Querschnitte infolge zwangslaufiger Imperfektionen
Verdrehungen und auch Verschiebungen senkrecht zur Lastrichtung. Zur Begren-
zung der genannten Verformungen und um ein ,, Kippen® der Triger zu verhindern,
werden Aussteifungsverbinde eingebaut. Diese Verbdnde werden durch ,Bettungs-
lasten® (Seitenlasten) beansprucht. Bettungslasten sind Lasten, die aus einem An-
lehnen der Tréger an die steiferen Verbédnde resultieren.

Die Gro8e der Seitenlasten wird bisher nach den Gleichungen der DIN 1052 Teil 1
berechnet. Allerdings werden in den dortigen Formeln implizit monolithische Trager
vorausgesetzt, an deren Oberkante der Aussteifungsverband und die Lasten angrei-
fen. Die zu untersuchenden Trager sind aber zum einen nicht monolithisch, zum
anderen greifen Verband und Last hiufig nicht an der Trageroberkante an. Aus
diesen Griinden ergeben sich fiir die genannten Trager nach genauerer Rechnung
hiufig hohere Seitenlasten als nach den Formeln aus DIN 1052 Teil 1, so dafl die
DIN-Formeln in diesen Féllen strenggenommen nicht angewendet werden diirften.

In diesem Forschungsvorhaben wurde bei der Herleitung der Seitenlastgleichungen
auf die Beriicksichtigung einiger besonders auch fiir Briickentrager wichtiger Ein-
fliisse grofier Wert gelegt. Diese Einfliisse sind deshalb auch durch ihre entsprechen-
den mechanischen Parameter explizit in den Formeln enthalten. Daraus ergibt sich
eine vielfdltige Verwendungsmoglichkeit der hergeleiteten Gleichungen. Im folgen-
den Abschnitt werden die erwihnten Einfllisse kurz erlautert.

Die Torsionssteifigkeit der Triger ist eine Hauptwiderstandsgrée fiir das Kippen.
Sie ist fiir nachgiebig zusammengesetzte Trager erheblich kleiner als bei monolithi-
schen Tragern der gleichen Abmessung. Ein Verbandsangriff am Obergurt gewdhrt
1.d.R. eine maximale Stabilisierung. Tiefer angeordnete Verbande rufen erhdhte Sei-
tenlasten hervor. Die AngriffshShe einer Streckenlast hat ebenfalls grofie Auswirkun-
gen auf das Kippverhalten der Trager; hier ist zu beachten, ob die Last oberhalb
der Verbandsebene angreift. Briickentrager werden zusatzlich auch signifikant durch
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seitliche Windlasten beansprucht, deren Auswirkungen mit den bisherigen Berech-
nungsformeln nicht erfat werden kénnen. SchlieBlich sind mit den Gleichungen
nach DIN 1052 Teil 1 mogliche Vorverdrehungen der Trager, gleichzeitig mit den
Biegemomenten wirkende Normalkréfte und asymmetrische Momentenverldufe re-
chentechnisch nicht zu erfassen.

Um die genannten Effekte beriicksichtigen zu kénnen, wurden mit der Energieme-
thode auf analytischermn und numerischem Weg baupraktische Formeln zur Berech-
nung der Seitenlast (Stabilisierungslast) fiir Triger mit beliebigen Querschnitten
hergeleitet. Speziell fiir ibereinandergestapelte Rechteckquerschnitte mit nachgie-
bigem Verbund wurden auch Gleichungen zur Bestimmung einer effektiven Torsions-
steifigkeit aufgestellt. Diese Torsionssteifigkeit kann dann in die Seitenlastformeln
eingesetzt werden. Im Zuge der Herleitungen ergaben sich auch Gleichungen zur
Berechnung der SchnittgroBen infolge der Seitenlast in den Querschnittsteilen.

Zusatzlich wurde auch das Verhalten der Trager zwischen den Abstlitzungspunkten
des Verbands untersucht und der Berechnung zuginglich gemacht. Die Ergebnis-
gleichungen sind Kap. 7 zu entnehmen, die Herleitungen den entsprechenden vor-
geschalteten Kapiteln.
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Abstract

The present research project examines the lateral buckling characteristics and the
stiffening of timber beams against lateral buckling, focussing on beams formed from
flexibly connected cross-section components. Such beams are found mainly in bridge
construction - made from hardwood - where they are favoured for their resistance to
weathering. The individual cross-sections are usually joined using dowels or shear
pins and is therefore flexible rather than rigid. Gluing is not possible for a number
of reasons.

The beams are subject to internal and external stresses from bending and normal
load. Due to imperfections, the cross-sections are exposed to twisting, and shifting
perpendicular to the direction of the load. To limit this distortion and prevent the
beams from “lateral buckling”, bracing bonds are installed. These bracing bonds
are exposed to “bedding loads” (lateral loads). Bedding loads are loads which result
from the beams leaning against the bracing bonds.

The extent of the lateral loads has until now been calculated using the equations
of DIN 1052 Part 1, but these equations implicitly assume monolithic beams with
the bracing bond and the load acting upon their top edge. But the beams under
investigation are not monolithic, nor do the bracing bond and load always act upon
the top edge of the beam. For these reasons, a more accurate calculation shows that
these beams are often subject to higher lateral loads than the equations of DIN 1052
Part 1 would suggest, and, strictly speaking, the DIN formulae should not really be
applied in these cases.

In deriving the lateral load equations, this research project emphasizes a number
of influences that are of special significance to bridge trusses. These influences are
therefore included explicitly in the formulae with their corresponding mechanical
parameters, as a result of which the derived equations have a wide range of useful
applications. The influences are explained briefly in the following section.

The stiffness of the beams against torsion is a main resistance variable in lateral
buckling. It is considerably smaller for flexibly formed beams than for monothitic
beams of the same dimensions. A bracing bond applied to the upper flange usually
provides maximum stabilisation. bracing bonds located lower cause increased lateral
loads. The height of attack of a sectional load also has a major effect on the lateral
buckling characteristics of the beam; it is important to note whether the load is
acting on a point above the bracing bond level. Bridge trusses are also strongly af-
fected by side winds, whose effects cannot be calculated with the previous formulae.
And finally, the equations of DIN 1052 Part 1 cannot calculate potential forward
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twisting of the beams, normal forces acting simultaneously with the moment of
bending, and asymmetrical progressions of moment.

In order to account for the exact effects, practical construction formulae were derived
with the energy method by analytical and numerical means, to calculate the lateral
load (stabilisation load) for beams of any rectangular cross-section. Equations were
also specially prepared to determine an effective stiffness against torsion for stacked,
flexible composite rectangular cross-sections. This stiffness against torsion can then
be used in the lateral load formula. In the process of deriving the formula, equations
were also produced for calculating the section sizes as a result of the lateral load in
the cross-section components.

The caracteristics of the beams between the support nodes of the bracing bond were
also examined, and the calculation made accessible. The result equations are given
in chapter 7, their derivations in the preceding chapters.
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Version abrégée

Le présent rapport de recherche examine le comportement et le raidissement de
basculement de poutres en bois en tenant particuliérement compte de poutres com-
posées d’éléments de section reliés souplement entre-eux. De telles poutres sont
surtout utilisées dans la construction de ponts - fabriquées en bois d’arbres & feuil-
les caduques - & cause de leur résistance aux intempéries. La liaison des différentes
sections a lieu en régle générale par chevilles & barre/boulons usinés. Celle-ci n’est
donc pas rigide mais souple. Tout collage est exclu pour de multiples raisons.

Les poutres sont soumises au pliage et 4 la force normale par des charges externes et
internes. Les sections éprouvent obligatoirement & cette occasion des imperfections,
des torsions et des déplacements verticalement par rapport & la direction des charges.
Afin de liminter les déformations nommées et d’empécher un <basculement> des
poutres, on insére des assemblages de raidissement. Ces assemblages sont sollicités
par des «charges de base> (charges latérales). Les charges de base sont des charges
qui résultent d’un adossement des poutres sur les assemblages rigides.

La grandeur des charges latérales est calculée jusqu’a présent selon les équations de
la norme DIN 1052 partie 1. En fait, on présuppose implicitement dans ces formules
qu’il s’agisse de poutres monolithiques sur ’aréte supérieure desquelles ’assemblage
de raidissement et les charges agissent. Mais les poutres & examiner ne sont d’une
part pas monolithiques et, d’autre part, I’assemblage et la charge n’agissent souvent
pas sur D’aréte supérieur. C’est pour cette raison qu’il résulte souvent, apres calcul
plus exact, des charges latérales plus élevées pour les poutres sus-nommées que
d’aprés les formules de la norme DIN 1052 partie 1 de telle sorte que celles-ci ne
doivent pas étre utilisées dans ces cas.

Ce projet de recherche a accordé une grande valeur lors de la déduction des équations
de charge latérale 4 la prise en considération de quelques influences importantes en
particulier également pour les poutres de pont. C’est pourquoi ces influences sont ex-
plicitement comprises dans les formules par leur paramétres mécaniques correspon-
dants. Il en résulte de multiples possibilités d’application des équations déduites.
Le paragraphe suivant expliquera briévement les influences mentionnées.

La rigidité a la torsion des poutres est une grandeur de résistance principale pour
le basculement. Elle est considérablement plus petite pour les poutres composées
souplement que pour les poutres monolithiques de méme dimension. Une action de
I’assemblage sur las membrure supérieure assure en régle générale une stabilisati-
on maximale. Les assemblages disposés plus bas provoquent des charges latérales
accrues. La hauteur d’action d’un charge linéaire a également de grands effets sur
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le comportement de basculement des poutres; il faut observer ici que la charge
au-dessus du niveau de ’assemblage agit. Les poutres de pont sont en plus gran-
dement sollicitées par des charges latérales dues au vent dont les conséquences ne
peuvent pas étre saisies avec les formules de calcul existant jusqu’a présent. Enfin,
les équations selon la norme DIN 1052 partie 1 ne permettent pas de saisir par le cal-
cul de possibles prétorsions des poutres, les forces normales agissant simultanément
avec les moments de pliage et les déroulements de moment asymétriques.

Afin de pouvoir prendre en considération les effets nommés, on a déduit avec la
méthode d’énergie, par voie analytique et numérique, des formules destinées a la
construction pour le calcul de la charge latérale (charge de stabilisation) pour des
poutres avec des sections quelconques. On a établi également des équations afin de
déterminer une rigidité de torsion spécialement pour des sections carrées empilées
les unes sur les autres avec un assemblage souple. Cette rigidité de torsion peut
alors étre utilisée dans les formules de charge letérale. Les déductions ont également
révélées des équations sur le calcul des tailles de coupe conséquemment a la charge
latérale dans les éléments de section.

De plus, on a examiné le comportement des poutres entre les points d’appui de
P’assenblage et donné accés au calcul. On trouvera le résultat des équations dans le
chapitre 7 et les déductions dans les chapitres précédents correspondants.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

In den letzten Jahren wurde beim Bauen zunehmend Wert auf Skologisch sinnvolle
und &dsthetisch ansprechende Konstruktionen gelegt. Holz als natiirlicher und rege-
nerativer Werkstoff erfiillt diese Anspriiche in einmaliger Weise. So wurden auch
vermehrt Briicken fiir FuBganger, Radfahrer und in Sonderféllen fiir Kraftfahrzeuge
aus Holz hergestellt. Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit einigen Stabilitits-
problemen von Holzbriickenkonstruktionen.

Die Haupttrager der Holzbriicken bestehen entweder aus Fachwerken oder aus Voll-
wandbindern. Die aus einzelnen Querschnitten zusammengesetzten, mit Stabdiibeln
untereinander verbundenen nachgiebigen Biegetriger sind als eine Sonderform der
Vollwandbinder anzusehen und werden — hergestellt aus Laubhélzern — wegen
ihrer hohen Witterungsresistenz gerne eingesetzt.

Im belasteten Zustand sind die Haupttrager der Briicken stark auf Biegung und
— sekundédr infoge Verbandswirkung — auch auf Normalkrifte beansprucht. Die
Biegemomente rufen bei den relativ schlanken Vollwandtrigern Kipperscheinungen
hervor. Um das Kippen zu verhindern, werden Aussteifungsverbinde eingebaut.
Diese Aussteifungsverbsdnde bestehen zumeist aus Fachwerkkonstruktionen.

Da die Haupttrager immer gewisse seitliche Imperfektionen aufweisen, werden sie
bei der Wirkung von Biegemomenten zusétzlich seitlich verformt (Theorie II. Ord-
nung) und somit gegen die Aussteifungsverbinde gedriickt. Die Lasten, die die
Verbénde so erhalten, bezeichnet man als Seitenlasten g, (Lasten infolge des seit-
lichen Ausweichens der Triger). Diese g,-Lasten werden zur Dimensionierung der
Aussteifungsverbinde benétigt.

Fir nicht untergliederte Vollwandtriger und fiir Fachwerktriger kénnen die Sei-
tenlasten nach DIN 1052 Teill [1] berechnet werden. Allerdings ist hierbei die Ein-
schrankung zu machen, da sowohl die Last als auch der Aussteifungsverband an der
Oberkante des Trégers angreifen miissen; ansonsten gelten die dortigen Gleichungen
nicht.

Briickentrager bestehen jedoch haufig aus nachgiebig miteinander verbundenen Bie-
getragern. Diese Triger weisen gegeniiber den Vollwandtrigern geringere Tosions-
steifigkeiten T auf. Die Torsionssteifigkeit ist aber ein fiir die Kippstabilitit ent-
scheidender Parameter. Trager mit geringerer Torsionssteifigkeit weisen auch eine
geringere Kippstabilitdt auf und fiihren infolge ihrer gréferen Weichheit zu hsheren



2 1  Ewnlettung

Seitenlasten. Mit der Formel nach [1] kann dieser Effekt nicht beriicksichtigt wer-
den, weil die Torsionssteifigkeit 7" nicht explizit in die Formel einflieBt, sondern im
Gang der Herleitung schon mit ihren Einzelparametern fiir monolithische Recht-
eckquerschnitte eingesetzt und ausgewertet wurde. Zusatzlich greifen bei Briicken-
haupttrigern Lasten und Verband oftmals nicht an der Trigeroberkante an, was die
Verwendung der Gleichung nach [1] strenggenommen ausschliefit.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Herleitung einer einfachen, baupraktischen Formel
fiir die Seitenlast g,, die auch fiir nachgiebige Biegetrager unter Momenten— und
Normalkraftbeanspruchung gilt (ungleiche Randmomente werden zur Erfassung von
Durchlauftragerfeldern eingearbeitet). AuBerdem soll beriicksichtigt werden, daB
Verbande, Lasten und Normalkrifte in beliebiger Tragerhohe angreifen kénnen. Der
Trager an sich soll sowohl eine Vorkriimmung als auch eine Vorverdrehung aufweisen
konnen. Schlieflich wird bei der Herleitung auch der Einfluf einer Windlast in
beliebiger Tragerhohe in Rechnung gestellt.

Ein weiterer Grund fiir die Neuentwicklung der Seitenlastformel ist, daB mit der
Gleichung nach [1] stabilitdts—kritische Zustande des Systems nicht erkannt werden
kénnen.

Zusitzlich soll in diesem Forschungsvorhaben untersucht werden, wie grof die Tor-
sionssteifigkeit eines aus mehreren Teilquerschnitten bestehenden, nachgiebig zu-
sammengesetzten Biegetrédgers ist.

1.2 Losungsansatz

Die mechanische Erfassung und Benennung des Kippens geht auf Prandtl [2] zuriick.
Er interpretierte und beschrieb dieses Stabilitdtsversagen schlanker Biegetrager als
ein seitliches Ausweichen der Trager aus der Lastebene bei gleichzeitiger Verdrillung.
Ihm gelang die erste Herleitung eines kritischen Kippmoments nach Theorie II.
Ordnung. Weitere Schritte in der Analyse dieses Phinomens wurden von Federhofer
[3], Chwalla [4, 5, 6], Roik [7] u.v.a. unternommen.

Nach den Untersuchungen des Kippproblems von Einzeltragern wurde das Verhal-
ten des durch einen Aussteifungsverband gehaltenen Tragersystems analysiert. Hier
sind auf dem Gebiet des Holzbaus besonders die Arbeiten von Maéhler [8, 9, 10],
Brininghoff [11, 12] und Heimeshoff [13] zu nennen. Auch der vorliegende For-
schungsbericht befafit sich mit ausgesteiften Systemen.

Wihrend friiher fast ausschlieBlich die Differentialgleichungsmethode zur Erfassung
des mechanischen Geschehens verwendet wurde, wird heute zunehmend die Energie-
methode nach Theorie II. Ordnung benutzt. Auflerdem wird — wie in diesem Bericht
— gumeist nicht das reine Stabilitdtsproblem, sondern aufgrund von Vorverformun-
gen des Tragwerks und von sekundiren Lasten senkrecht zur Trigerhauptebene das
Spannungsproblem untersucht.

Bei der Energiemethode wird das Potential II des verformten Gleichgewichtszu-
stands der duBeren und inneren Krifte aufgestellt. Die Variation! §(II) = 0 liefert
nach den Regeln der Variationsrechnung das gesuchte, beim Spannungsproblem in-

1Der mathematische Begriff der Variation entspricht hier dem mechanischen Begriff der vir-
tuellen Verriickung. Eine solche — bei Einhaltung der Randbedingungen willkiirliche — virtuelle
Verriickung wird dem verformten Grundzustand eingepréagt. Befindet sich der Grundzustand im
Gleichgewicht, zeichnet er sich gegeniiber allen méglichen variierten Nachbarzustdnden dadurch
aus, daf sein Potential IT ein Minimum ist, was mit der Bedingung §(II) = 0 tiberpriifbar ist. Die
Art des Gleichgewichts kann aus der zweiten Variation bestimmt werden (s. [14]).
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homogene Differentialgleichungssystem. Ist dieses Differentialgleichungssystem ma-
thematisch 16sbar, kann es in ein lineares, inhomogenes Gleichungssystem iiberfiihrt
werden, aus dem die gesuchten Freiwerte bestimmbar sind. Scheitert die Lésung
des Differentialgleichungssystems (z.B. wegen vieler nicht konstanter Koeffizienten
wie im vorliegenden Fall) an mathematischen Schwierigkeiten, kann mit Hilfe des
Ritzschen Verfahrens eine Naherungslosung gefunden werden. Hierbei werden fiir die
unbekannten Verformungsfunktionen im Potential Niherungsansitze gemacht, die
mindestens die geometrischen Randbedingungen befriedigen miissen. In den Nihe-
rungsansatzen v;() sind Freiwerte a; enthalten. Zur Bestimmung des energetischen
Minimums wird das Potential II partiell nach den Freiwerten abgeleitet. Die Ablei-
tungsterme sind zu Null zu setzen:

6 [I(w:)]

—_— =

6(1,'

Man erhalt so ein inhomogenes, lineares Gleichungssystem in den Freiwerten a;,
aus dem die gesuchten Freiwerte bestimmt werden kénnen. Je besser sich die Nahe-
rungsanséitze v;(x) der exakten, aber unbekannten Lésungkurve anpassen konnen,
desto besser ist die Ergebnisqualitdt der Naherung. Dennoch liegt die Naherung
immer auf der unsicheren Seite. Aus diesen Griinden werden haufig Anséitze mit
einer grofien Anzahl von Freiwerten gewihlt, die sich der exakten Lésung besser
anndhern konnen. Nachteilig hierbei ist, daB die Lésungen nur noch numerisch zu
gewinnen sind.

In diesem Forschungsvorhaben wurden zur Handrechnung stets einfache Ansitze
gewiahlt, um einfache und baupraktische Losungsgleichungen zu erhalten. Zudem
wurde von Méhler und Miller in [10] bestatigt, da bei Paralleltrigern einpara-
metrige Anséitze geniigend genaue Ergebnisse liefern. Im Rahmen von [15] sind die
hergeleiteten Losungen mit Ansitzen hdheren Grades {iberpriift worden. Entspre-
chende Korrekturvorschlige finden sich in Kap. 7.

Im folgenden werden zuerst Formeln fiir die effektive Torsionssteifigkeit hergeleitet,
woran sich Betrachtungen iiber die Seitenlasten unter verschiedenen &ufleren La-
sten anschliefen. Danach werden Riickschliisse auf die Beanspruchung der Triger
aus den Seitenlasten gezogen. Schliefilich wird das Verhalten der Trager zwischen
den Festhaltepunkten des Verbands untersucht. Nach einigen Angaben zur Berech-
nung der Verbandssteifigkeit im Holzbau werden die wichtigsten Anwenderformeln
zusammengestellt und an einem abschlieBenden Beispiel erldutert.
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1.3 Verwendete Bezeichnungen

Zeichen | Bedeutung

L Tragerlinge

s Teilfeldlange

b, b; Trigerbreite, Einzelquerschnittsbreite

h, h; Tragerhohe, Einzelquerschnittshdhe

A Querschnittsfiiche

v(z) elastische Verschiebung des Trigerschwerpunkts

vo(z) Vorverformung des Trigers

¥(z) elatische Verdrehung des Trigers

o(z) Vorverdrehung des Tragers

dq(z) Querschnittsverdrehung nach der Gesamtsteifigkeitsmethode
v (2) elastische Verschiebung des Aussteifungsverbands

€ StichmaB der Vorverformung '

B Stichmafl der maximalen Verbandsdurchbiegung

Zy Abstand des Verbands zum Schubmittelpunkt des Tragers
24 Abstand der Gleichlast zum Schwerpunkt des Trégers

ZN Abstand der Normalkraft zum Schwerpunkt des Tragers
Zw Abstand der Windlastangriffslinie zum Tragerschwerpunkt
Az Windversatzstrecke; az = 2z, — 2y

84,5 Abstand der Teilquerschnittsschwerpunkte S; und S;

g Abstand der Teilquerschnittsschwerpunkte S; und S,

M Ordinate des Gesamtquerschnittschubmittelpunkts

Zn, Abstand zwischen M; und M

zs Ordinate des Gesamtquerschnittschwerpunkts

zs, Abstand zwischen S; und S

ds: Stabdiibeldurchmesser

est Stabdiibelabstand

d Durchmesser von Rundstdhlen

Tabelle 1.1: Geometrische Gréfien

Zeichen | Bedeutung

m Anzahl der durch einen Verband ausgesteiften Trager
n Anzahl der Teilquerschnitte

k Anzahl der Felder des Aussteifungsverbands

Y1 Lasterh6hungsbeiwert

NHII Vollholz aus Nadelholz der Giiteklasse II (Sortierklasse S 10)

BSH1I Brettschichtholz aus Nadelholz der Giiteklasse I (Sortierklasse S 13)
LH A Vollholz aus Laubholz der Gruppe A

LEC Vollholz aus Laubholz der Gruppe C

Tabelle 1.2: Weitere Grofien
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Zeichen | Bedeutung

T Torsionssteifigkeit; T = Grlr

T Torsionssteifigkeit des Querschnitts 7

efT effektive (wirksame) Torsionssteifigkeit

Tw Wolbsteifigkeitsanteil

B, Biegesteifigkeit um die y-Achse; By = EI,

B, Biegesteifigkeit um die z-Achse; B, = EyI,

B, effektive Biegesteifigkeit des Aussteifungsverbands

Ir Torsionsflichenmoment; fiir Rechtecke: Iy = nb3h/3

n Koeffizient; n ~ 1 — 0.63b/h + 0.052(b/h)°

Wr Torsionswiderstandsmoment; fiir Rechtecke: Wy = ;"Zz-bzh /3
72 Koeffizient; 77 = 1 — %&

I, Flachentragheitsmoment des Tragers um die y-Achse
I, Flachentragheitsmoment des Trigers um die z-Achse

ip polarer Trégheitsradius; fiir Rechtecke: i2 = (5% + h?)/12
Gr Torsionsmodul

Ey Elastizitdtsmodul parallel zur Faser

Sia ideelle Schubweichheit

zulop zuldssige Druckspannung parallel zur Holzfaserrichtung
zulop zulassige Biegespannung

My(z) Momentenverlauf im Trager

M, einwirkendes Hauptbiegemoment; M, = ML—%{R + %—;—
efM, effektives einwirkendes Hauptbiegemoment; efM, = M, — 2p2n N
My,ri kritisches Kippmoment

q Gleichlast in z-Richtung

Mp, Mg | linkes und rechtes Stiitzmoment des Tragers

K Stiitzmomentenverhéltnis; k = Mg /M

N(z) Normalkraftverlauf im Triger

Ny maximale Normalkraft im Trager

N; Normalkraft im Trégerbereich j

n; bezogene Normalkraftordinate im Bereich j; n; = N; /Ny
gu(z) Verbandslast

9s(z) Seitenlast

gso Grundseitenlast

ks Systemfaktor

ky Windlastfaktor

k1o Vorverdrehungsfaktor

ks Momentenfaktor

fr Schlankheitsfaktor; fr = 1 — 5 (2)°

o, Parameter fiir g;

a Fehlerglied im Faktor kps

9uw(Z), g | Windlastverlauf, Windlastordinate

M, Winddrehmoment; M,, = q, Laz

mp(z) Torsionsstreckenmoment

gy(z) Torsionsstreckenlast

¥i Nachgiebigkeitsfaktoren fiir zusammengesetzte Querschnitte
M inneres Torsionsmoment

YT Torsionsverbundfaktor

kr Hilfswert fiir vr

Cy Dehnfedersteifigkeit

cy Drehfedersteifigkeit

ti(z) Schubflu in Fuge j

Q; Schubkraft pro Stabdiibel in Fuge j

kp Kippbeiwert

Tabelle 1.3: Mechanische Gréfien



Kapitel 2

Effektive Torsionssteifigkeit

2.1 Vorbetrachtungen

2.1.1 Losungsweg

Die Torsionssteifigkeit 7' = G I ist formelméBig fiir verschiedene Querschnitts-
typen bekannt. Hierunter fallen fast alle einteiligen, beliebig geformten geometri-
sche Figuren, doppelt-symmetrische Kastenquerschnitte und doppelt-symmetrische
I-Tréager (s. [16] und [17]). Dagegen war es bisher nicht méglich, die Torsionsstei-
figkeit T fiir Tréger, die aus iibereinander gestapelten und nachgiebig miteinander
verbundenen Rechteckquerschnitten bestehen, zu berechnen.

Im Rahmen dieses Forschungsvorhabens wurden entsprechende Formeln theore-
tisch abgeleitet. Grundsétzlich standen hierfiir die Differentialgleichungsmethode
und die Energiemethode zur Verfiigung. Nach ersten Ansitzen mit der Differen-
tialgleichungsmethode wurde jedoch die Energiemethode in Gestalt des Ritzschen
Verfahrens gewihlt.! Wie in Kap. 1.2 beschrieben, werden nach der Aufstellung
des Potentials der inneren und &ufleren Krifte fiir die unbekannten Verformungs-
funktionen N&herungsansétze aufgestellt. Durch Ableitung des Potentials nach den
Unbekannten in den Naherungsansétzen erhilt man dann ein lineares Gleichungs-
system in den Unbekannten, die hieraus bestimmt werden kénnen.

Zur Berechnung der Torsionssteifigkeit wurden eingliedrige Sinusansitze gewahlt,
die der Verformungsrealitat eines symmetrischen und gabelgelagerten Tragers gut
entsprechen. Aufilerdem war es so mdglich, baupraktische Ergebnisgleichungen auf
analytischemn Weg abschatzen zu kénnen.

Da bei einem reinen Torsionsstab kein Stabilitdtsversagen zu erwarten ist, wurde
das System grundsitzlich unter einfachen Lasten berechnet.

1Schon bei kleinen Systemen ergaben sich bei der Differentialgleichungsmethode umfangreiche
gekoppelte Differentialgleichungssysteme, aus denen auf analytischem Weg keine baupraktischen
Ergebnisgleichungen mehr zu gewinnen waren.
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2.1.2 Voraussetzungen fiir die Berechnung

Darstellung des Systems

Abbildung 2.1: Statisches System des Tragers

Als statisches System wird ein gabelgelagerter Einfeldtriger gewhlt (s. Abb. 2.1).
Die einzelnen Teilquerschnitte liegen iibereinandergestapelt in den Auflagergabeln
und kénnen sich so an den Randpunkten nicht verdrehen. Die Teilquerschnitte sind
im Abstand e durch Stabdiibel elastisch miteinander verbunden. Dadurch kénnen
sie sich im Feld gegeneinander verschieben und verdrehen.

Mechanische Voraussetzungen

Die Herleitungen basieren auf folgenden Voraussetzungen:

Das Hookesche Gesetz gilt. Fiir die einzelnen Querschnittsteile soll auch die
Bernoulli-Hypothese Giiltigkeit haben.

Die Wolbwiderstinde Cpy, der Einzelquerschnitte wurden vernachlissigt, da
Rechteckquerschnitte ,quasi-wolbfrei sind (vgl. [14, Seite 714)). Fiir die Ein-
zelquerschnitte wurden also nur die Anteile nach de Saini-Vénant beriick-
sichtigt. Gegenrechnungen mit den Eigenwoélbanteilen der Teilquerschnitte
ergaben fiir Tragerlingen iiber 5 m und iblichen Querschnittsabmessungen
Einfliisse unter 5%, zumeist sogar unter 1%.2 Bei der Berechnung des Ge-
samtquerschnitts ergibt sich im Verlauf der Ableitungen eine ,,Quasi-Wolb-
steifigkeit“, die aus der gegenseitigen Verschiebung der Einzelquerschnitte zu
erkldren ist.

Es wird nach isotroper, homogener Werkstofftheorie gerechnet, was sich auch
fiir den anisotropen, inhomogenen Baustoff Holz unter Torsionsbelastung be-
wahrt hat, solange die Anisotropie des verwendeten Holzes nicht zu stark aus-
gepragt ist (s. [11] und [18]). Fiir Holzer mit ausgepragter Anisotropie (z.B.

2Fir einen 5 m langen Triger mit Querschnitten h/b = 30/30 cm aus LH C ergab sich ein
Eigenwdlbanteil von 4,3 %. Bei Querschnitten A/b = 20/20 cm lag der Anteil nur noch bei 1,9 %.
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Kiefer) sollte bei der Ermittlung der Spannungen ein Erhshungsfaktor beriick-
sichtigt werden (vgl. [18]). Laubhélzer weisen i.A. eine schwacher ausgeprigte
Anisotropie auf (vgl. [19, 20]).

e Die Verformungen des Systems sollen im Vergleich mit den Tragwerksabmes-
sungen klein sein.

s Die Stabachse ist gerade.

e Die Tragerquerschnitte sollen beziiglich der z-Achse symmetrisch und iiber
die Tragerlange konstant sein.

e Die Schwerpunkte S; der Einzelquerschnitte fallen mit den Schubmittelpunk-
ten M; zusammen, was bei Rechteckquerschnitten evident ist.

o Die dufleren Lasten sollen richtungstreu sein.

Elastisches Gesamtpotential des Systems

K 1
hl ]‘[1 4 ol Y

512 7 2
ha M,

N

e Sg
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Abbildung 2.2: Tragerquerschnitt und Federbeziehungen

Es wird ein Tréger, der aus n rechteckigen Teilquerschnitten zusammengesetzt und
an den Randpunkten gabelgelagert ist, betrachtet. Die einzelnen Teilquerschnitte
sind durch Stabdiibel miteinander verbunden, woraus eine dehn— und drehelasti-
sche Verbindung der Querschnittsteile untereinander resultiert (s. Abb. 2.2). Die
Federkennwerte ¢, und cy sind nach Kap. 2.1.5 zu ermitteln. Belastet wird der
Trager durch ein symmetrisches Streckentorsionsmoment myp, das am Querschnitt
in Form zweier gegengleicher, symmetrischer Steckenlasten g, die am obersten und
untersten Teilquerschnitt angreifen, realisiert wird.2

3Der gewahlte Lastansatz ist auch unter dem Aspekt, dafl letzendlich das Kippen der Triger
betrachtet werden soll, plausibel. Beim Kippen infolge positiver Biegemomente herrschen im ober-
sten Teilquerschnitt grofie Druckkrifte, die ein seitliches Ausweichen dieses Teilquerschnitts her-
vorrufen. Dieses Verhalten wird hier durch die obere Querlast gy nachvollzogen. Im untersten
Teilquerschnitt herrschen entsprechende Zugkrifte, die bei einem vorgekriimmten Triger riickdre-
hend wirken, da immer eine Begradigung der Zuglinie angestrebt ist. Dieser riickdrehende Effekt
wird beim vorliegenden Lastansatz durch die gegengleiche Last symbolisiert. Alternativ kénnte das
Streckentorsionsmoment my auch entsprechend der Steifigkeiten der Einzelquerschnitte auf diese
verteilt werden. Gegenrechnungen ergaben aber, da8 das hier gewihlte Verfahren auf der sicheren
Seite liegt, also die Torsionssteifigkeit konservativ abschatzt.
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Die Gleichung fiir das innere und duflere elastische Potential des betrachteten Sy-
stems lautet:*

L
1 n-1
I = é /[ + Z (Bz,?) ) Z (cy,',i-g-lAviz,i‘{-l)
2 i=1 i=1
n-1
+ Z (€0s,i02807141) — 20501 + 2Qy”n} dz. (2.1)
i=1

Fiir die unbekannten Verformungsfunktionen sind solche Ansatzfunktionen zu wih-
len, die mindestens die geometrischen Randbedingungen und méglichst auch die
dynamische Randbedingungen erfiillen sollten.

Ansatzfunktionen fiir die Verformungen

Fiir die Systemverformungen werden eingliedrige lineare Sinusfunktionen als An-
satzfunktionen gewahlt. Diese erfiillen bei dem vorliegenden System die geometri-
schen Randbedingungen. Die Funktionen lauten fiir die Verschiebungen der Teil-
querschnittsschwerpunkte

. (TE
vi(z) = vipsin (-—i—) (2.2)
und entsprechend fiir die Verdrehung der Teilquerschnitte
. (TZ
Ji(z) = Ji0sin (T) . (2.3)
Im elastischen Potential 2.1 werden Ableitungen der Ansatzfunktionen bendtigt.
Diese Ableitungen sind:
2y = —vgo (T) sin (T2
vi(z) = —vipo (L) sm( 7 ) , (2.4)
' T =
9i(z) = Yo (L) cos ( T ) . (2.5)

Ansitze fiir die Belastungsfunktion

Wie oben erlautert, wird das dulere Streckentorsionsmoment mg in Form zweier
gegengleicher Streckenlasten ¢y, die in den Schwerpunkten der dufieren Teilquer-
schnitte angreifen, auf den Triger aufgebracht (vgl. Abb. 2.2):

my(z) = gy(z)s, ~ 95(z) = mz(2) (2.6)
Sq
mit
n-—1
Sg = Zsi'“’l' (27)
i=1

Das Streckentorsionsmoment und somit die Streckenlast werden zur einfacheren
Handhabung der Herleitungen als Sinusfunktionen angesetzt:®

gy (z) = gyosin (ff—:) . (2.8)

“Die Potentialgleichung kann in ihren Einzeltermen einfach mit [14] und [7] nachvollzogen
werden.

5Fs ist zu erwarten, da8 der Einflul der Form der Lastfunktion auf die Gréfie der effektiven
Torsionssteifigkeit, die aus den Herleitungen hervorgehen soll, gering bleibt (vgl. [21]).
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Integralauswertungen

Fiir die folgenden zwei Integralausdriicke, die bei der Anwendung des Ritzschen
Verfahrens stets auftreten, werden die Auswertungen vorgenommen (vgl. [22]):

/OLsin2<-7-rL£) de = /(;Lcosz(lrg) de = —12:-

Betrachtung der Querschnittsverdrehung
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Abbildung 2.3: Gesamtquerschnittsverdrehung

Infolge der elastischen Verbindung der Teilquerschnitte gibt es bei dem betrachte-
ten Triger vielfiltige Verdrehungen.® Zum einen weisen die Teilquerschnitte selbst
unterschiedliche Einzelverdrehungen 9. auf, zum anderen wird der gesamte Trager
um den Winkel ¥, verdreht. Die Gesamtverdrehung ¢, berechnet sich dabei aus
der Verschiebungsdifferenz des obersten zum untersten Teilquerschnittsschwerpunkt
und der Strecke zwischen diesen beiden Punkten (s. Abb. 2.3). Uber die Gréfie der
Verdrehungen entscheidet die Starke des elastischen Verbunds (Federsteifigkeit).
Bei einem Querschnitt ohne Kopplung werden nur der oberste und unterste Teil-
querschnitt verschoben;” kein Einzelquerschnitt wird verdreht, da hierzu der Mit-
nahmeeffekt der Federn notwendig ist. Mit wachsender Federsteifigkeit werden die
mittleren Teilquerschnitte starker am Lastabtrag beteiligt, wodurch sich die Einzel-
verdrehungen ¥, vergréfiern,® die Gesamtverdrehung sich aber infolge der anwach-
senden Torsionssteifigkeit verkleinert. Bei starker Kopplung (cy,cs — 00) gibt es
keine Verdrehungsdifferenzen zwischen den Einzelquerschnitten und dem Gesamt-
querschnitt mehr (Konvergenzfall ¥, = 9,).

ofT = — (2.9)

die sich durch Differentiation der bekannten Drillungsbeziehung ergibt, vorgenom-
men. Fiir die Verdrehung ¥ kann entweder die grote Einzelverdrehung 9. (Einzel-
querschnitismethode — fT,) oder die Gesamtverdrehung ¥, (Gesamtquerschnitts-
methode — efTy) eingesetzt werden. Der Verlauf dieser beiden Torsionssteifigkeiten

Bei den folgenden Betrachtungen ist zu beriicksichtigen, daB das ZuBiere Torsionsmoment in
Form zweier gegengleicher Streckenlasten an den Zufieren Teilquerschnitten aufgebracht wird.

"Die Querlasten greifen im Schubmittelpunkt der beiden Teilquerschnitte an!

8Die Verdrehung der AuBlenquerschnitte ist stets etwas kleiner als die Verdrehung der inneren
Querschnitte, da die Innenquerschnitte bei einsetzender Federsteifigkeit versuchen, die Verschie-
bungsdifferenz der Aufienquerschnitte durch Verdrehen zu iiberbriicken. Bei wachsender Federstei-
figkeit beteiligen sie die AuBenquerschnitte zunehmend an dieser Verdrehung.
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efl

efTe

PN

efTy

Federsteifigkeit ¢

Abbildung 2.4: Funktionsverlauf der wirksamen Torsionssteifigkeit iber ¢

in Abhingigkeit der Federsteifigkeiten ist in Abb. 2.4 dargestellt. Bei kleinen Feder-
steifigkeiten ist die Einzelsteifigeit efT, sehr groB, weil sich die Querschnitte kaum
verdrehen, sondern nur verschieben. Dagegen ist die Gesamtsteifigkeit efT, minimal,
weil bei reiner Verschiebung keine Torsionswiderstande aktiviert werden. Bei wach-
sender Federsteifigkeit konvergieren beide Torsionssteifigkeiten gegen den gleichen
Grenzwert, da die Einzeldrehwinkel gegen den Gesamtdrehwinkel konvergieren.®

Die Berechnung der Torsionssteifigkeit iiber die Gesamtquerschnittsmethode erfafit
eher die Widerstandsmechanismen, die beim Kippversagen aktiviert werden!® und
liegt auf der sicheren Seite. Deshalb wurde in diesem Forschungsvorhaben die Ge-
samtquerschnittsmethode verwendet.

2.1.3 Schubmittelpunkt

Der Schubmittelpunkt M, auch Drillruhepunkt genannt, ist derjenige Punkt eines
Querschnitts, durch den die Wirkungslinie einer dufieren Kraft verlaufen muf, damit
sich der Querschnitt nicht verdrillt, sondern nur verschoben wird. Dieser Punkt 148t
sich fiir beliebige Querschnitte aus der Bedingung > M; = 0 bestimmen.

Bei Rechteckquerschnitten fallt der Schubmittelpunkt M mit dem Schwerpunkt S
im Querschnittsmittelpunkt zusammen. Bei offenen, diinnwandigen Querschnitten
ist die Lage von M rechnerisch leicht bestimmbar (s. z.B. [23]). Auch fiir geschlossene

Querschnitte liegen in der Literatur Losungen vor. Fir die hier untersuchten Quer-
schnitte, die aus einzelnen ﬁhprpihanﬂergpgfapp]tnn Rechteckauerschnitten beste-

CLEALLUO, QAT QUs CLIlLCAAACA, LWLUCICiAaUl cSy CiLCil DNLCLLCLARGUCISCIAIAILLCA DOy

hen, kann die Lage von M aus der o.g. Bedingung mit der Energiemethode ermittelt
werden.!! Fiir die Lage von M erhilt man die bekannte Beziehung (vgl. Abb. 2.5):

n

Z: (BZ.'Zi)
P — (2.10)
2 B,

i=1

9Wie es sich spiter herausstellen wird, ist dieser Grenzwert die Summe der Einzeltorsionsstei-
figkeiten der Querschnitte Z Ti.
10Beim Kippversagen wird die resultierende Gesamtverdrehung des Querschnitts und nicht die
Verdrehung eines Einzelquerschnitts fiir das System stabilitdtsgefahrdend.
11Zur Herleitung wird ein Querschnittsbiindel betrachtet, das durch einen aufgesattelten Quer-
trdger mit einer Kraft in variabler Hohe belastet wird. Aus der Bedingung ¥ = 0 148t sich die Lage
von M finden.
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Abbildung 2.5: Berechnung des Schubmittelpunkts M mit Bezeichnungsbeispiel

Weisen alle Querschnitte die gleiche Breite auf, liegt der Schubmittelpunkt in halber
Querschnittshdhe.

Zur Bestimmung der Lage des Schubmittelpunkts in horizontaler Richtung bei un-
terschiedlichen Breiten der Einzelquerschnitte 138t sich die Gleichung (2.10) ent-
sprechend verwenden.

2.1.4 Stabdiibelabstande nach Hauptachsenberechnung

Die Berechnung von nachgiebig zusammengesetzten Biegetragern aus beliebig vielen
Einzelquerschnitten um die Hauptachse ist von Schelling in [24] und Heimeshoff in
[25] erlautert worden. Ein Niherungsverfahren fiir Kragtrager und Zweifeldtrager
ist in [26] angegeben.

Nach der Bestimmung des Trégerschwerpunkts aus der Gleichung

E (A,‘Zi)
P S— (2.11)

n

1

n

2 A
i=1

188t sich mit Hilfe einiger geometrischer und mechanischer Grofien ein lineares Glei-
chungssystem aufstellen. Als Ldsungen des Gleichungssystems erhilt man die Nach-
giebigkeitsfaktoren «; der Einzelquerschnitte, mit welchen sich das effektive Flichen-
trigheitsmoment um die Hauptachse

n n
ofly=2 L+ 72k A (2.12)
=1 =1

berechnen 188t. Im Zuge einer Nachlaufrechnung kénnen dann die Spannungen und
Schubfliisse in den Querschnittsteilen berechnet werden.

13



14 2 Effektive Torsionsstetfigkeit

Fiihrt man diese Berechnungen fiir Briickenhaupttrager durch, zeigt es sich, dafl die
Schubkriafte in den Querschnittsfugen, die von den Stabdiibeln iibertragen werden
miissen, fast immer fiir die Wahl der Stabdiibelabstinde mafgebend werden. Sollen
die zuldssigen Scherkrifte in den Stabdiibeln nicht tiberschritten werden, empfiehlt
es sich, fiir die Stabdiibelabstinde eg; die Bedingung

€St S 57d5t (213)

einzuhalten.

2.1.5 Berechnungsansatze fiir die Federsteifigkeiten

Die einzelnen Teilquerschnitte des Tragers werden durch die Stabdiibel miteinander
verbunden. Der Verbund wirkt auch im Lastfall Torsion. Wird beispielsweise der
oberste Querschnitt seitlich verschoben, dann werden die unteren Querschnitte je
nach Steifigkeit der Stabdiibelverbindung mehr oder weniger stark mitverschoben
und tordiert. Die Wirkung der Stabdiibel 148t sich dabei mechanisch durch Federn
veranschaulichen.

Zum einen ist eine seitliche Dehnfedersteifigkeit anzusetzen, um die gegenseitige
Querverschiebung der Teilquerschnitte zu erfassen. Zum anderen kénnen sich die
Teilquerschnitte auch gegeneinander verdrehen, was durch Drehfedern beriicksich-
tigt werden kann.

In den folgenden Unterkapiteln werden von den Verfassern Ansétze zur Berechnung
der Federsteifigkeiten vorgeschlagen.

Berechnung der Dehnfedersteifigkeit c,

Stabdiibel
i | l
! |
; -~ . g
[ hi
ey,
Cys,idr R e -~
L J
D hig1 l it
i+l L
l I - Vi,i41
! I +—

Abbildung 2.6: Geometrische Grundlagen zur Ermittlung von ¢,

Der Berechnung der Dehnfedersteifigkeit ¢, fiir die Querrichtung wird das Tragmo-
dell nach Abb. 2.6 zugrundegelegt. Jedem einzelnen Stabdiibel ist nach [1, Tab.8]
eine Federsteifigkeit der Grofle

c _ | 0,7zulN allgemein
Nii#r =) 1,0zulN  firLHC
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pro Fuge zuzuordnen. Zur Vereinfachung der Berechnung werden diese diskreten
Federn in den Fugen zu den gesuchten Federsteifigkeiten c, iiber die Stabdiibel-
abstdnde e ,,verschmiert“:

Cw,

_ DN (2.14)

cyi,i+1 e

Die zulédssigen Belastungen zullN eines Stabdiibels kénnen nach [27, Abschnitt 5.8]
berechnet werden:

.| zledsy min{k;, higi }
zulN = mmi B, 0,75 (2.15)

Die beiden Bedingungsgleichungen erfassen die Versagensarten ,, Uberschreitung der
Lochleibungsspannung im Holz“ und ,, Uberschreitung der Stabdiibelvergleichsspan-
nung“. Der Faktor 0,75 beriicksichtigt, daB das Holz senkrecht zur Faser bean-
sprucht wird (s. [27, Abschnitt 5.8]). Werte fiir die zuldssige Lochleibungsspannung
zulo; und den Festwert B sind in [27, Tab.10] enthalten. Dabei sollten nach Ansicht
der Verfasser wegen des asymmetrischen Verformungsbildes des tordierten Quer-
schnitts die Werte der einschnittigen Verbindung verwendet werden.

Berechnung der Drehfedersteifigkeit cy

- —e ?
: l:f ’
S" ® h,
F
Siitl - s s Biit1 CY; a1
i1
Si+l° h"+1 e
74 1 e 141

Abbildung 2.7: Geometrische Grundlagen zur Ermittlung von ¢

Der Berechnung der Drehfedersteifigkeit ¢y fiir die Querrichtung soll das Naherungs-
system nach Abb. 2.7 zugrundegelegt werden.!? Dabei wird angenommen, da8 der
Stabdiibel einem eingespannten Stab mit dem Schwerpunktsabstand s;; zweier be-
nachbarter Querschnitte als Stablinge entspricht.!® Die Drehfedersteifigkeit eines
Stabdiibels in der betrachteten Fuge kann dann iiber die Verformung berechnet
werden:

Fo= FS?,;‘+1
3FE1I,
~ 7 = ! ; M = Fs;;q1.
84,541

12Dje Berechnung der Drehfedersteifigkeit dient zur Abschitzung ihres Einflusses auf das Ge-
samtergebnis und sollte auf der sicheren Seite liegend vorgenommen werden. Bei der Auswertung
wird sich zeigen, dafl ihr Einflul minimal ist.

18Djese Niaherung liegt auf der ,, weichen®, also sicheren Seite.
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Daraus folgt fiir die Drehfedersteifigkeit eines Stabdiibels:

Cyr = _sz_ - 3EI, ‘
¥ Sii

Die iiber die Lange ,verschmierte“ Drehfedersteifigkeit betrigt dann bei einem
Stabdiibelabstand e:
Cu  3EI,

Cy = — = .
e Siip1e

(2.16)

Allerdings sind hier nur die Verformungen des Stahls beriicksichtigt worden. Das
Holz wird aber infolge der Lochleibungspressung ebenfalls verformt, wodurch sich
die Federsteifigkeiten verkleinern. Deshalb wird von den Verfassern vorgeschlagen,
den Wert fiir ¢y durch einen Korrekturbeiwert x zu dividieren, der die Holzverfor-
mungen einflieBen 188t. Je nach Gréfle von & gilt:

2 fHolz = fstahl

{ 1 nur Stahlverformung
K=
3 fHolz = 2fstanl

Der grofite Korrekturbeiwert k = 3 wird spéter bei den numerischen Auswertungen
verwendet. Fiir den Elastizitatsmodul ist 21.000% einzusetzen. Das Tragheitsmo-
ment des Stabdiibels berechnet sich nach der Gleichung:

I, = d;ltﬂ'

64
2.2 Herleitungen nach der Energiemethode

2.2.1 Herleitung fiir n asymmetrische Teilquerschnitte

hl My —lepe QY

512
2
hy M,

523

Sg

-+ . [VVVJ Cyiit1 Fiiq1 {\ 90
2

Abbildung 2.8: Tragerquerschnitt und geometrische Bezichungen

Es wird ein gabelgelagerter Einfeldtrdger aus n ungleichen Teilquerschnitten be-
trachtet (s. Abb. 2.8). Das duflere, sinusférmige Torsionsstreckenmoment wird in
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Gestalt zweier gegengleicher Streckenlasten ¢, aufgebracht, die an den #uferen
Querschnitten 1 und n angreifen. Die Verschiebungs— und Winkeldifferenzen, die
infolge des elastischen Verbunds enstehen, sind aus den Gleichungen

h; h;
AViip1 = ('Uz' - -2—191') - <Ui+1 + -—211-19341)

und

av; 541 = 9; = iy
zu berechnen. Die Federkonstanten ¢, ,,, und cy,,,, folgen aus den Formeln des
Kap. 2.1.5.
Fiir das elastische Gesamtpotential der inneren und dufleren Krafte wird die Gl. (2.1)
verwendet;:

Ern n n—1
m = g [ @)+ 3 (Bal?) + i)
0 iz

i=1 =1

n=-1
+ Z (Cgi’{+1A191~2)i+1) — 2gyv1 + 2qun] dz.

i=1
Werden in diese Gleichung die Ansatzfunktionen fiir die unbekannten Verformungen
vi(z) und VY;(z) eingesetzt, ergibt sich fiir das Potential:

Lp . .
1= 3 | () e () + 3 (et (3) ' ()
0 =1 i=1
« hi hit1 2. 5 (TT
+ Z [cyi,;+1 (vio - —2-1950 - Vi41,0 — —2't—19,-+1,o> } sin (T)
=1
+ 5 (ct’e,m (Fio — ’9i+1,0)2) sin” (1}?) — 2gy0(v10 — no) sin’ (%z)] dz.
i=1

Eine termweise Auswertung der Integrale fithrt dann zu folgendem Ausdruck:

> ) (3)"+ 3 @t (5)'

i=

L

H=—4'

= h; hiy1 g
+ Cyi i1 (”io - '2‘191‘0 — V(i4+1)0 ~ Tﬂ(iﬂ)o)

3 e

= / ;. <2\ . ]
T 2\ Wio = F(iv1)0)” ) = 2gy0(vie — vno)J dz.

i=1

-

Dieser Potentialausdruck wird gemaB dem Ritzschen Verfahren partiell nach den
unbekannten Freiwerten v;o und 9;o abgeleitet. Durch Nullsetzung der abgeleiteten
Terme erhdlt man die Grundgleichungen, aus denen das lineare Gleichungssystem
fiir die 2n Unbekannten aufgebaut wird.}* Fiir die partielle Ableitung nach v; ergibt
sich:

m\4
~  V(-1)0Cyi_,; T Vi0 (Bzi ('E) + Cyiny T cye,i+1) — V(4+1)0Cy;, g1 (2'17)

hi-1 h; hit1
+ ﬂ(i—l)ocy;-l,i'—g—' + Jio (cyi-—l,i - cyi,a+1) —5' - 19(1'4"1)0011:',&-(»1_}2_- = 9y0(1,ny>

14 Werden die Ableitungen konkret fiir alle 2n Unbekannten durchgefiihrt, ergibt sich direkt das
gesuchte Gleichungssystem.
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und fiir die partielle Ableitung nach 9;:

'U(i—l)O'Q—icy,-_l,i + vio

7

(Cyi—l,i - c?!i,s‘+1) 5

hihi_
+ P10 (cy‘.‘_m-—z-‘;—-}' - c#;-l,i)
T2 h? hZ
+ J <Tz (:I':> + Cyimai + Cyiitr g
hihiy1
+ 19(z'+1)0 (cy.‘,e-x_n 2 - ct?i,i-q.z) =0.

h;

+ V(i41)0Cy;,i 41 o5

+ Coini + cﬁ?.‘,e+1)

(2.18)

In Gl. (2.17) ist gyo in der ersten und n—ten Gleichung als Lastterm auf der rechten
Seite zu beriicksichtigen.!® Fiir alle anderen Gleichungen ist die rechte Seite gleich

Null.

Aus diesen Grundgleichungen 148t sich fiir ¢ = 1...n ein lineares Gleichungssystem
aufbauen, indem die Submatrix, die sich aus den GIn.(2.17) und (2.18) ergibt, n mal
innerhalb einer Gesamtsteifigkeitsmatrix in richtiger Zuordnung zu den Unbekann-
ten angeordnet wird. In den Zeilen der Gesamtsteifigkeitsmatrix stehen abwechselnd
die partiellen Ableitungsgleichungen nach v; und nach 9;, so daf8 sich bei 2n Un-
bekannten auch 2n Zeilen ergeben. Die Spalten der Gesamtsteifigkeitsmatrix stehen
abwechselnd fiir die Unbekannten v;s und ¥;9, so daf sich auch hier 2n Spalten

ergeben. Die anzuordnende Submatrix lautet:

( Qvivimr Qupdiny Guive Guyd; Qo OGuidig )
AP vimy @00 Giv; 899, G, vy G604
mit den Matrixgliedern!®
Qvivic: = TCyi
_ hio1
Ay;iy =  Cy; 9
T 4
Guio; = Ba —L_ + eyt Cyiy
h;
Q6 = ) (cyi— - Cys‘+)
Qujwipn =  “Cyiy
_ hiya
Ay P41 = —Cyiy )
i .k
A vim1 = "Cy.‘-E'
_ hih;_1
9,951 T Cy,o 4 — Co;
h;
;v = b} (cyi_ - cyH_)
2
w\2 h:
as; 9, = T; (f) + > (cyie + cyiy) +Coi + oy
AYivigs = cyi+_2'
hihit1
9,041 Cyip 1 —Coyy

15In der n—ten Gleichung erhilt er ein negatives Vorzeichen.

16 Als Schreibvereinfachung wurde bei den Indizes i+ fiir 4,7 4+ 1 und i— fiir 4,7 — 1 geschrieben.
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Als Gesamtsteifigkeitsmatrix erhilt man so eine Matrix (2n,2n). Ebenso wird mit
dem Rechte-Seiten-Vektor verfahren, indem in der ersten Zeile (Gleichung gvgl-) +4y0

und in der (2n — 1)-ten Zeile (Gleichung 53;%) —gyo eingetragen wird.

Die gesuchten Verformungen v;o und 9;o stellen die Losung des linearen Gleichungs-
systems dar. In Kenntnis von v1o und v,o kann dann die Gesamtverdrehung des
Triagers zu

9y = EWT‘Q”"_‘J (2.19)

mit
n—1
Sg = z :s,-,,-+1
i=1

berechnet werden (vgl. Abb. 2.3). Aus der Ableitung der Drillungsbeziehung D =
¢ = Mz der Torsionstheorie (vgl. [28, S. 149 f]) folgt dann fiir den Drillwinkel:

o = --'%’29 (%)2 sin (EL‘f) = -eﬁ%. (2.20)

Wird das Torsionsstreckenmoment durch die Beziehung
. (7x
mT = ¢y0Sg SIN (T>
ersetzt, folgt aus der Gleichsetzung

V10 — Uno (3;)2 _ 3y0Sg
g L efT,

die Berechnungsformel fiir die effektive Torsionssteifigkeit:
qyngsf,

Ty = ————r.
i w2 (Ulo - 'UnO)

(2.21)

In Kap. 2.4 wird zur Uberpriifung der im folgenden Kapitel hergeleiteten Niherungs-
formeln dieses Gleichungssystem in einem Computerprogramm implementiert.

2.2.2 Vereinfachungen fiir unendliche Drehfedersteifigkeiten

Numerische Auswertungen ergaben, daf die Drehfedersteifigkeit ¢y nur einen un-
tergeordneten Einflufl auf die Torsionssteifigkeit hat. Deshalb wird hier nochmals
die Ableitung der Grundgleichungen fiir den Fall ¢y = co vorgenommen. Hervorzu-
heben ist, daB sich bei unendlicher Drehfedersteifigkeit die Einzelquerschnitte nicht

gegeneinander verdrehen kénnen; also gilt:
ti=..=%=..=0,=9, ~ ad,;41=0.

Aus diesem Grund kann in der Potentialgleichung (2.1) der von der Winkeldifferenz
abhangige Term entfallen:'”

Lrn n n—1
0= %/[E (Tn?'?) + Zi (Bzwi.'z) + Z (cy‘.,iﬂAvf’iH) — 2qyv1 + 2¢yvn | dz.
0 1=

i=1 i=1

17Da die Verdrehwinkel der Einzelquerschnitte gleich sind, kann der Index des Verdrehwinkels
entfallen.
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Weil die Verdrehwinkel der Einzelquerschnitte gleich sind, vereinfacht sich auch die
Berechnung der Verschiebungsdifferenz:

h; h;
AV jp1 = <'Ui -~ “2—?19) - (vi+1 + *‘1—;-}" ) = v =~ Vig1 = 55410,

Die einheitliche Verdrehungsfunktion und ihre erste Ableitung lauten jetzt:

¥ z) = dosin (%)’

J /_7:\ /T
o (F) e ()

Die Ansatzfunktionen werden in die Potentialgleichung eingesetzt:

D
—
8
~—
i

L n
1= 3[R () e (F) D (7)o (F)
+,§ (c’“’"“ (vio = v(i41)0 — 5i,i4190) 2) sin? (%)
i=1

—2¢y(v10 ~ vno) sin? (%)] dz.

Nach Ausfithrung der Integrationen (vgl. Kap. 2.1.2) folgt dann:

n

1= LR S () R e

i=1
n-1 N
+ Z (cyi,;+1 ('vz‘o = U(i+1)0 — Si,i+1l90) ) - 2qy(v10 — vno)] .
7=1

Diese Gleichung des elastischen Potentials wird gemaf dem Riizschen Verfahren
nach den Freiwerten v;o und ¥ partiell abgeleitet. Die abgeleiteten Terme werden
gleich Null gesetzt, um so die ,energetische Minimallage® des Systems zu ermittlen.
Aus der Ableitung —6‘%}3— ergibt sich die allgemeine Gleichung

£0

w\ 4
= V(i-1)0Cy;,; T Vi0 (Bzi (Z) +Cy;y, c!/i,i-l»l) = V(i+41)0Cy;, i1
+ Jo (Cy,-_,_,'si—l,i - cy;,a+15i.i+1) = Qy0y ny (222)

und aus der Ableitung ;%r—lo— die Gleichung

2. ™ n—1
% <(%) ;T’ + ; (cyi,e+zs?,i+1))

n n—1
+ <Z () (cyg_l,,-si—l,i) - Z V50 (cy,.,,.+1s,-,,-+1)) =0. (2.23)
i=2 =1

In Gl. (2.22) ist gyo wiederum in der ersten und n-ten Gleichung als Lastterm auf
der rechten Seite zu beriicksichtigen.!® Fiir alle anderen Gleichungen ist die rechte
Seite gleich Null.

8In der n—ten Gleichung erhilt er ein negatives Vorzeichen.
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Aus den Gln.(2.22) und (2.23) kann ein lineares Gleichungssystem (n+1,n+ 1) in
den Unbekannten v;,7 = 1...n und ¥ aufgebaut werden. In den ersten n Zeilen der
Steifigkeitsmatrix werden die aus Gl. (2.22) gewonnenen Terme

ai’i-l = mCyi—!,i
m\4
ai; = By <Z) FCy1: Tt Cyiiga
i+l = —Cyiipn
Qint+l = CyiyiSi-1,4 7 Cyy gy Sijitl

eingefiigt.!® In der n + 1-ten Zeile wird die GI. (2.23) mit den Termen

Gn+1,i = GQin4l
N2 n n-—1
Antintl = (z) ZTs + Z (cyiies5tis1)
i=1 i=1
notiert. Die ersten n Spalten stehen demnach fiir die Unbekannten v;p, die Spalte
n + 1 fiir die zu ermittelnde Verdrehung 9. Im Lastvektor sind, wie aus dem Vor-
kapitel bekannt, in der ersten Zeile die positive Streckenlastordinate ¢y und in der
n—ten Zeile die gegengleiche, negative Last —qyo anzuschreiben.

Aus dem so festgelegten Gleichungssystem kénnen dann die Unbekannten errechnet
werden. Nach der Herleitung von Néherungslsungen im folgenden Kapitel wird das
obige System in Kap. 2.4 zur Uberpriifung numerisch ausgewertet.

Die Berechnung der effektiven Torsionssteifigkeit nach der Gesa.mtqﬁerschnittsme—
thode geschieht dann nach GI. (2.21).

2.3 Analytische Herleitung von Niherungsformeln

In diesem Kapitel werden an vereinfachten Systemen auf analytischem Weg Nahe-
rungsgleichungen fiir die Torsionssteifigkeit hergeleitet. Diese Gleichungen sind dann
mit Hilfe eines Computerprogramms in Kap. 2.4 mit den ,exakten“ Lésungen aus
Kap. 2.2 zu vergleichen und evtl. zu korrigieren.

2.3.1 Herleitung filir den Fall unendlicher Drehfedersteifig-
keit

Es wird ein Trédger aus fiinf gleichen Teilquerschnitten betrachtet. Wegen der postu-
lierten unendlichen Drehfedersteifigkeit sind zuerst sechs unbekannte Verformungs-
variablen vig...v50 und J¢ zu bestimmen. Aufgrund der Symmetrie des Systems
kénnen aber drei Unbekannte eliminiert werden:

Yso = =10
P40 = —20
V3zp = 0.

Fiir die verbleibenden Variablen v, v20 und 9o werden die Gleichungen (2.22) und
(2.23) ausgewertet:

m\ 4
V10 (Bz (-Z) -+ Cy> = V20Cy — 'Z?ocyh = gyo (224)

19Zu beachten ist, daB in der Kernmatrix (n,n) neben der Hauptdiagonalen (Glieder a; ;) nur
die ersten Nebendiagonalen (Glieder a; ;1 und a;;41) besetzt sind.
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— w306y + V30 (Bz (%)4 + 2cy) = 0 (2.25)
— v102eyh + o <5T (%)2 + 4cyh2) = 0 (2.26)
Gl. (2.25) wird nach vy aufgeldst:
vi0C
vgo = m. (2.27)
Gl. (2.26) wird nach ¥ aufgeldst:
2y hvio (2.28)

T T (2) ey

Durch Einsetzen der GIn.(2.27) und (2.28) in Gl. (2.24) erhalt man nach einigen
Umformungen eine Bestimmungsgleichung fiir die ben&tigte Verschiebung vi,:

dyo
- 2Y0 2.2
v1o Nenner (2.29)

mit dem Nennerterm

_ 7\ 4 3cy
Nenner = Bz (f) <1+m>

2
+l iTz Cy (%)

i=1 i T; (%)2 + 4c¢, h?
i=1

Die effektive Torsionssteifigkeit kann jetzt mit Hilfe der GL. (2.21) berechnet werden:

QyDLzsg
eﬂg = —2'——_""—"~
T (Uw - ”50)
. q s] oe
= — vig = rhal :
Setzt man hier vsg v10 und vig NTaﬁr_lé?’ dann erhilt man

8hZNenner

(z)*

efT,

il

Durch einigen Umformungen kann folgende Gleichung erzeugt werden:

n

T\ 2 1 1
efly = (lez%ﬁ + stzlzws) (I) 1+ 4t 28.(%)* +ZT£ DD
Cy

=1 1+ 4cyh?

die entsprechend den mechanischen Wirkungen in zwei Terme aufgeteilt ist:
efTy = Ty + efTy,. (2.30)

Der Term efTy, bezeichnet eine effektive elastische Torsionssteifigkeit nach de Saint-
Vénant, der Term T, eine ,, Torsionssteifigkeit®, die auf einer seitlichen Querbiege-
steifigkeit der Einzelquerschnitte beruht, also mit der Walbsteifigkeit oder ,,drehen-
den Biegung® vergleichbar ist.

8h? 74 Z 1 ¢ (2)°
& [z 1+___z__)+_ T( . (2
(%)’{ (2 ( B: ()" +2¢ p3 ST (5) + deyh?

)

]
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Der Anteil der de Saint- Vénanischen Torsionssteifigkeit

= 1
f Ty, = ZT O (2.31)
i=1 1+ _._._4_6;_}_;5.1__

188t sich in Ubereinstimmung mit Herleitungen an anderen Querschnittstypen in
der auch aus [17] bekannten Form

n
efTy, = vr Y T (2.32)
g=1
mit
S 0<yr<1 (2.33)
YT = 1+ kp ST S .
und

T (2.34)
L? ;(cye,i+1512,i+1)

schreiben, wobei yr als Torsionsverbundfaktor bezeichnet wird. Dieser Faktor gibt
an, wie stark die Federn in der Lage sind, die Torsionssteifigkeiten T; der Einzel-
querschnitte zu aktivieren. Fiir ¢, — co geht yr gegen Fins, d.h. die Torsionssteifig-
keiten der Einzelquerschnitte sind voll aktiviert. Bemerkenswert ist, daB bei starrer
Kopplung die elastische Torsionssteifigkeit nur der Summe der Torsionssteifigkeiten
der Einzelquerschnitte entspricht. Die hShere Torsionssteifigkeit eines gleichgrofien
monolithischen Querschnitts, die sich aus einem gré8eren Beiwert 7 ergibt, wird
rechnerisch nicht erreicht. Die mechanischen Ursachen fiir dieses Phinomen werden
in Kap. 2.5 diskutiert.

Der Wolbsteifigkeitsanteil

2 1
To = (Bazdy, +Buszly) (&) |14 ———v
(L) 4+{23,§f} }

2

~ 1,25 (Bazdy, + Buszly) (%) ,

der den Verdrehwiderstand des Querschnitts infolge der gegenseitigen seitlichen Ver-
schiebungen der Einzelquerschnitte beschreibt, kann allgemeingiiltig in der Form

T, = (%)2 iB,,—zfm ‘ (2.35)
i=1

geschrieben werden,?® wie auch Berechnungen an anderen Querschnittstypen zeigen.
Der in der oberen Gleichung in geschweifte Klammern gesetzte, von der Federstei-
figkeit c, abhingige Term ist vernachlissigbar klein.?!

29Kennzeichnend fiir die Wlbsteifigkeit ist hier die Summe der Querbiegesteifigkeiten B, der
Einzelquerschnitte, multipliziert mit den Abstandsquadraten sz der Einzelquerschnitte zum Ge-
samtschubmittelpunkt M (vgl. [29, Kap. 14.5]).

21 Numerische Auswertungen haben gezeigt, daf sein Einflufl auf den Walbanteil kleiner als 1%
ist. Mechanisch gibt dieser Term an, wie stark die Federn in der Lage sind, die inneren Querschnit-
te an den seitlichen Verschiebungen zu beteiligen, so dafl sie Anteile zur Wilbsteifigkeit beitragen.
Durch die in der Praxis recht steifen Federn ist jedoch fast grundsitzlich eine vollstindige Ver-
schiebungskopplung gegeben.
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Zusammenfassend ist zu sagen, daf§ das duBlere Torsionsmoment aufgenommen wird
durch die Verdrillungen der Einzelquerschnitte und durch eine drehende Biegung der
Einzelquerschnitte beziiglich des Schubmittelpunkts M des Gesamtquerschnitts.??

Die beiden Néherungsgleichungen (2.32) und (2.35) fiir die Torsionsanteile®® werden
in Kap. 2.4 numerisch iiberpriift.

2.3.2 Herleitung fiir den Fall endlicher Drehfedersteifigkeit

Im vorigen Unterkapitel wurden N&herungslésungen fiir den Fall unendlicher Dreh-
federsteifigkeit hergeleitet. Jetzt soll untersucht werden, welchen Einflu8§ die Dreh-
federsteifigkeit auf die Ndherungsformeln hat.

Hierzu wird ein Tréager aus drei gleichen Teilquerschnitten betrachtet. Es sind sechs
unbekannte Verformungsvariablen vio...v30 und @1¢...930 zu bestimmen. Aufgrund
der Symmetrie des Systems kénnen aber drei Unbekannte eliminiert werden:

Y30 = V10
vegg = 0
dz0 = Jio.

Fir die verbleibenden Variablen v10,%910 und 95 werden die Gleichungen (2.17)
und (2.18) ausgewertet:

w4 h h
<Bz,- (‘Z) + Cy) vio = ¢y5¥0— ¢y 5720 = gyo, (2.36)

- cygvm + (Tz (%)2 + cy%z- + Cg) P10+ (cy%:: - c,;) ¥99 = 0, (2.37)
- cygvlo + (cyhzz - c,;) d10 + <-;—T; (%)2 + cy-%z + Cg) P90 = 0. (2.38)
Wird GI. (2.37) in (2.38) eingesetzt, erhélt man eine Bestimmungsgleichung fiir ¥2¢:
Ti (5)° +20
3T (5) + 200
In gleicher Weise folgt aus den Gln. (2.36) und (2.38) eine Gleichung fiir ¥;:

920 = D10 (2.39)

erd (373 (5)° +209)

V4

LT (3)* 43T (2)” (22 +09)] +4cy 2o

1910 = Va9p (240)

Die GIn.(2.39) und (2.40) werden jetzt in Gl. (2.36) eingesetzt. Nach einigen Um-
formungen ergibt sich so die zur Ermittlung von efT, erforderliche Grdfie vyo:

— dy0
R 32 (A i) -
2 \E) tT¢y— -21'[Tf(f)4+3Ti(f—)2(cy1‘43+co)]+4cyh—fc.a

22Dje Steifigkeitsanteile efTy,, und T, kénnen zur Betrachtung des Drillwiderstands des Trigers
addiert werden, da die zugehdrigen Torsionsmomentenverldufe Mg, und My, affin sind, was sich
auch unmittelbar aus der Losung der Torsionsdifferentialgleichung ergibt (vgl. [29, S. 293 fi]).
Beziiglich der spannungsmafigen Beanspruchung der Einzelquerschnitte sind sie allerdings getrennt
zu betrachten!

23 Giiltig fiir unendliche Drehfedersteifgkeiten!
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Die effektive Torsionssteifigkeit kann jetzt wiederum mit Hilfe der Gl. (2.21) be-
rechnet werden:

L2%s2
efT, = _é..q.l’.‘.’__g_.
72 (w10 — v30)
Setzt man hier vgp = —v10, dann erhilt man nach einigen Zwischenschritten:
2h? ey ( T (L) +4ct’)

efT, = 2B,,h? (%)2 +

@ \" 1 72(2)* 43T (3)° (oo +00)| +40, 22 00) .

Der erste Summand steht wieder fiir den schon bekannten Wolbsteifigkeitsanteil:

Tw_2Bz,h2( ) ( ) ZB,zM, (2.42)

wobei hier der Federanteil entfallt, da bei drei gleichen Querschnitten der mittlere
Querschnitt nicht verschoben wird, also iiber die Federn auch nicht aktiviert werden
kann und muf.?*

Der zweite Summand entspricht der de Saini-Vénanischen Torsionswirkung. Fiir
diesen Anteil soll auch die im vorigen Unterkapitel eingefithrte Schreibweise Ver-
wendung finden:

T ﬁ:T 9],2 cth-z (gT' (%)2 + 46,9)
€ =T i =
T ) 3[R I (E) (@ )] + e B

Diese Gleichung wird nach dem Torsionsverbundfaktor vy aufgeldst:

w [ 15 (B (1) +4e0)
bl v T L3 h2
3 (3)° 4| (z> +3T: (£)” (oo 5 + c0)] + 4y o

Tr =

wobei durch Umstellungen innerhalb der Formel die bekannte Form

1 1
172(2) 437 (£ ot Hh2e, Ti(2) ~ 1+ kr
._h cyT.(r)2+h2cycg

TT =
142

erzeugt werden kann. Der Hilfswert

4 2 L
by = 2T E) +3T (F) o + fih7e, T2 (3)°
%hzcyTi (%)2 + h2cycy

wird schliefilich noch durch die Einfithrung der Summenschreibweise in die Form

n—1

2 1 n—-1
(775) Zl T, +4 E Ciigr T % El cyi,i+13i2,i+1
1= =

kr =

n—1
- -1 E cyx i1 z i41
E C% i1 z z+l + 4 E Cy; 1+1L:l——__-_
= E’LT

=1

24Der EinfluB der Federn ist, wie numerische Uberprﬁfungen ergaben, hier auch so gering, dafl
sich eine analytische Betrachtung nicht lohnt.
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iiberfithrt.?® Die Zahlenwerte 4 und 1/8 sind abhingig von der Anzahl und der
Art der Teilquerschnitte. Deshalb werden sie fiir die numerische Uberpriifung der
Formel verallgemeinert:

n—1

9 2 n—1
(%) ZETZ +a }: COi,iz1 +% El cyi,i+1s?,i+l
= =

=1

kp = (2.43)

n-—1
1 n—1 Z cyi,i+13?,i+1
cy,',s+1szz,i+1 +a E 019;,,'4-151"'__:1—'—""
1 i=1 (f_)2217';
=

n—

i=

Die numerische Auswertung dieser Gleichung wird im folgenden Kapitel vorgenom-
men.

2.4 Numerische Betrachtungen

2.4.1 Programmbeschreibung

Zur numerischen Uberpriifung der Naherungsformeln wurde ein Computerprogramm
in der Sprache C entwickelt. Nach der Eingabe der Tragerlange, des Trageraufbaus
und der Verdiibelungsgeometrie werden im Rahmen einer Vorlaufrechnung die Fe-
dersteifigkeiten ¢y und ¢y in den Fugen nach den Formeln des Kapitels 2.1.5 be-
rechnet. Nach der Bereitstellung aller Eingangswerte ermittelt das Programm in
einer ersten Stufe die effektive Torsionssteifigkeit efly nach der Gesamtsteifigkeits-
methode aus den Verschiebungen der Randquerschnitte fiir den Fall unendlicher
Drehfedersteifigkeit.?® In einer Nachlaufrechnung wird dann die Dehnfedersteifig-
keit auf einen sehr hohen, numerisch aber noch unkritischen Wert gesetzt, um durch
eine erneute Berechnung der Torsionssteifigkeit diejenige Steifigkeit bei jetzt vollig
starrer Kopplung zu ermitteln, die der Summe aus den Torsionssteifigkeiten der
Einzelquerschnitte und der voll aktivierten Wolbsteifigkeit entspricht:

efTyoo = T +iﬂ'-

=1

Durch Umstellung dieser Gleichung 138t sich der Wdlbanteil T,, bestimmen. In
Kenntnis des Wobanteils kann dann auch der Torsionsverbundfaktor yp berechnet
werden:

efly — T

T =—p"
> T
i=1
Anschlieend wird die Naherungsformel (2.33 f) fiir den Verbundfaktor ausgewer-
tet und die Abweichung zum ,exakten“ Faktor ermittelt. Nach der Berechnung
des Schubmittelpunkts wird die N3herung (2.35) fiir den Wolbanteil T,, bestimmt
und mit dem Wert aus der obigen Berechnung verglichen. Zusétzlich kénnen die

25Werden Zihler und Nenner durch den Term z ¢y dividiert, erhdlt man fiir ¢y — oo wieder

w2 E T;
die Gl (2.34): kp = —— =

2 { 2
2D DI CHFNE )

i=1
28 Hierzu wird das lineare Gleichungssystem nach Abschnitt 2.2.2 aufgebaut und gelst.
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Abbildung 2.9: Verschiebungsbeziehung zwischen zwei Teilquerschnitten

i+1

Schubkrafte Q; in den (n — 1) Fugen zwischen den Querschnitten aus den Verschie-

bungsdifferenzen bestimmt werden (s. Abb. 2.9):27
Q; =aviey,e (2.44)
mit
AV; = U — Vig1 — Siit17. (2.45)

In einer zweiten Stufe werden dann die genannten Berechnungen fiir den Fall end-
licher Drehfedersteifigkeit wiederholt.?® Als Niherung fiir den Faktor yr wird jetzt
die Gl. (2.43) verwendet. Zusétzlich wird auch durch die Ermittlung der prozen-
tualen Abweichung der y7’s aus beiden Stufen der EinfluB der Drehfedersteifigkeit
bestimmt.2°

Um die N3herungsformeln zu testen, wurden ca. 300 Briickentrdger, die sich an
den ausgefilhrten Beispielen aus [30] orientierten, mit dem Programm berechnet.
Zusstzlich wurden viele Parameter zur ungiinstigen Seite hin varilert, um die Aus-
wirkungen auf die N3herungsformeln abzuschatzen.

2.4.2 Auswertung der Vergleichsrechnungen

In diesem Unterkapitel werden die Einfliisse einzelner Parameter auf die Ndherungs-
formeln aufgezeigt.

Formel fiir yr bei unendlicher Drehfedersteifigkeit

Die in Kap. 2.3.1 hergeleitete Formel fiir den Torsionsverbundfaktor

1
1+kr

T =

n—1
L2 Zl (cye,i+1 S?,i-i—l)
1=

2"Die Fuge j liegt zwischen den Querschnitten { und ¢ + 1.
28 Dje Berechnungen erfolgen fiir die ,,weicheste“ Drehfeder mit dem Korrekturfaktor x = 3.
29Das Programm kann bei den Verfassern eingesehen werden.
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erwies sich bei den Vergleichsrechnungen als nahezu exakt. Die Fehler lagen auch
bei unginstigen Querschnitten i.d.R. unter 0,1%. Werden die Stabdiibelabstande,
die sich aus der Hauptachsenberechnung ergeben, nicht zu stark iiberschritten, liegt
der Faktor zahlenwertmafBig zwischen 0,98 und 1,0.

Formel fiir den Wolbanteil T,

Die in Kap. 2.3.1 hergeleitete Niherungsformel fiir den Wolbanteil, der den Tor-
sionswiderstand des Tragers infolge ,,drehender Biegung® der Einzelquerschnitte
beschreibt, lautete:

Ein Term, der die Aktivierung der Verschiebungen der inneren Querschnitte durch
die Stabdiibel beschrieb, war in der Gleichung vernachldssigt worden. Die Ver-
gleichsrechnungen haben diese Vereinfachung bestdtigt, da der Fehler der Nihe-
rung gegeniiber der ,exakten“ Berechnung bei den Beispieltragern grundsétzlich
unter 0,5% lag. Somit kann die N3herungsformel grundsatzlich zur Berechnung ei-
nes Wélbanteils verwendet werden.

Formel fiir y7 bel endlicher Drehfedersteifigkeit

In Kap. 2.3.2 wurde eine Naherungsgleichung fiir den Torsionsverbundfaktor in
Abhingigkeit von der Drehfedersteifigkeit abgeleitet. Der Hilfswert kr zur Bestim-
mung von vyr lautete:
[ 2 n - n—-1 ln—l B
\Z/ Zl i;+a 2_41 €941 T % 21 Cyi,it157 041

= i= =

kr =

n—1
n-1 Z Cyi,s'+xsz'2,z'+l
P
i=1 (_E_)2Z T;

i=1

n—1 g
}:1 Cyi,ip1Siit1 T @
=

Es wurden zuerst Berechnungen zur Bestimmung der Beiwerte ¢ und b mit dem
Kriterium moglichst kleiner Fehler bei praxisrelevanten Tragern durchgefiihrt. Fiir
a = b = 4 waren bei der genannten Vorgabe die Fehler am kleinsten.

Eine Analyse der Auswirkungen der Einzelparameter auf die Giite der Ndherungs-
formel besagt, daf die Ndherung umso ungenauer wird,
e je kleiner die Tragerlange L ist (mit L > 800 cm 148t sich der Fehler minimie-

ren),

e je weicher die Stabdiibelverbindung ist, also je gréSer der Stabdiibelabstand
e und je kleiner der Stabdiibeldurchmesser ds; sind,°

e je grofer das Seitenverhiltnis h/b der Einzelquerschnitte ist (mit A/b < 1,2
138t sich der Fehler minimieren),

e je grofer die absoluten Einzelquerschnittsbreiten sind (mit b < 20 cm lassen
sich die Fehler minimieren),

30gind die Stabdiibelabstinde nach der Hauptachsenberechnung eingehalten, ergeben sich sehr
steife Verbindungen und infolgedessen minimale Fehler.
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¢ je asymmetrischer der Triger aufgebaut ist, d.h. je stérker sich die Einzelquer-
schnitte voneinander unterscheiden.®!

Werden die obigen Empfehlungen beachtet, was bei den gingigen Konstruktionen
nach [30] immer der Fall ist, weicht die Ndherung um héchstens 1% von den , exak-
ten“ Werten nach der Computerberechnung ab. Auflerdem ergeben sich Zahlenwerte
fiir 4 zwischen 0,94 und 1,0.

Einflufl der Drehfedersteifigkeit

Um den EinfluB der Drehfedersteifigkeiten abzuschitzen, wurden die Abweichungen
der Torsionsverbundfaktoren 47 mit und ohne Drehfederansatz aufgezeichnet. Es
zeigte sich, daB fiir Konstruktionen, bei denen die Stabdiibelabstinde nach der
Hauptachsenberechnung nicht iiberschritten werden, der Einflu8l von ¢y kleiner als
2% ist. Die Abweichung wird hauptséchlich vom Stabdiibelabstand e und von der
Trégerlinge L beeinflufit. Bei Tragerlingen von 500 cm und Stabdiibelabstinden
von 15dg; kénnen Abweichungen von 5% zur unsicheren Seite auftreten.

Es ist festzustellen, daB der Einflul der Drehfedersteifigkeit i.d.R. unter 2% liegt.
Die Verfasser empfehlen daher, die Torsionnssteifigkeit fiir unendliche Drehfeder-
steifigkeiten zu berechnen. Werden gleichzeitig die Wélbanteile ebenfalls nicht in
Ansatz gebracht, liegt man auf der sicheren Seite.32

Betrachtung der Verdrehungen

In einem spateren Kapitel werden die Beanspruchungen der Einzelquerschnitte in-
folge der Verdrehung des Tragers untersucht. Vereinfachend wird dort davon ausge-
gangen, dafl die Verdrehung der Einzelquerschnitte in etwa gleich der Verdrehung
des Gesamtquerschnitts ist:

'19,‘ zﬂg.

Diese Annahme trifft umso besser zu, aus je mehr Einzelquerschnitten sich der
Trager zusammensetzt und je langer der Trager ist. Grundsitzlich ist der Fehler
fiir die iblichen Tréager kleiner als 20%; zumeist wird er bei 5% liegen. Im ein-
zelnen lieSen sich die in Tab. 2.1 angegebenen Fehlergrenzen ermitteln. Dabei ist

|n | L=2600cm | L=1000cm |

3 20% 10%
4 10% 5%
5 8% 4%
6 7% 3,5%

Tabelle 2.1: Abweichung der Einzelverdrehungen von der Gesamtverdrehung

zu beachten, daff die Einzelverdrehungen der dufileren Querschnitte kleiner sind als

31Bei ungleichen Teilquerschnitten sollten die kleineren Teilquerschnitte auien liegen, weil der
Tréger so durch die Vergréfierung des Gesamthebelarms der inneren Krifte torsionssteifer wird.

32Dje Tendenzen des Wolbanteils und des Drehfederfehlers sind shnlich. Steigt der Fehler infolge
Vernachléssigung der Drebfedersteifigkeit an, erhht sich auch der Anteil der Walbsteifigkeit an der
Gesamtsteifigkeit. Prozentual ist der versteifende Wélbanteil immer grofer als der Drehfederfehler
auf der unsicheren Seite, so dal man auf der sicheren Seite liegt, wenn beide nicht angesetzt
werden.
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die Gesmtverdrehung, die der inneren Querschnitte aber grofier. Entsprechend den
Tabellenwerten kénnen so die spater ermittelten Schnittgréfen fiir die jeweils be-
trachteten Tabellenwerte korrigiert werden.

2.4.3 Anwendungsempfehlungen

Zusammenfassend ist zu empfehlen, die effektive Torsionssteifigkeit eines Tragers
aus nachgiebig miteinander verbundenen Querschnittsteilen, soweit die Stabdiibel-
abstinde nach der Hauptachsenberechnung eingehalten sind, nach der Formel

ol =) T; (2.46)
i=1

ohne Beriicksichtigung der Feder- und Wélbanteile zu berechnen.®? Sind die Stabdii-
belabstande e > 10dg; oder ist die Trdgerldnge L < 800 cm, solite der Verbundfaktor
tiberpriift werden.

Bei Verwendung von Dibeln besonderer Bauart nach [27] anstelle der Stabdiibel ist
eine steifere Verbindung zu erwarten, so daf auch hier i.d.R. der Verbundfaktor zu
Eins gesetzt werden kann.

2.4.4 Berechnung des Schubflusses

Die Schubkraft in den Stabdiibeln infolge der Torsionsbeanspruchung kann, wie
zuvor in Gl. (2.44) formuliert, iber die Verschiebungsdifferenz av; in der jeweiligen
Fuge j berechnet werden:

Qj ZAV;Cy €.
Der Term avjcy; stellt den SchubfluBl ¢; in der betrachteten Fuge dar:
ti(z) =avj(z)cy;- (2.47)

Die analytische Herleitung einer baupraktischen Naherungsformel wurde an einem
Trager aus zwei gleichen Teilquerschnitten bei starrer Drehfederkopplung vorge-
nommen. Die groBten Schubfliisse erhalt man fiir dehnstarre Kopplungen, also fiir
av; — 0 (sic!). Nach vielen Zwischenschritten ergibt sich dann unter Verwendung
der obigen Schreibweise:

yo . [TZ
t(z) = —=F~—sin|—). (2.48)
14 (%)
> T
i=1

Die Schubkrafte betragen dann pro Stabdiibel:

T2
[
Q; = / H(z)ds ~ -I-—Jrﬂy—T—- (2.49)
ST
=1

T
Numerisch wurde diese Formel an vielfaltigen Beispielen iiberpriift. Es zeigte sich,
dafl mit dieser Formel ein Mittelwert des Schubflusses aller 7 = 1...n — 1 Fugen sehr
gut abgeschitzt wird (Fehler kleiner 5%). AuBerdem ergab sich, dafl

33 Auch die Dehnfederanteile kdnnen in diesem Fall vernachlissigt werden, da bei Einhaltung
der Randbedingungen vy & 1 ist.
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o die groften Schubkréfte in den duBeren Fugen wirken, also dort, wo die Schub-
krafte infolge der Hauptbiegung am geringsten sind,

¢ die Schubkrafte aller Fugen j bei einem betrachteten Trager um hdchstens
10% voneinander abwichen,

e die Schubkréfte pro Stabdiibel aber héchstens 5% der zulissigen Stabdiibel-
belastung senkrecht zur Faser betrugen:

Q; <0,05zul V !

Daher erscheint es gerechtfertigt, die Schubkrifte in den Stabdiibeln infolge Torsi-
onswirkung zu vernachldssigen. Alternativ kénnten die Stabdiibel infolge der Schub-
kréfte aus Hauptbiegung nur zu 95% ausgelastet werden, wodurch der Torsionsschub
beriicksichtigt ware.

Sollen die Schubkréfte berechnet werden, ist gy, nach der entsprechenden Gleichung
des Kap. 4.3 zu bestimmen.

2.5 Innere Torsionsvorginge

In den Vorkapiteln wurde deutlich, daB sich Triger, die aus mehreren Teilquerschnit-
ten zusammengesetzt sind, nicht monolithisch verdrillen. Die Stabdiibel haben die
Aufgabe, die Verdrillungen und Verschiebungen der Einzelquerschnitte moglichst
weitgehend zu aktivieren, um so einen grofien Torsionswiderstand zu erzeugen. Hier-
zu werden die Federsteifigkeiten der Stabdiibel bendtigt. Bei starrem Verbund der
Einzelquerschnitte, also bei ¢, = ¢y = oo, sind die lokalen Verformungen v; und ¥;
voll aktiviert. Daraus folgte, daB die Einzeltorsionssteifigkeiten T; der Querschnitte
unabgemindert wirksam waren. Allerdings wurde die Torsionssteifigkeit eines ent-
sprechenden monolithischen Querschnitts nicht erreicht. Dieses ist von der Mechanik
her auf den Faktor 7 bei der Berechnung des Torsionstrigheitsmoments Iz zuriick-
zufiihren, der fiir kompakte Querschnitte kleiner ist als fiir schlanke Querschnitte.34

Der Faktor n bei Rechteckquerschnitten hingt in erster Linie von der Form des
Torsionsflusses im Querschnitt ab (vgl. [28, 29, 31]), wobei ja das innere Torsions-
moment durch den Torsionsschubflu8 ¢ aufgebaut wird, der zum Schubmittelpunkt
jeweils den Hebel e hat:

M} = ftieids.

Bei Rechteckquerschnitten werden die Ecken vom Torsionsschubflufl ,,ausgerundet®,
stehen also nicht mit dem maximal méglichen Hebelarm €’ zur Verfiigung. Diese
»Ausrundung der Ecken® hat bei kompakten Querschnitten einen wesentlich grofBe-
ren Einflu als bei schlanken Rechteckquerschnitten, da bei ersteren der ausgerun-
dete Bereich im Verhiltnis zum , Normalbereich“ einen héheren Anteil hat. Bei
schlanken Querschnitten nimmt dagegen der ,Normalbereich® einen groBen Teil der
Tragerhohe ein. Mechanisch wird dieser Ausrundungseffekt durch den genannten
Beiwert 7 bei der Berechnung des Torionstrigheitsmoments erfafit.

34Pir h/b = 1 betrigt n = 0,42, fiir /b = 4 schon 0,84. Bei der Summe der Einzeltor-
sionssteifigkeiten fiir einen zusammengesetzten Querschnitt geht natiirlich nur der kleinere Faktor
der kompakten Querschnitte ein. Bei einem entsprechenden monolithischen Querschnitt wiirde die
Torsionssteifigkeit etwa doppelt so grof§ sein.

85Klar ist jetzt, daB fiir h/b — co der Beiwert 1 gegen Eins konvergiert, weil ja der EinfluB der
Ecken zunehmend kleiner wird.
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Eine weitere Methode, sich die Torsionssteifigkeit eines Querschnitts zu veranschau-
lichen, besteht in dem auf Prandtl (zitiert in [29, S. 289 ff] und [31, S.303 ff]) zuriick-
gehenden Membrangleichnis (Seifenhautmethode). Hierzu wird in einen Behilter
eine dem Stabquerschnitt kongruente Offnung geschnitten und mit einer Membran
(z.B. Seifenhaut) iiberspannt. Erzeugt man jetzt in dem Behilter einen kleinen
Uberdruck, wolbt sich die Membran auf. Die Torsionssteifigkeit des Querschnitts
ist proportional zu dem Volumen des Membranhiigels. Auf diese Weise kdnnen ver-
schiedene Querschnitte miteinander verglichen werden.

Wird diese Membran zum einen iiber n nebeneinander angeordneten, kompakten
Rechteckquerschnitten, zum anderen iiber dem umschreibenden Gesamtquerschnitt
aufgespannt, ist es offensichtlich, daB das Volumen iiber dem Gesamtquerschnitt
grofer ist als die addierten Volumina iiber den Einzelquerschnitten, was auf das
Abflachen der Membran an den Fugen zwischen den Einzelquerschnitten zuriick-
zufiihren ist. Das heiit, daB die Torsionssteifigkeit des Gesamtquerschnitts von den
Einzelquerschnitten nicht erreicht wird.

Anschliefend ist zu fragen, welchen Einflufl die Stabdiibel auf den Torsionsschub-
fluB bzw. die Gestalt der Seifenhaut ausiiben. Ausgehend vom Membrangleichnis ist
zu vermuten, daB die punktuellen Verbindungen der Einzelquerschnitte die Form
der Membran nicht wesentlich verdndern werden. Bestatigt wird dieses durch ei-
ne Schubflulbetrachtung. Infolge nur einer Verbindung pro Fuge 148t sich sicher-
lich die Form des Schubflusses nicht so verindern, da der Hebelarm e’ wesentlich
vergrofert wiirde. Dieses wire nur vorstellbar bei mehrreihigeren Verdiibelungen
breiterer Einzelquerschnitte, wo der Torsionsschubflufl durch die Verdiibelung zum
benachbarten Querschnitt umgelenkt und so der innere Hebelarm vergréfiert wird.
Um diese Hypothese zu stiitzen, miiften Versuche gefahren und vertiefende theo-
retische Herleitungen vorgenommen werden. Zu klaren waren hier auch besonders
die Schubverldufe im Bereich zwischen den Verdiibelungen und eine evtl. Klemm-
wirkung der Stabdiibel/Pabolzen.3

36Dieses wiirde aber Sinn und Zielrichtung der vorliegenden Arbeit verfehlen und den Rahmen
sprengen. Anregungen sind in {32] und [33] zu finden.



Kapitel 3
Seitenlast ¢s

3.1 Vorbetrachtungen

3.1.1 Losungsweg
Gewihlte Methode

Nach ersten Ansitzen mit der Differentialgleichungsmethode entsprechend [8, 11]
(weitergefiihrt in [9] und [34]) wurde jedoch wegen der einfacheren Handhabung die
Energiemethode in Form des Riizschen Verfahrens gewahlt (Beschreibung des Ver-
fahrens s. [7, 14, 35]). Als Ndherungsansitze fiir die Verformungen wurden bei den
symmetrischen Belastungen eingliedrige und bei den asymmetrischen Belastungen
zweigliedrige Ansitze gewihlt, wodurch es noch moglich war, auf analytischem Weg
Ergebnisgleichungen herzuleiten, die den baupraktischen Bediirfnissen entsprechen.
Ansétze bis zum 64. Grad werden in [15] getestet. Die Ergebnisse flieBen im Kap. 7
in die Anwendungsformeln ein.

Implizite Beriicksichtigung der Verbandssteifigkeit

Sind die Ableitungen nach der Energiemethode durchgefiithrt worden, erhilt man
als Ergebnis die Verschiebungen und Verdrehungen der Trager und aus diesen, wie
im folgenden Unterabschnitt erldutert wird, die Verbandsverschiebung. Die vierte
Ableitung der Verbandsverschiebung ist proportional zur Belastung des Verbands,
also

0 (z) = Bovl¥ (). )

Die Seitenlast ¢;(z), die aus der Verbandslast g,(z) nach Abzug einer eventuellen
Windlast nach der Vorschrift

¢:(2) = qu(z) — qu(2) (32)
gewonnen wird, ist in dieser Formulierung eine Funktion der Verbandssteifigkeit B,,.
Es ist jedoch im Holzbau umstandlich, zur Berechnung von g¢; stets zuvor B, aus-
rechnen zu miissen. Daher wurde im Rahmen dieses Forschungsvorhabens (vgl.[12])
stets nach der Ermittlung der Verbandsverschiebungsfunktion v, (z) fiir die maxi-
male Ordinate dieser Funktion

maxv, =

L
B
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gesetzt. Auf diesem Weg konnte durch Riickwértsauflosung der Gl.(3.1) ein Aus-
druck fiir diejenige Verbandsteifigkeit B, gefunden werden, unter der der Verband
eine elastische Verformung L/B aufweist. Wird dieser Ausdruck jetzt in G1.(3.2) fiir
die Verbandssteifigkeit eingesetzt, erhalt man eine Formel fiir ¢,(z), die nur implizit
von B, iiber die maximale Verbandsverschiebung L/ abhingt. 3 stellt ein dimen-
sionsloses StichmaR dar, das im Holzbau iblicherweise zu 1000 gewihlt wird. Die
meisten Verbandsausbildungen weisen sogar StichmaBe § von ca. 1800 bis 2000 auf

(vel. [9]).

Faktorenprinzip

Die so erhaltene Formel fiir die Seitenlast ist bei den vielen zu beriicksichtigenden
Parametern sehr unhandlich. Deshalb wurde zur iibersichtlicheren Ergebnisdarstel-
lung eine Aufgliederung der Formel in einzelne Teile gewahlt, wobei eine Grundlast
g¢so mit verschiedenen Faktoren k¥ multipliziert werden kann. Jeder Faktor beriick-
sichtigt eine bestimmte Einflugrofle, z.B. Last— und VerbandsangriffshShe, eine
Vorverdrehung der Triger oder einen zus&tzlichen Windlastangriff. Die Faktoren
k wurden dabei so ausgelegt, dafB sie gleich Eins sind, wenn die jeweilige Einfluf-
grofe Standardwerte hat (fiir Lastangriffshhen, Momentenlinienform) oder aber
nicht vorhanden ist (fiir Vorverdrehung, Wind). Um dieses zu erreichen, wurden die
Faktoren k folgendermafen bestimmt:?

_ g¢s(mit EinfluBgroBe)
" g,(ohne EinfluBgrsge)

(3.3)

Die Grundlast g;o gilt also fiir die Standardeinstellung, bei der alle Faktoren gleich
Eins sind. In den folgenden Darstellungen wird sich daher immer die Form

ds = 4s0 Hki
finden.

3.1.2 Voraussetzungen fiir die Berechnung
Darstellung des Systems

Als statisches System fiir die einzelnen Triger wird ein gabelgelagerter Einfeldtrager
gewishlt (s. Abb. 3.2). Durch Aufbringung von Randmomenten kénnen so auch Fel-
der von Durchlauftrigern simuliert werden, wenn an den Stiitzstellen eine gabeldhn-
liche Lagerung vorhanden ist. Bei Briickentrigern ist diese Voraussetzung zumeist
in sehr guter Naherung erfiillt.

Die einzelnen Trager, die eine seitliche Vorverformung vy aufweisen, sind iiber Pfet-
ten an Aussteifungsverbinde angeschlossen (s. Abb.3.1 und 3.3).

Mechanische Voraussetzungen

Die Herleitungen basieren auf folgenden Voraussetzungen:

e Das Hookesche Gesetz und die Bernoulli-Hypothese gelten.

1Dieses Vorgehen wird in Kap. 3.2.2 genauer erldutert. Auflerdem wird die Richtigkeit fiir die
beliebige Kombination verschiedener Faktoren bewiesen.
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Abbildung 3.1: Ausgesteiftes Trigersystem im Grundrif§
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Abbildung 3.2: Koordinatensystem und Belastung eines Tragers

Es wird nach isotroper, homogener Werkstofftheorie gerechnet, was sich nach
Versuchsauswertungen auch fiir den anisotropen, inhomogenen Baustoff Holz
bewahrt hat [11].

Die Verformungen des Systems sollen im Vergleich mit den Tragwerksabmes-
sungen klein sein.

Die Pfetten der Konstruktion, die die Trager mit dem Aussteifungsverband
verbinden, sollen ndherungsweise unendlich dehnsteif sein.

Die Tragerquerschnitte sollen beziiglich der 2-Achse symmetrisch und iiber
die Tragerlinge konstant sein.

Der Schwerpunkt S fallt mit dem Schubmittelpunkt M zusammen, was bei
Rechteckquerschnitten evident ist.

Der Einfluf der Hauptbiegung w wird im elastischen Potential auf der sicheren
Seite liegend vernachlassigt.
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B,
=Tre PV
4

y(v)

Tréager ¢ Triger 1

Abbildung 3.3: System von m durch einen Verband ausgesteiften Tragern im Quer-
schnitt

o Die dufieren Lasten sollen richtungstreu sein.

e Die Wolbwiderstande Cps der Triger wurden vernachlissigt, da die massi-
ven Querschnitte des Holzbaus , quasi-wolbfrei“ sind (vgl. [14, Seite 714]). Es
wurden also nur die Anteile nach de Saini-Vénant beriicksichtigt.

o Fiir Druckkrifte wird ein positives Vorzeichen gewshlt, da hier ausschlieflich
nur diese betrachtet werden.

Elastisches Gesamtpotential des Systems

Es wird ein System aus m Trigern nach Bild 3.3 betrachtet, die jeweils durch eine
Gleichlast ¢ im Abstand z, von der Tragerschwerachse, durch Randmomente M,
und Mg und durch eine verdnderliche Normalkraft N(z) im Abstand zy von der
Tragerschwerachse belastet werden.? Die aus Rechteckquerschnitten bestehenden
Trager werden durch einen Aussteifungsverband mit der Steifigkeit B, im Abstand
z, vom Schubmittelpunkt der Trager stabilisiert.3 Zusatzlich soll eine Windlast g,
im Abstand 2z, von der Tragerschwerachse wirken konnen. Als Vorverformungen
selen Vorverschiebungen vy und Vorverdrehungen 9 zugelassen.

Die Gleichung fiir das innere und dufere elastische Potential dieses Systems lautet
(vgl. auch [7, 14] v.a.):

I =

[CIE

L
/[mBz " e mTo? 4 va;'z + 2mey1 My (9 + So)(v" + vy
0

+my1 924 (192 + 289) — 2'quw'uw] dz (3.4)
_%myl Z/ Nj [l?, (19/ -+ 196)2 + 2ZN(’I9 -+ 190)('0” + ’Ug) -+ (v' -+ ’06)2 dz.
ji=1 L:i

Fiir die Variablen v und ¥ sind Ansatzfunktionen zu wihlen, die mindestens die
geometrischen Randbedingungen und méglichst auch die dynamischen Randbedin-
gungen erfiillen sollten.

21?ie fiir die Theorie II. Ordnung notwendigen -y;—fachen Lasten werden explizit angeschrieben.

3 Aquivalent zu diesem Ansatz kann der Verband durch Federn mit der Steifigkeit cy représen-
tiert werden. Die Gleichwertigkeit der Ansitze kann in Analogie zu [14, Seite 762 ff] hergeleitet
werden.



3.1 Vorbetrachtungen 37

Ansatzfunktionen fiir die Verformungen

Fiir die Systemverformungen werden zweigliedrige lineare Sinusfunktionen als An-
satzfunktionen gewahlt.? Diese erfiillen bei dem vorliegenden System die geometri-
schen Randbedingungen. Die Funktionen lauten:

o(z) =0 sin(%) + vy sin(z—zi) (3.5)
und analog
3(z) = d1sin( 2 ) +9 in( 272 (3.6)
z) = dysin| zsm\ AR .

Fiir die Vorverformungen gelten folgende zu den elastischen Verformungen affine
Ansétze:

vo(2) = vo sin (-7;—3) + voz sin (-2—23) (3.7
und analog
190(27) = ¥ sin (-7%) + g9 sin (2—1‘;{) . (38)

Die gréfite Vorverformung wird bestimmt durch die Gleichung
maxvo = —f—, (3.9)

wobei das dimensionslose StichmaB € spiter zu 500 gewahlt wird.

In den Herleitungen werden bestimmte Ableitungen der obigen Funktionen bendtigt.
Im weiteren sind diese Ableitungen angegeben:

v(z) = v (%)2 sin(z;—z) -4y (%)2sin (-27;/—1:) , (3.10)

ol () = —voy (%) i sin(w—;-) — 4vgy (%)2 sin (ZZ—“’) , (3.11)
9(z) = 9 (lL';) cos(’—’g-) + 20, (%) cos (32—””) (3.12)

und
94() = dos () cos(32) + 202 (£) cos (52 . (313)

Mit den obigen Ansidtzen ergibt sich im gewahlten Koordinatensystem die Verschie-
bung des Aussteifungsverbands zu

v(z) = v(z)— z,9(z)

. [T . {27z
= (v1 — zY1) sm(—f) + (vz — 2,92)sin (-—L—)
. (T . {27z
= Uy, SN (__Z_) + Uy, SIN (T) . (314)

* Gegenrechnungen mit quadratischen Sinus-Ansitzen haben ergeben, da8 sich die linearen
Ansdtze bei Paralleltrigern den ,exakten Ldsungen® besser annshern und, verglichen mit den
quadratischen Ansitzen, auf der sicheren Seite liegen.
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Fiir die Potentialgleichung wird die zweite Ableitung von v, (z) bendtigt:

vy (z) = —vy, (%)2sin(7%) ~ 4v,, (%)2Sin (2%{) (3.15)

Im Fall symmetrischer Belastungsansétze werden nur die symmetrischen Teilansétze
fiir die Verformungen bendtigt. Alle Variablen, die mit den asymmetrischen Funk-
tionen sin(l}'—f) multipliziert werden, ergeben sich aus Symmetriegriinden zu Null,

wie auch spater in der numerischen Auswertung gezeigt wird.

Ansé8tze fiir die Belastungsfunktionen

In die Potentialgleichung (3.4) des ausgesteiften Kipptrigers ist die von = abhingi-
ge Funktion des Momentenverlaufs einzusetzen. Im Rahmen des Forschungsprojekts
wurden als Belastung des Tragers eine Gleichlast ¢ und zur Simulierung von Durch-
lauftragerfeldern Randmonmente My und Mg vorgegeben. Der so hervorgerufene
parabelférmige Momentenverlauf wird durch die Gleichung

My(z) = My(z) + Mr(z) + Mg(z) (3.16)

mit

My(z)

2~
) = i~ ()

Maz) = Mz(F)
beschrieben. Das linke Stiitzmoment My soll stets betragsgrofer als das rechte
Stiitzmoment Mg sein, so daB sich fiir das Stiitzmomentenverhdltnis « folgende
Grenzen ergeben:®

Mg
<K= —< .
0<k i S 1 (3.17)
Da die biegebeanspruchten Haupttrager der Briicken zumeist auch die Gurte des
Aussteifungsverbands darstellen, sind sie gleichzeitig durch Normalkrifte (Gurt-
kréfte) belastet. Der Verlauf der Normalkrafte ist in diesem Fall abgestuft iiber k
Intervalle und kann allgemein durch die Gleichung

Ny =niNo : 0<z<z

N(x} = Ni=n;Ng : z;1<z<z; (3‘18)

Ny=nyNy : zp1<z<L

mit der bezogenen Normalkraftordinate n;

035’%:%
0

<1 i=1 ..,k

5 Aus der Bedingungsgleichung ist auch ersichtlich, da beide Stiitzmomente das gleiche, vor-
zugsweise negative Vorzeichen haben miissen.
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beschrieben werden.® Die betragsgréfte Normalkraft ist als Ny zu setzen, wie es
auch in Abb.3.2 dargestellt ist. Zu Vergleichszwecken wird auch ein parabelférmi-
ger Normalkraftverlauf angegeben, der den Normalkraftverlauf im Obergurt eines
parallelgurtigen Fachwerkaussteifungstragers mit fallenden oder steigenden Diago-
nalen sehr gut widerspiegelt:

N(z) = 4N, [(%) - (%)2] . (3.19)

In Kapitel 3.4.2 werden einfache Moglichkeiten zur Beriicksichtigung verschiedener
Normalkraftverldufe in den Ergebnisformeln angegeben.

Fiir die Windlast wurde ein einparametriger Sinusansatz gewihlt, der als erstes
Glied einer Fourierreihenentwicklung fiir eine konstante Windlast angesehen werden
kann (s. 2.B. [14], Seite 543):

qw(z) = %‘hﬂm sin (WTLE) . (3.20)

Der Term qum stellt die Ordinate der konstanten Windlast dar. Zur Vereinfachung
der weiteren Schreibweise wird im folgenden der Term 4/7qym mit g, bezeichnet.
Die Korrektur der Schreibweise wird in den Ergebnisformeln vorgenommen.

Fiir die Funktion der Verschiebung der Windlastangriffslinie v, (z) gilt analog zu
G1.(3.14) fiir v, (z) der Ansatz:

vp(z) = v(z) - 24 9()
Tz 27x

= (v1— zwﬂi)sin(»f) + {vg — 2y ¥3) sin (-uj_:-) . (3.21)

Hohenparameter

Die Angriffspunkte von Verband z,, Gleichlast z,, Normalkraft zy und Windlast
zy sollen in beliebiger Héhe des Querschnitts liegen kdnnen; sie sollen jedoch nicht
iiber z veranderlich sein:

Ryy2qy ZNy 2w ?é f(l?)

Laut vereinbartem Koordinatensystem sind Hohenordinaten oberhalb des Trager-
schwerpunkts durch ein negatives Vorzeichen gekennzeichnet.

Integralauswertungen

Im folgenden werden fiir die Anwendung des Ritzschen Verfahrens einige immer
wiederkehrende Integrale ausgewertet:’

L L
2(72 g = 2(T2Y 4 = L
LSLn(L)dx_A cos(L)d:ce_2
L L
2wz 27 L
n2 | 20 dz = V2 mbided N —
/Osm(L>:c/;cos(L)dz 3
L
. /N . 27z T 27r:v)
sin{ — } sin{ ~—— } de = cos{— | cos{ — | dz = 0
/o (L> (I_) (L) (L

$Die Ermittlung der Normalkraftverlsufe kann nach [36] vorgenommen werden.
"Die Berechnungen kdnnen mit [22] oder mit geeigneten Programmen leicht nachvellzogen
werden
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[ @)= () (—-—) is=§

[ G e () o=t (3 -55) = oamsar = 3z

/;)L (%)251n2<-2%3) dz =1 (% - 1617r?> = 0.16033L = 5%

[ G on (52) o= [ () n(5E) om (52) 0= = 35

c0s2( ™) dp = an L,
J:;Jo NJ.cos(L)d:c_al Ny

koL Tz

Z/ N; sin(— ) de = p1—=—Ny
> [ ()

k L

2

E/ N; cos? <ﬂ> dz = as—Ny

4 L 2
j=1

k L L

Z/ Nj sin2<——-—) dz:‘PZ"Q‘NO

i=1

k L

TE 2

Z Nj sin sin( ) dr = p13—=Ny = 0
j:l'/o ( L ) L

k L N

T 2nx L

Z Nj cos cos(———) dz = a19—Ny = 0.
j:l‘/o ( L ) L 2

Auf diese Werte wird an den entsprechenden Stellen bei den Herleitungen zuriick-
gegriffen. Den Beiwerten o und ¢® kénnen Zahlenwerte in Abhéngigkeit verschiede-
ner Normalkraftverldufe durch die Auswertung der jeweiligen Integrale zugewiesen
werden® (s. auch Kap. 3.4.2).

3.2 Herleitung fiir symm. Momentenlinien

3.2.1 Analytische Herleitung — ¢V

Es wird ein ausgesteifter, gabelgelagerter Einfeldtriger nach Abb. 3.4, der durch eine
Gleichlast, zwei gleiche Randmomente und eine Windlast belastet ist, betrachtet.
Die Gleichung fiir das elastische Potential lautet in Reduktion der Gl. (3.4):

8]

L
/ mB,v'"? + mT9'* + By + 2meyy My (9 + 90)(v" + vy
0

+my1q2, (192 + 299) — 271quw] dz (3.22)

8Bei einparametrigen Ansitzen entfallen die Indizes von o und ¢.
9Die Normalkraftverliufe hingen vom gewihlten Fachwerktrigertyp der Ausstelfun gskonstruk-
tion ab und kdnnen z.B. [36] entnommen werden.
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Abbildung 3.4: Koordinatensystem und Belastung eines Trigers

Werden in Gl. (3.22) aus Symmetriegriinden die eingliedrigen Terme der Ansatz-
funktionen aus Kap. 3.1.2 eingesetat, ergibt sich fiir das Potential:

i () s (52) 40 (5)" o (5)

L

1
-l

0

w

+B, (L)4 (v1 ~ 21,191)2 sin® (L;)

—2my1 (%1 + Jo1)(v1 + vo1) (%)2
2 z e . T
e (55 -t 00) () - 25 (3) ] ()

+mv192, (19% -+ 21911901) sin? (zrfx) - 2¥1quw(v: — zwz?l)sin2 (%)} dz

Eine termweise Auswertung der Integrale nach Kap. 3.1.2 fiihrt zu folgender Glei-
chung:

mB, vf (1)4 + mTﬂf (%)2 + By (v1 — 2,91)? (%)4

L
=3 L

4

T\ 2
—my1(91 + Jo1)(v1 + vo1) (f) (Mp + Mg +0.2174¢L?)

+my192, (Uf + 21911901) - 271qw(v1 — Zw"yl)jl

Dieser Potentialausdruck wird entsprechend dem Rifzschen Verfahren partiell nach
den Freiwerten v; und ¢J; abgeleitet. Durch eine Nullsetzung der Ableitungen erhalt
man das folgende lineare Gleichungssystem:

T\ 2 T\2 L\?
(By +mB;) <Z) v, — (z,,Bv (I) + m')/lMy) 91 = my1 MyYo1 + Y1qu <-;>

und

—_ <zUB,, (%)2 + m'ylMy) v + (mT+ sz,,, (%)2 + my19z, (—i—) 2) % =

L\? L\?
myy Myvoy — my1q2, (;) Fo1 ~ V19w 2w <;r_> (3.23)
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Die sich aus der Herleitung ergebende Variable

Mp+ M L?
.._.£_.___._.§.+g___

My=—"3 9,2

(3.24)

in den obigen Gleichungen steht fiir das einwirkende Biegemoment der Triger und
findet sich im folgenden haufig wieder. Aus dem Gleichungssystem (3.23) lassen sich
die gesuchten Freiwerte v; und ¥; bestimmen:

71 Myvo1 + 71 My9ox (zv +X - %Z— (-ﬁ-)z> + e (L)% (2, — 2, + X)

¥ =
! Y —nM,X
(3.25)
v; = P12y + X(’l91 + 1901) + _:’l_q_;:g_‘l (3.26)
B, (%)
mit den Hilfsgréfien
_ my1 M,
= ——%
B, (f)

und
Y =T+22B, (1;:)2 + 7197, (-I;)z - 271 Myz,.

Die grofite Verbandsverschiebung v,,, in Trigermitte (z = L/2) wird betragsmiBig
mit L/8 festgelegt:

L

vy, = 01 — 291 = X(J1 + Jo1) ) SR CE——

i, (%)2 3 (3.27)

Gl. (3.27) ist iiber die Hilfsvariablen X und Y eine Funktion der Verbandssteifigkeit
B,. Lsst man die Gleichung nach B, auf, erhilt man:°

B,

L _ qz L 2 1 Gy _
m71My£ [71My (vm + p) + 11 My 901 (Zv 73 (,,) ) +7—nl(—7,%;(zv Zw)

(£)" L Y

Qw
+991 + ————2] (3.28)
mM, (%)

Die zugeordnete Belastung des Verbands, die die maximale Verbandsverschiebung
L/B hervorruft, kann iiber die Gleichung!!

g(z) = ’—::va‘l,v(a:) (3.29)

19Dje Eigenquerbiegesteifigkeiten m B des Systems werden auf der sicheren Seite liegend bei den
analytische Herleitungen vernachlissigt, um zu geschlossenen Ausdriicken zu gelangen. m B erhdht
zwar die Gesamtquerbiegesteifigkeit durch die Additionmit By zu (By+mB:), hat aber kaum mehr
als 10% Anteil an der Gesamtquerbiegesteifigkeit. Nur bei kleinen, geringbelasteten und kompakten
Systemen hat m B, einen nennenswerten Einflufl. Bei diesen Systemen ergibt sich aber auch eine
sehr kleine Seitenlast, die fiir die Bemessung des Aussteifungsverbands nicht mafigebend ist. Durch
die Vernachlissigung ist daher stets eine stille Reserve in den Seitenlastformeln vorhanden. Bei
allen ausgearbeiteten Rechnerprogrammen wurde m B selbstverstindlich beriicksichtigt.

11Das System wurde unter +;—fachen Lasten gerechnet. Als Ergebnis sollen aber die einfachen
Seitenlasten angegeben werden, also ist durch ~; zu dividieren. Schnittkraftvergréferungen infolge
Theorie II. Ordnung bleiben natiirlich beriicksichtigt.
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vV (2) = v, (%)4sin (ELE) T %
1:(2) = 0(z) — qu (@) (3.30)

bestimmt werden.!? Durch Einsetzen von Gl. (3.28) in die Gln. (3.29 und 3.30) und
Resubstitution der Hilfsvariablen wird die vollstindige Formel fiir die Seitenlast bei
symmetrischer Momenten— und Normalkraftbeanspruchung gewonnen:

m‘yle (%)2 [1)01 + % + Yo1 (Zv - %;—3“ (%)2)} +71MyQW(ZU - Zw)

T+m4qz (%)2 - 271 Myz,

sin (%) . (3.31)

gs(z) = {

+mM, (%) ’ Yo1

Diese fiir die Praxis umstandlich zu handhabende Formel wird mit dem in Kap. 3.1.1
eingefiihrten Prinzip in Einzelterme zerlegt.

Grundseitenlast

Die Grundseitenlast ¢® unter Momentenbeanspruchung soll unter den Vorausset-
zungen 2z, = 24 = 0, ¢y = 0 und J¢ = 0 gelten. Werden diese Parameter in Gl. (3.31)
zu Null gesetzt, ergibt sich:

05(=) = (20 =2=0,g4=0,90=0)
mrly M2 (1 1\ . /7z
= TTL (z + 3) sin (7) - (3.32)

Hervorzuheben ist, daf die Torsionssteifigkeit T" der Einzeltriger explizit als Para-
meter von ¢ (z) erscheint. So kdnnen die nachgiebig verbundenen Briickentriger
mit dieser Formel erfafit werden, wenn ihre wirksame Torsionssteifigkeit ef7" an die
Stelle von T gesetzt wird.

Systemfaktor

Die Formel fiir die Grundseitenlast kann anstelle von Gl. (3.31) nur unter den ge-
nannten einschrankenden Voraussetzungen verwendet werden. Sind die Héhenpara-
meter 2z, und/oder z, ungleich Null, mu8 die Grundlast mit dem Systemfaktor kM
multipliziert werden. Dieser Faktor ergibt sich aus der Bestimmungsgleichung'®

— qy(zmzq,Qw:O,i?o:O)
qy(zv =z = 0,90 = 0,90 = 0) :q%

M
s

nach einigen kurzen Umformungen zu
1

_ 2120 My — 71249 ({_‘:_)2 .
T

kM = (3.33)

1

Wie leicht nachvollziehbar ist, wird kM fiir 2, = z4 = 0 gleich Eins, braucht also,
wie es der Voraussetzung entprach, in diesem Fall nicht beriicksichtigt zu werden.

12Um die reine Seitenlast zu erhalten, ist eine eventuelle Windlast von der Verbandslast abzu-
ziehen, da diese spiter bei der Verbandsbemessung gesondert betrachtet wird.
13Dje Windlast und eine eventuelle Vorverdrehung bleiben vorerst unberiicksichtigt.
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Windlastfaktor

Soll zus&tzlich die Auswirkung einer auf den Triger wirkenden Windlast beriicksich-
tigt werden, ist die Grundseitenlast mit dem Windlastfaktor kM zu multiplizieren,
der sich aus der Bestimmungsgleichung'*

kM = in(zv,zq,qw,ﬂo = 0)
v q.‘:u'(zv;zqa gw = 0,99 = O)

nach kurzen Zwischenrechnungen zu

M,

¥ =1+
mn2 My, (% + %,—)

(3.34)

errechnet. Hierfiir ist als Parameter, der sich aus der Herleitung ergibt, das Wind-
drehmoment M,, zu bestimmen:

My = qul(zy — zw) = qulaz. (3.35)

Auch dieser Faktor ist gleich Fins, wenn keine Windlast vorhanden ist oder aber
die Windlast in Héhe des Aussteifungsverbands angreift, da sie dann direkt in den
Verband eingeleitet wird, ohne das Kippverhalten der Triger zu beeinflussen.!®

An dieser Stelle sind noch einige Anmerkungen zur Vorzeichenwahl von g, zu ma-
chen. Zuerst ist eine Fallunterscheidung vorzunehmen:

I) az = 2z, — 2 > 0 (Windlast greift oberhalb des Verbands an)
hier ist ¢,, > 0 zu wihlen — kM >1
Verbandslast ¢, = ¢; + qu (¢s und ¢, wirken richtungsgleich)

Il) az = 2z, — z, <0 (Windlast greift unterhalb des Verbands an)
Es sind zwei Falle zu betrachten:

a) ¢w > 0 (g vermindert das Kippen)
— kM <1
Verbandslast ¢, = g5 + guw (¢s und g, wirken richtungsgleich)

b) ¢u < 0 (gu verstirkt das Kippen)
— kM >1
Verbandslast ¢, = ¢; — g (¢s und g,, wirken entgegengerichtet)

Nach analytischen und numerischen Untersuchungen ist fiir das Gesamtsystem im-
mer die Windlast mit positivem Vorzeichen maBgebend. Sie kann im Einzelfall die
Seitenlast vermindern, fiihrt aber zu einer groSeren Verbandslast, da sie mit der
Seitenlast gleichgerichtet — also zu addieren — ist.

Ein Windlastfaktor k£ < 0 bedeutet ein ,,Durchschlagen“ des Trigers. In diesem
Fall ist ein Windlastangriff aus der anderen Richtung zu betrachten.

14Eine eventuelle Vorverdrehung bleibt vorerst unberiicksichtigt.

15Die dann von der Windlast hervorgerufene zusitzliche Verbandsdurchbiegung und damit auch
Tragerverformung ist in der Seitenlast schon beriicksichtigt, da die Seitenlast sich auf eine Ge-
samtverbandsverformung L /8 unter Seiten— und Windlast bezieht.
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Vorverdrehungsfaktor

Im Falle einer Vorverdrehung der Trager um den Winkel 9y = J9; mufl die Grund-
seitenlast mit dem Vorverdrehungsfaktor k4 multipliziert werden, der sich aus der
Bedingungsgleichung

M = qf’f(zv,zq,qw,ﬂo)
10 qy(z‘vazq’quﬂo = 0)

nach einigen Umformungen zu

T — 12, My |
K ML (2 +4) |
bestimmen 1a8t. Auch hier ist klar ersichtlich, dafi der Faktor fiir den Fall 45 = 0

gleich Fins ist. Die Betragszeichen sind erforderlich, da durch eine Vorverdrehung
der Tréger stets die Seitenlast vergroBert wird.!®

EM =14

Jo (3.36)

3.2.2 Plausibilitdt des Faktorenprinzips

Die Seitenlast unter symmetrischer Momentenbelastung nach Gl. (3.31) 148t sich
also dquivalent in der Faktorenschreibweise

02" = )5k} kKl (3.37)

darstellen. Die einzelnen Faktoren wurden zwar aufeinander aufbauend hergeleitet,
sind aber unabhéngig voneinander anwendbar. Einzelne Faktoren kdénnen also auch
iibersprungen werden. In den Faktoren wird kein EinfluB doppelt beriicksichtigt.

Exemplarisch zum Beweis:

Il

0ok kLG

M (2, =2, =0,¢u = 0,90 =0)
) qy(zv’zq:‘Zw:O»”O:O)
qf’f(z,, =2=0,qu = 0,90 = 0)
) qy(zvazq,Qw;vo)
qy(zv;zanwyﬁo = 0)
qy(zvazq’ 9w = 0)'90)7

q“:w(z'U;zq:Q‘w = 0;190)

wobel ¢, = 0 per def. gilt. q.e.d.

3.3 Herleitung fiir asymm. Momentenlinien

3.3.1 Analytische Herleitung — Faktor ks

Es wird das gleiche System wie in Kap. 3.2.1 betrachtet, mit dem einzigen Un-
terschied, dafl die Randmomente ungleich sind. Durch diese Erweiterung wird ein

18Ergabe sich aus der Formel ohne die Betragszeichen, daf k{‘g kleiner Eins wird, wiirde sich
bei einer genauso wahrscheinlichen Vorverdrehung —9o in die andere Richtung ein kY groSer
Eins ergeben. Zur Auswertungserleichterung kann also stets mit einer positiven Vorverdrehung
gearbeitet werden.
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asymmetrischer Momentenverlauf zugelassen. Ein asymmetrischer Momentenverlauf
hat, wie sich unten zeigt, einen asymmetrischen Seitenlastveriauf zur Folge. Diesem
wird Rechnung getragen, indem zweigliedrige Ansatzfunktionen zugelassen werden.

Das elastische Potential fiir diesen Fall entspricht der auch fiir die symmetrische
Momentenform giiltigen Gl. (3.22):

L

/[mBzv”2 +mTo'? + va;,'z + 2my My (9 + 90 )(v" + v
0

+mY192g (192 + 299) — 271qw'0w] dz.

I =

[

In die Potentialgleichung werden jetzt aber die zwesgliedrigen Ansatzfunktionen aus
Kap. 3.1.2 eingesetzt. AnschlieBend werden die angezeigten Integrationen mit Hilfe
der Standardintegrale aus Kap. 3.1.2 durchgefiihrt. Der Potentialausdruck wird nach
einigen Zwischenschritten in die Form

II=£

4 mB, (%)4 (v? +16v%) + mT (%)2 (92 + 492)

50 (3) s+ )

9y (1)2 [_ﬂfg;;_ﬂﬁ

L
My — Mg 32
L—Q"E'é;r; (4(91 + Y01)(v2 + vo2) + (92 + Fo2)(v1 + vo1))

+q1?(0.1087(81 + Fo1)(v1 + vo1) + 0.3587(F2 + Yo2)(v2 + v02))

(91 + Fo1)(v1 + vo1) + 4(F2 + Yo2)(va + v02))

+my1qz, (97 + 93 + 291901 + 292802) — 2719w (v1 — 2, 01)

iiberfiihrt. Die partiellen Ableitungen g% nach den Freiwerten vi,ve,9; und 9,
lassen sich am besten in dem linearen Gleichungssystem

Ajvi+ 0 +C191+ Do = E;

0 + Bavy + Co81 + Dy = Es

(3.38)
Azvy + Bava + C3%1+ 0 = E3

Agvy + Bavo 4+ 0 + Dyt = Ey

mit den Abkiirzungen

b= (3 (5

7\ 2 Mp+ M L2

= o (5 -m (22
My — Mg 32

Dy = —-mm 2 972
B, = 44,
Co = D

T\ 2 M+ M L?
Dy = ~4xB, (1) —mm ("ET'“E* %‘z‘)
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Az = Oy
B3 = 4D1
2

- 2p (T)? L

Cs = mT+zB, <L) + my192, (w)
1
A4 ZDI
B4 = Dz
2

_ 2p (T2, 1 L

Dy = mT+4zB, (L) + 7MM4% <7r)
L\? (Mp +Mr qL?\ Mp — Mg 32

B, = L PLTVR IV N Ly IR
Ey V19w (ﬂ_) + do1mm K 5 + 9‘2) tlomn——F——55

_ My — Mg 32 Mp + Mg qu
Ey = doymm S o + doamy ( 5 55

M+ M L? My — Mg 128
E; = wvoimm <—-£'——2——R + -%-—2-> + vo2 <m71 -L-é-—R'fg-;-g)
L\? L\’
—Jo1 (n%qzq (;) ) — V19w 2w (—;)
My — Mg 8 Mi+M L2 1 L\’

Ey = vo1m71——L——2——£m + voamm ('% + 1/)%3) - 1902-4-m71qzq (;)

darstellen.” Aus diesem Gleichungssystem lassen sich iterativ diejenigen Freiwerte
v, v2,¥; und Y, berechnen, unter denen das Aussteifungssystem eine Verschiebung
vy = L/f aufweist. Diese groBte Verschiebung liegt jetzt nicht mehr in Trigermitte,
sondern je nach Asymmetrie der Momentenlinie mehr oder weniger weit exzen-
trisch. Aus den Freiwerten lassen sich dann iiber die Gln.(3.1 und 3.2) die zugehéri-
ge Verbandssteifigkeit B, bzw. aus Integrationen der Gleichung die Belastungs-,
Querkraft— und Momentenverldufe des Aussteifungsverbands berechnen. Einfache
Extremwertrechnungen fiithren anschliefiend zur maximale Verbandslast, zur maxi-
malen Querkraft und zum maximalen Moment des Verbands.

Problematisch wird jetzt, daf sich wegen des exzentrischen Lastverlaufs keine ein-
fache Formel fiir die Ersatzlast ¢, mehr finden 148t, aus der sich zugleich das ma-
ximale Moment und die maximale Querkraft berechnen lassen. Anschaulich ist die-
ses Phianomen anhand eines Balkens auf zwei Stiitzen mit einer Einzellast F' zu
erlautern (s. Abb. 3.5). Eine ezzentrische Last erzeugt ein kleineres Biegemoment,
aber eine gréfiere Querkraft an einer Trégerseite im Vergleich zu einer gleich groBen,
aber zentrischen Last. Soll fiir die exzentrische Last jetzt eine sie reprasentierende
zentrische Ersatzlast gefunden werden, die die ungiinstigsten SchnittgréBen hervor-
ruft, so muB die Ersatzlast iiber die Querkraft ermittelt werden. Das von ihr erzeugte
Biegemoment liegt dann im Vergleich mit dem urspriinglichen Biegemoment auf der
sicheren Seite.

Nach dem gleichen Gedanken wird jetzt bei der Bestimmung einer Ersatzlast fiir
die aus dem Gleichungssystem (3.38) errechenbare Verbandslast verfahren. Es wird
also fiir die asymmetrische Last iiber die gréBte Querkraft des Verbands eine sym-
metrische Ersatzlast hergeleitet, die die grofte Querkraft genau und das groBte
Biegemoment auf der sicheren Seite liegend nachempfindet.1®

Von der Gestaltung her soll die Formel in das aufbauende Faktorenprinzip nach

1"Der Faktor 4 ergibt sich aus der Herleitung zu 0,825.
18 Numerisch wurde nachgewiesen, dafl die grofite Querkraft bei einem zweiparametrigen Ansatz
und einem Stiitzmomentenverhsltnis 0 < & = Mg/My < 1 stets am Trigerrand vorliegt.
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Abbildung 3.5: Schnittgrofenvergleich fiir asymmetrische Laststellung

I

Gl. (3.3) und (3.37) integriert werden. Hierzu wird ein Momentenfaktor kps definiert:

_asym@),
M= .
symm Q,

(3.39)

Gl. (3.37) soll mit diesem Faktor multipliziert werden konnen, um die durch den
exzentrischen Belastungsverlauf erhdhte Querkraft zu erhalten. Die Verbandsquer-
kraft symm @, kann aus der Gleichung

1
1
Qo =By 7
mit der Verbandssteifigkeit nach Gl. (3.28) bestimmt werden. Die grofite Querkraft
infolge asymmetrischer Last muB iiber eine Computerberechnung ermittelt werden.
Hilfsweise kann allerdings auch die gleiche Berechnung wie fiir symm ¢, verwendet
werden, wenn in die Gleichung fiir B, anstelle des symmetrischen einwirkenden
Moments M, das asymmetrische Moment

_ Mp+ Mg qu_ 14+ qL?
M, = 5 93 = M 5 + 9.2 (3.40)
mit
Mg

als Stiitzmomentenverh&ltnis eingesetzt wird. In diesem Fall ist Gl. (3.39) mit einem
numerisch zu ermittelnden Fehlerfaktor f zu gewichten:

by = 2RO 7 1) o (3.42)

symm Qy

Fiithrt man diese Berechnungen fiir die Seitenlast durch, zeigt es sich nach langeren
Umformungen, da8 sich alle Terme, die Funktionen des symmetrischen Einwirkungs-
moments M, mit « = 1 sind, herauskiirzen, und einzig die Grundseitenlast und die
Faktoren, die Funktionen des asymmetrischen Einwirkungsmoments M, mit x # 1
sind, {ibrigbleiben. Der noch verbleibende Momentenfaktor kann dann in der Form

kp =14 ofa (3.43)
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geschrieben werden, wobei das asymmetrische Einwirkmoment M, in den Faktoren
EM kM und &M zu beriicksichtigen ist. a stellt in dieser Gleichung ein dimen-
sionsloses Fehlerglied dar, das die Abweichung der vereinfachten asymmetrischen
Formel von dem genauen Ergebnis nach Gl. (3.39) fiir die gré8te Momentenasym-
metrie angibt, die betrachtet werden soll. Der Term of ist ein Verlaufsfaktor, der die
Verdnderung des Fehlerglieds a iiber « beschreibt. Fiir « = 1 (symmetrischer Mo-
mentenverlauf) ist vf gleich Null; fiir die gréfite noch zu betrachtende Asymmetrie,
die der Bestimmung von a zugrundeliegt, ist vf gleich Eins.

An dieser Stelle soll nochmals in Erinnerung gerufen werden, da8 der Faktor ks
dazu dient, die groBte Verbandsquerkraft zu berechnen. Das gréBte Verbandsmo-
ment erhdlt man mit £y = 1, wenn das asymmetrische Einwirkmoment M, nach
Gl. (3.40) in allen Teilformeln der Seitenlastgleichung beriicksichtigt wurde.

3.3.2 Numerische Vergleichsrechnungen — N&herungsformel

Um die Terme vf und a in der Gleichung (3.43) fiir kar zahlenmiBig zu erfassen,
wurde ein Computerprogramm ausgearbeitet, das beliebige ausgesteifte Systeme
unter asymmetrischer Momentenbeanspruchung berechnen kann. Das Programm
verdndert iterativ die Verbandssteifigkeit B, des Systems, bis eine vorgebene Ver-
schiebung v, = L/ erreicht ist. Hierzu wird das Gleichungssystem (3.38) ausge-
wertet, um aus den Freiwerten v; und ¥; die Verbandsverschiebung v, bestimmen
zu kdnnen.'® Die Variation von x wurde auf den praxisrelevanten Bereich

beschrankt.

Numerische Auswertungen des Programms an rund 300 Beispieltragern mit vielen
Belastungsvariationen ergaben, dafl der Parameter a primir von der Tragerschlank-
heit h/b, von den Angriffshdhen von Verband 2, und Gleichlast z, und von der Form
der Momentenlinie, die sich am besten durch die dimensionslose Variable ¢L?/| M|
darstellen 148t, abhingt. FormelmaBig 148t sich A nicht bestimmen, so da8 in den
Abb. 3.6 bis 3.13 der Verlauf graphisch dargestellt wurde.?°

Der Verlaufsfaktor vf kann in sehr guter Naherung, die fiir fast alle Anwendungen
leicht auf der sicheren Seite liegt, durch die Gleichung

of = (1 - k) (3.45)

beschrieben werden. In Abb. 3.14 ist beispielhaft der Verlauf von a iiber & mit den
méglichen Naherungsfunktionen vf fiir einen Triger mit h/b = 6, ¢L?/| M| = 16
und einem Verbands— und Lastangriff am Obergurt dargestellt. Als Formel fiir den
Momentenfaktor ergibt sich jetat:

ky =1+ (1 - )34, (3.46)

Einige weitere Parameter iiben einen sekundiren Einflu8 auf die GréBe von a aus.
Die Tendenzen werden im folgenden diskutiert:

19Das Programm kann bei den Verfassern eingesehen werden.

2°Wenn in einzelnen Diagrammen die h/b-~Kurven zu dicht beieinander lagen, wurden nur aus-
gewdhlte Kurven dargestellt. Es ist dann entsprechend zu interpolieren. Ebenso ist beziiglich der
Laststellungen z4 zu verfahren. Funktionswerte A > 0,6 wurden nicht gezeichnet, da die Ver-
formungen der Triger unter diesen Lastbildern zu gro8 sind. Bei Verbinden, die unterhalb der
Tragerschwerachse liegen, sollten die in den Diagrammen angegebenen gréfiten h/b—Verhsltnisse
nicht iiberschritten werden, da sonst ein Stabilititsversagen nicht ausgeschlossen werden kann.
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Abbildung 3.6: Beiwert a fiir 2z, = —h/2 und z, = —h/2
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Abbildung 3.7: Beiwert a fiir 2, = —h/2 und z; = +h/2
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Abbildung 3.8: Beiwert a fiir z, = —h/4 und z, = —h/2
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Abbildung 3.9: Beiwert a fiir 2, = —h/4 und z, = +h/2
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Abbildung 3.10: Beiwert a fiir 2z, = 0 und 2, = —h/2
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Abbildung 3.11: Beiwert 4 fiir z, = 0 und 2z, =0
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Abbildung 3.13: Beiwert a fiir z, = +h/4 und 2z, = +h/4
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of = (1 — &)**Pa
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Abbildung 3.14: Beispielhafte Funktionsverlaufe vf

a wurde fir ¢ = 500 und B = 600 auf der sicheren Seite liegend ermittelt.
Fiir 8 = 1000 oder € = 250 verringert sich a leicht (~ 1%). Die entscheiden-
den Verdnderungen bei einer Variation von ¢ und 3 gehen in ¢50 und in die
Einflufifaktoren ein.

a wurde fiir 1 = 2,0 berechnet. Fiir v; > 2,0 verringert sich a, fiir v; < 2,0
vergrdfBert es sich leicht.

4 ist am groften fiir ¢, = ¥ = 0. Bei Windlasten und Vorverdrehungen, die
die Seitenlast vergrofiern, wird a kleiner, die Abweichung liegt aber i.d.R. un-
ter 5%. Bei Windlasten, die die Seitenlast verkleinern, kénnen Verinderungen
von A zur unsicheren Seite hin entstehen. In diesen Fallen ist aber nach Ge-

. genrechnungen die Seitenlast gegeniiber der Windlast fiir den Verband nicht

bemessungsmafgebend.

Die Anzahl m der auszusteifenden Trager hat Einflufl auf a, wenn eine Wind-
last angreift. Je grofler m wird, desto kleiner wird a, wobei fiir m > 5 kaum
noch Veranderungen auftreten.?’ Die a-Werte der Diagramme wurden fiir
m = 1 hergeleitet.

Wirken im Trager zusitzlich Normalkrifte, liegen die Werte fiir a bei allen
iblichen Anwendungen auf der sicheren Seite, wie es sich bei numerischen
Auswertungen in Kap. 3.5.3 gezeigt hat.

Desweiteren ergaben vielfaltige numerische Uberpriifungen, da8 im Falle nachgiebig
verbundener Biegetriger mit den gleichen Diagrammen gearbeitet werden kann.
Die Fehler bei iiblichen Briickentrigern (s. Beispiele [30]) lagen unter & 5%. In der
Formel fiir die Seitenlast ist dabei natiirlich efT" an die Stelle von T zu setzen.

3.4 Herleitung fiir symm. Normalkraftlinien

Bei Briickentragern wird es keine reine Normalkraftbeanspruchung geben. Trotz-
dem ist eine Betrachtung nur unter Normalkraft lohnenswert, um den prinzipiellen
Aufbau der Seitenlastformel ¢V zu erkennen und in Kap. 3.5 weiterverwenden zu

21Es ist hier zu beriicksichtigen, daB sich bei m Trigern die Windlast auch auf diese m Triger
verteilt und so pro Triger einen kleineren Einflul ausiibt.
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konnen. AuBerdem sind die in diesem Kapitel abgeleiteten Gleichungen fiir die Be-
rechnung der Aussteifungskonstruktionen von Fachwerkbindern und shnlichen, nur
normalkraftbeanspruchten Systemen niitzlich.22

3.4.1 Analytische Herleitung — ¢V

h) "H/l )

I ]\TO
N /y
N1 Nk
N(z)
L L L
el A

Abbildung 3.15: Koordinatensystem und Belastung eines Tragers

Es wird ein ausgesteifter, gabelgelagerter Einfeldtrager nach Abb. 3.15, der durch
eine beliebige, aber symmetrische Normalkraftfunktion N(z)?? belastet ist, betrach-
tet. Die Gleichung fiir das elastische Potential lautet in Reduktion der Gl. (3.4):

n = [mB,, 0" 4+ mT9? + Byv!'® — 29100 vw] da (3.47)

DO
MI b O\h

my1 2/ (19' + 95)2 + 228 (0 + F0)(v" + o) + (v + vé)z} dz.

In Gleichung (3.47) werden aufgrund der Symmetrie des Systems und der Belastung

die eingliedrigen Terme der Ansatzfunktionen aus Kap. 3.1.2 eingesetzt:

L
/l:mBz Vi sin2 (%) + mT9? (—Z—)Z cos® (_1;_:0)
0

I =

DO}

LA 9 . o TE _ . 2 (TT
+B, (f) (v1 — zy¥1)” sin (-Z-) — 2719w (v1 — 2y V1) sin (L) dz
1
—5mn [( (91 + Bo1)% + (v1 + 001)2) / Njcos® d
—2zn (Y1 + Yo1)(v1 + 1)01) / N; sin? dx]

Die Integrationen in obiger Potentialgleichung werden mit Hilfe der Standardinte-
grale aus Kap. 3.1.2 ausgefiihrt:

I = -ii[mBzvf (%)4+mTz9§( ) +B, ( ) (v1 — 2091)? = 2710w (v1 — 20 ¥1)

22Dje wesentlichen Ergebnisse fiir die Aussteifung von Fachwerkbindern sind von den Verfassern
in [37) versffentlicht worden.

23Es werden nur symmetrische Normalkraftverlaufe betrachtet, da bei den entsprechenden Trag-
gliedern asymmetrische Verlaufe sehr unwahrscheinlich sind.
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2
—m7y1 Ny (%) (aiﬁ(«h + 901)% + a(v1 + v01)? — 2028 (F1 + Fo1)(v1 + Um))] .
(3.48)

Um die Herleitung unabhéngig vom Normalkraftverlauf zu gestalten, werden den
Variablen o und ¢ an dieser Stelle noch keine Zahlenwerte zugeordnet.? Fiir die
iblichen Aussteifungssysteme konnen diese Werte Kap. 3.4.2 entnommen werden.

Das integrierte Potential (3.48) wird gem&B dem Ritzschen Verfahren partiell nach
den Freiwerten v; und ¢¥; abgeleitet. Durch Nullsetzen der Ableitungen ergibt sich
nach kurzen Umformungen das folgende lineare Gleichungssystem:

(B,, (%)2 + mB, (-I’-E)2 - am'leo) vy — (z,,B,, (%)2 - gom‘ylzN) 02

2
= amy; NoWo1 — emy1 NoznPo1 + 114w (£) (3.49)

s

- (szu (2)- m‘P'YlNOzN) vy + (mT +22B, (3)° - ma71N0i§> 91
= —mpy1 Noznvey + ma71Ngi§'l901 — V1 G Zy (%)2 . (3.50)

Die gesuchten Freiwerte v; und ¥; lassen sich aus diesen Gleichungen ermitteln. Um
die Ergebnisdarstellung zu verbessern, werden folgende Hilfsvariablen eingefiihrt:

o1 = T+2p71Noznzy — ay1No (22 +i2)
o2 = T+ jﬁ-l-No (¢*23% — o®i2)

03 = %No (azy — p2n)°

0a = mNo(azy ~pzn)

o5 = 711lNo(azy —p2n) (aif, —pzNzy) .

Aus den Gln. (3.49) und (3.50) folgt:%®

2 2
J (zqu () - m‘P'YlNOZN) + may; Novor — mey1 Nozndo1 + 719w (%)

V1
Bv (%)2 - ma'YlNO
(3.51)
und
a+b .
91 = o mit (3.52)
1w (L\*
a = y1Novoi{azy, — @zn) + 71 NoYo1 (aiz — pzNzy) + mw (—7;) (20 = 2w)
) 2
by - my2 N¢dor (9223 — a?i2) + 124w No (£)” (azw — v2n)
= —
B, (1)
¢ = T+2p71Noznzy — ariNo (22 + zg)
mary; NoT + m?yENE (9223, — a?i2)
d = L .
B, (%)

24Mit « und ¢ sind hier immer o; und y; gemeint. ap und @, haben bei symmetrischen
Belastungen keinen Einflul auf die Seitenlast.

25Die Eigenquerbiegesteifigkeiten mB, der Triger werden wiederum auf der sicheren Seite lie-
gend gegeniiber der Verbandssteifigkeit B, wegen der besseren Aufldsbarkeit der Gleichungen
vernachlissigt.
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Aus der Gleichung fiir die Verbandsverschiebung v, () kann nach dem aus Kap. 3.2.1
bekannten Prinzip die fiir eine maximale Verschiebung L/ erforderliche Steifigkeit
B, errechnet werden:28

w\2 L L
B, (z) 7 = mayNo [001 (1 + %) + E] + my; Nodo1 <§? —-<P2N)

L : 04
719w | — 1+az=—}.
T o1

Uber die vierte Ableitung der Verbandsverschiebung ergibt sich nach Multiplikati-
on mit der Verbandssteifigkeit wieder die Verbandsbelastung. Wird von dieser die
Windlast abgezogen, erhilt man die Seitenlast zu

maNym? [1 ( 93) 1] mNo72dg; [Qs ]
(2) = |—2 21+ 8) 4|+ 5B,
q (3") !: L € 01 B L2 Q1 PN
Q4| . [(TT
+quZa sSin ('—L—) . (353)

Diese Gleichung ist in der Praxis schwer zu handhaben. Deshalb wird sie nach dem
zuvor erlduterten Prinzip in Einzelterme zerlegt.

Grundseitenlast

Die Grundseitenlast ¢ unter Normalkraftbeanspruchung soll unter den Voraus-
setzungen z, = zy = 0, ¢ = 0 und Jo = 0 gelten. Werden diese Parameter in
GL. (3.53) eingesetzt, ergibt sich:

i(z) = ¢¥(2e =28 =0,q,=0,9=0) (3.54)
mm2aNg 1, 1\ . (TT
—_L (; + 3) sin (T) .

Der Lasterhthungsbeiwert «; kiirzt sich hierbei heraus. Die Grundseitenlast ist auch
keine Funktion von der Torsionssteifigkeit T, weil sowohl Verband als auch Normal-
kraft in der Schwerachse angreifen und infolgedessen keine Torsion auftritt.

Systemfaktor

Sind die Hohenparameter 2, und/oder zy ungleich Null, mufl die Grundlast mit
einem Systemfaktor, der sich aus der Bestimmungsgleichung??

BN — ¢ (20,28, qw = 0,90 = 0)
* T Nz =28 =0,qu = 0,90 = 0) = ¢}’

nach einigen kurzen Umformungen zu

r 5 _
<1+w1£§+w2—g§)+\/(1+w1£3—+w2—92) —4&22’9—2
€1 21 €1 a1 Q1

26Die sich auf dem Rechenweg zuerst ergebende quadratische Gleichung in B, kann durch ge-
schickte Umformungen in eine lineare Gleichung umgewandelt werden.
?"Dje Windlast und eine Vorverdrehung bleiben vorerst unberiicksichtigt.

1
ks‘_j
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mit
wp = 1 =1
1 1+¢/8 w2
w 1 1
= B N v —_— )
2 1+ 5/e 1

ergibt, multipliziert werden. Durch Umformung und anschlieBende Auflésung des
Waurzelterms kann diese Gleichung in die sehr viel einfachere Form

iiberfiihrt werden. Die Resubstitution der Hilfsvariablen p; und g3 und eine kurze
Termumstellung fiihren dann zu einer dem Faktor ¥ zhnlich gestalteten Gleichung
fiir den Systemfaktor:

1
kY = (3.55)
’ 1— Y1 No (azy ~ S"ZN)2
oT + 71 No (9?23 — o?i2)

Auch hier ist offensichtlich, da der Systemfaktor fiir z, = z)y = 0 zu Eins wird, also
gem&f Voraussetzung nicht beriicksichtigt werden mu8. Aus der Formel ist erkenn-
bar, dafl die Stabilitatsgefahrdung des System und damit die Seitenlast mit gréBer-
werdendem Abstand zwischen Verband und Normalkraftwirkungslinie anwachst,
was auch der Anschauung entspicht. Im folgenden Kapitel wird fiir obigen Aus-
druck anhand von Vergleichsrechnungen eine Niherungsformel vorgeschlagen.

Windlastfaktor

Bei einer auf die Trager wirkenden Windlast ist zusitzlich der Windlastfaktor k%
in Ansatz zu bringen. Er berechnet sich aus der Bestimmungsgleichung?®

kN__ qy(zvazN,wa’&O:O)
ht Q.ng(zv;zN:Qw::Oﬂ?O-_—O)

nach einigen Zwischenrechnungen zu

71 My (zv - %zN)

kqu =14 .
mw2k o, (-i— + -é—)

Der Systemfaktor k¥ wird in der Gestalt nach Gl. (3.55) eingesetzt und die Hilfsva-
riable g resubstituiert. Nach mehreren Schritten folgt dann fiir den Windlastfaktor:

71 My (O‘zv — pZN)

ky =1+ :
ma? [oT + 3N (224 ~ @?i2)] (1 +3)

w

(3.56)

Die Definition des Winddrehmoments M,, und die Vorzeichenregelung fiir g,, gelten
analog zu Kap. 3.2.1. Auch dieser Faktor wird anschlieBend durch Vergleichsrech-
nungen vereinfacht.

28Eine eventuelle Vorverdrehung bleibt vorerst noch unberiicksichtigt.
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Vorverdrehungsfaktor

Im Falle einer Vorverdrehung der Trager um den Winkel ¥ = ¥4, soll auch hier die
Grundseitenlast mit einem entsprechenden Vorverdrehungsfaktor &} multipliziert
werden, der sich aus der Bedingungsgleichung

a¥ (zv, 2N, qw, Do)
ﬁv(zv;ZNaQu/;'&O = 0)

ki =

nach lingeren Umformungen zu

Q‘ — PN
ktO = ~ Yo
O!Llc? Ic{,}’ k; -+ 3)

ergibt. Werden die Hilfsvariablen g resubstituiert und der Faktor kY eingesetzt,
folgt:

71 Nozy (242 2 — o223 %) — eznT
0-
ENL [oT + 71 No (922} — ?i2)] (% + %)
Auch hier ist klar ersichtlich, daB der Faktor fiir den Fall ¥ = 0 gleich Eins ist. Die
Betragszeichen sind erforderlich, da durch eine Vorverdrehung der Trager stets die

Seitenlast vergrofiert wird. Im folgenden Kapitel wird auch fiir diesen Faktor eine
Naherungsformel vorgeschlagen.

Y =1+

(3.57)

3.4.2 Rechenwerte fiir ¢ und ¢

Zur Auswertung der Seitenlastformel ist die Kenntnis der Zahlenwerte von o und
¢ notwendig.?® « beschreibt den EinfluB des Normalkraftverlaufs auf die GroBe der
Seitenlast. Normalkréfte in den Trigerrandbereichen haben einen groBeren Einflu8
auf ¢V als in der Tragermitte, weil die Normalkrifte in den Randbereichen durch
die grofere Steigung der Querbiegelinie stirker umgelenkt werden und so grofere
Abtriebskrifte erzeugen. Dieses wird durch die Multiplikation mit (cos)? mecha-
nisch erfafit. Der Faktor ¢ beschreibt die Intensitdt des Einflusses des Abstands
zy auf die Grofe der Seitenlast. Maximal konnen beide Faktoren gleich Eins wer-
den, wie es fiir Trager mit konstanter Normalkraft der Fall ist. Fiir verdnderliche
Normalkraftverldufe liegen o und ¢ zwischen Null und FEins.

Zur Bestimmung der Zahlenwerte werden die betreffenden Integrale des Kap. 3.1.2
nach o und ¢ aufgeldst:

_ 2 ’“/ eos? )dx
= ZJ- L.n_,cos
= 2 ¢ N:sin?2{ZZ) 4
e = m;/z, ,sm(L)
k
= %;/Ljnj sin («——) d

2*Mit o und ¢ sind hier immer o; und ¢; gemeint. oz und @2 haben bei symmetrischen
Belastungen keinen Einflufl auf die Seitenlast.
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Durch die Substitution © = «/L kénnen die Integrale unabhéngig von der aktuellen
Tragerlange gestaltet werden:

k
a = 22/ n; cos’(mu) du (3.58)
j=1vUs

k
p = 22/ n; sin(7u) du. (3.59)

i=1

Die Normalkréfte in den Tragern werden zumeist von den Aussteifungsverbinden
hervorgerufen. Daher hingt der Normalkraftverlauf n; von dem jeweiligen Typ des
Aussteifungsfachwerks ab. In Tabelle 3.1 auf Seite 61 sind fiir die gidngigen Fachwer-
ke Zahlenwerte fiir « und ¢ angegeben. Als Aussteifungsverbidnde kommen aller-
dings nur die Parallelfachwerke der ersten beiden Zeilen in Frage.3° Bei Stahldiago-
nalen sind die Werte fiir Paralleltrdger mit fallenden Diagonalen zu verwenden. Die
von den jeweiligen Fachwerken erzeugten Normalkraftverldufe, die der Berechnung
von « und ¢ zugrunde liegen, sind [36] entnommen worden. La8t sich der Normal-
kraftverlauf eines zu untersuchenden Trigers keinem der Normalkraftverldufe der
Tabelle zuordnen, kénnen Werte fiir & und ¢ durch Integration (Gln. (3.58) und
(3.59)) berechnet werden, oder es wird auf der sicheren Seite liegend mit a = p = 1
gerechnet.

Die Werte von a und ¢ hingen von der Anzahl der Felder des Fachwerks ab, da
diese Anzahl einen Einflul auf den Normalkraftverlauf hat. Die Satteldachbinder
wurden mit einer Obergurtneigung von 5°, die Dreiecksbinder mit einer Neigung
von 14° gerechnet.

3.4.3 Numerische Vergleichsrechnungen — Naherungsformeln

Um die obigen Gleichungen der Einflufifaktoren zu vereinfachen und die Fehler der
Niherungsformeln abschétzen zu kénnen, wurde ein Rechnerprogramm in der Pro-
grammiersprache C ausgearbeitet. Dieses Programm erlaubt die Berechnung ausge-
steifter Systeme, die durch beliebige symmetrische Normalkréfte belastet sind. Die
Héhenparameter 2, und zy kénnen von Null verschieden sein. Die Trager diirfen eine
Vorverdrehung ¢, aufweisen. Windlasten sind in einer beliebigen Hohe zugelassen.3!

Das Programm errechnet sich zuerst iterativ iiber das lineare Gleichungssystem
des Kap. 3.4.1 die Seitenlast unter Vollast. Die Iterationsbedingung lautet, dafl die
maximale Verbandsverschiebung ein vorgegebenes Maf§ L/ erreichen soll. In den
weiteren Schritten werden dann durch fortschreitendes Nullsetzen einzelner Einflu-
groBen nach dem gleichen Schema die Faktoren kfY, kY und kY berechnet. Beim
letzten Schritt ergibt sich als Seitenlast die Grundseitenlast ¢7. Im anschlieBenden
Nachlauf werden die zu testenden Naherungsgleichungen ausgewertet und mit den
yexakten® Losungen verglichen.

Die Gleichungen fiir die Einflufifaktoren lassen sich durch die Einfithrung der Dif-
ferenztorsionssteifigkeit AT

aT = —O%No (a2 - %2%) (3.60)

30Dije Werte fiir die iibrigen Fachwerktypen sind niitzlich bei der Anwendung der Seitenlast-
formeln fiir die Aussteifungsberechnung von Fachwerkbindern, wo die Normalkraftverldufe in den
Fachwerkobergurten der Berechnung zugrunde gelegt werden miissen (s.[37]).

31Das Programm kann bei den Verfassern eingesehen werden.
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61

« @
System
6 Felder | > 8 Felder || 6 Felder | > 8 Felder
0,26 0,31 0,81 0,82
0,69 0,64 0,94 0,93
AAANNN ost | o3 | oss | o8
PAN
~NNAT ogs | om | os | o
AN
%]Z&E}A 0,99 0,97 0,88 0,82
f‘g@zi 0,91 0,90 0,69 0,68
X 1,00 1,00
Tabelle 3.1: Rechenwerte fiir o und ¢
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die in allen drei Faktoren enthalten ist, kompakter darstellen:

N 1

kY = 3.61
) 1 _ 1N (ozy — ozy)’ (3:61)
a (T —aT)
B = 14— nMu (0% = p2v) (3.62)
w = :
mala (T —aT) (% + -é-)
N | azyaT — pznT I
kR =14+ ! SN lvo. (3.63)

In GI. (3.63) wurde gleichzeitig der Windlastfaktor nach Gl. (3.62) eingearbeitet.

Mit dem Programm wurden an ca. 200 Tragern aus NH II, BSH I und LH C unter
vielféltigen Variationen der Belastung und der geometrischen Eingangswerte Ver-
gleichsrechnungen durchgefiihrt, um die Grofie des Parameters aT abzuschitzen.
Bezieht man AT auf die Torsionssteifigkeit T, ergeben sich fiir die iiblichen Kon-
struktionen des Hallen— und Briickenbaus dimensionslose Quotienten

AT
~al — .
0~< T <0,1

Kompakte Tragerquerschnitte liegen eher bei aAT/T = 0, schlankere Querschnitte
bei aAT/T = 0,1. Fir die kompakten Querschnitte auf der sicheren Seite liegend
wird hier zur Vereinfachung der Formeln

aT
=01 (3.64)

gewshlt. Die Fehler, die sich hierfiir in den Computerberechnungen zeigten, lagen
in ungiinstigen Fallen

@ bei 8% auf der unsicheren Seite fiir schlanke Querschnitte und

e bei 15% auf der sicheren Seite fiir kompakte Querschnitte.

Wird aT/T = 0,1 in die Gln. (3.61) - (3.63) eingesetzt, folgt:

EN = ! o (3.65)
1 - 1o (azy — p2n)
0,9aT

szX =14 N My (@20 = p2n)

; (3.66)
mn20, 9aT (% + -};)
R LS et < (3.67)
0,9aL (1 +1) kY

Eine weitere Moglichkeit der Vereinfachung ergibt sich aus der Tatsache, daBl der
Beiwert ¢ im Vergleich zum Beiwert « eine untergeordnete Rolle spielt und in
seinem Zahlenwert nicht stark von o abweicht (s. Tabelle 3.1). Setzt man

o~ a (3.68)
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vereinfachen sich die Gln. (3.65) — (3.67) weiter zu

kY = ! 5 (3.69)
1 NnNoa(zy —zv)
0,9T

3

1My (20 — 2N)

Y =14 3.70
ma20,97 (1 + %) (10

I 0,1z, — z |
N=1+ e T N 3.71
® \o, oLk (+3)| -1

Die zusétzlichen Fehler liegen im Bereich von 10%.%? In Kap. 7 werden fiir die
obigen Faktoren durch das Einsetzen von weiteren Zahlenwerten anwendergerechte
Formeln ausgearbeitet.

3.4.4 Kritische Normalkraft

Unter einer bestimmten Normalkraft krit N wird das gesamte System instabil. Dieser
Fall des Systemversagens ist durch die Bedingung

kiv =00

gekennzeichnet. Fiir kY soll hier die allgemeine und nicht vereinfachte Gl. (3.55)

betrachtet werden. Der Wert der Gleichung kann nur gegen unendlich gehen, wenn
der Nenner gegen Null geht. Also folgt aus der Nullsetzung des Nenners von k¥

y1kritN (az, — <pzN)2
1- - — =0
oT + 71 kritN (9223 — a?i2)

die Bestimmungsgleichung fiir die kritische Normalkraft zu

T
kritN = . 3.72
t 7 [a (23 + i}%) - 2<pzNz,,] ( )

Um ein ausreichendes Sicherheitsniveau zu erreichen, wird von den Verfassern vor-
geschlagen, die Bedingung

kritN
1,5

max/N < (3.73)

einzuhalten.

32Im Potentialansatz nach [7] 4ndert sich im Vergleich mit dem hier verwendeten Ansatz nach
[14] der Term, auf den der Beiwert ¢ zuriickzufithren ist, so, da8 ¢ = « ist. Beide Potentialansitze
fithren nach dem Prinzip von Hamilton zum gleichen Differentialgleichungssystem, sind also me-
chanisch dquivalent. Aus diesem Grund 148t sich die letzte Vereinfachung der Ergebnisgleichungen
unproblematisch vertreten. Im Ansatz nach [14] ist der betreffende Term anschaulicher als Einflufi
eines Zusatzmoments aus der um die Ordinate z)y vom Schwerpunkt versetzten Normalkraft zu
deuten, weshalb er im vorliegenden Forschungsvorhaben verwendet wurde.
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3.5 Herleitung fiir Momente und Normalkrifte

In diesem Kapitel wird der Fall eines durch Momente und Normalkrifte belasteten
Tragers untersucht. Es ist zugleich der in der Praxis am haufigsten auftretende Fall,
bei dem in einem auf Biegung beanspruchten Briicken— oder Hallenhaupttrager
auBerdem Normalkrifte wirken, die aus der Funktion des Haupttragers als Gurt

des Aussteifungssystems resultieren.

3.5.1 Aufstellung der Grundgleichungen

L v L S L LS L S
N N NN N N M N M

(o —————— o )T*MR :

Ny

Abbildung 3.16: Koordinatensystem und Belastung eines Trigers

Es wird ein Triger nach Abb. 3.16 betrachtet, der durch asymmetrische Momente,
symmetrische Normalkréfte und eine Windlast belastet ist. Als Vorverformung seien
eine Verschiebung vo und eine Verdrehung ¥ zugelassen. Das elastische Potential

fiir diesen Fall lautet nach Gl. (3.4):

L
n = —;— /[mBzv"2 +mT9? + Byv!!” + 2my, My (9 + 9o)(v" + v}

(4]
+my192, ("92 + 219190) - 271Qwvw] dz

1 & :
~5mm E/L N; [zﬁ(z?' + 95)% + 225 (9 + Fo) (V" + vf) + (v + vh)?| dz.
i=1 3

Werden die zugehdrigen zweiparametrigen Ansatzfunktionen nach Kapitel 3.1.2 ein-
gesetzt, ergibt sich folgender Ausdruck fiir das Potential:

L
= [ ) o) ()]
0

[(vl + vo) Sin(%) + 4(v2 + vo2) sin (_2%:5)]
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o) 22|

27z \\ 2
+m71qzq[<z91sm( 7 ) +z92sm< T >>
2wz T 27z
(z?lsm< 7 ) +19251n< 7 )) (190151D(L)+190251D( 7 ))]
. z . (T . [ 2%z
—291 Quw sm( 2 ) [vwl 31n(—i—) + Vy2 sm(T)]] dz

/ N; l‘lg{ 1 t , \ O§(7rx\+2(’l99+ n (-2——3:-\\2
LN - \ L/

%) <(z91 + 901 sin (EL—) + (9 + o) sm<2f))
<(”1 + v01)sm( T ) + (v2 + vo2) 51n<27£z))
+ (2) <(vl +vo1)cos< T ) + 2(v2 + vo2) cos(zzx))z} dz.

k
myy
Y et

1
2 j=1 ‘/L:i

s,

N

-—22N

Nach einigen Umformungen und der anschlieBenden Ausfiihrung der einzelnen In-
tegrationen nimmt das Potential die Gestalt

o = :Z— [mBz (%)4 (v} + 16v3) + mT (L) (92 + 493)

+B, (%)4 ((Ul - 21,191)2 + 16(1)2 —_ Zv192)2)

-2mm (%)2 [ML (91 + Y01)(v1 + vo1) + 4(F2 + Bo1)(v2 + vo1))

2

L 1
+ (25— - Mp + MR) ("(191 + Jo1)(v1 + vo1) + 2(J2 + Fo2)(v2 + vo2)

9 = (4(191 + J01)(v2 + vo2) + (F2 + Po2)(v1 + 001))>
LZ
____Q_Q__ (02826(191 -+ 1901)(‘01 -+ ‘U01) + 1.2824(292 -+ 1902)(1)2 -+ 1)02))

+‘qI£_2 (51;% (4091 + 1) vz + voz) + (2 + Jo2)(v1 + ""“)))]

+my1 g2y (92 + 95 + 292902 + 201301) — 2719w (v1 — Zwﬂl)}

1 T\2 7T,
—3mn <f) [Z§(191 + 901)2No + (v1 + vo1)2e1 Np

+4 (iz(ﬁz +902)? + (v2 + v02)?) @2 No
=225 (91 + Po1)(v1 + vo1)p1 No — 828 (F2 + Po2)(v2 + ﬂoz)sazNo]

an. Werden die partiellen Ableitungen des Potentials nach den Freiwerten v, v, 91
und ¥, durchgefiihrt, erhilt man das lineare Gleichungssystem



66

3  Seitenlast g,

Arvi+ 0 +Civd1+ D19, =By

0 + Bovy 4+ Co¥; + Dyt = Fy

(3.74)
Azvy + Bavg +C3d1+ 0 = Ej
Agvy + Bava+ 0 4+ Dyd2=E,
in den Freiwerten mit den Koeffizienten
/N2 /N2
A mB, (1—) + B, (E) ~ myc¢1 Ny
w2 M + M, L2
As ~2y By ('Z) - my; (—['-—2—1 + 2—2) + my1012vNo
My — Mg 8
S
™\ 2 T\ 2
B, 4mB, (f) +4B, (-L-) — my1aaNy
My — Mg 128
Bs = =M= ga
T2 Mp + Mg gL?
By ~42, B, (L) —mn (—“‘5‘—— + ¢E + my1228 No
7\ 2 My + Mg | qL?
C’1 —2zy By (L) - mn <_'§"‘""" -+ 5—2" -+ m'Yl‘PIzNNO
My — Mg 32
Coo= T
7\ 2 L\? .
Cs mT+z§B,, (Z) + my192, (;) —m'ylzzalNo
My - Mg 32
D= -mn—5"95
)2 Mp+ Mg qL?
Do —42y By (z) - my; (-——2— + 1;’1—5-:-2- + my1p22n8 No
m\2 1 L\? .
Dy mT + 42’331) (f) o+ Zmquzq (;) —_ m'ylzzagNo
L\? M+ Mg | ¢L?
Ey Y1 9w (;) + do1myy <_—'§“‘-’ -+ 93 Zn 1N
My - Mg 32
+1902m‘71—L—2——}E§7;5 + myi101v01 Ny
Mp — Mg 32 Mp+ M L2
Ey dormm1 —L—Q———}Eb—%—z + Joamm1 <___I;_2___E + ¢%—§ - ZNSOzNo)
+my1 aav92 No
Mp + M, L2 Mp — Mg 128
Es3 V1YL (—L—2—£ + qg_z— - ZN<P1N0) + vo2 (m‘Yl-—I‘—?——EW)
L\? _ L\?
-1 (m'quzq (;) - m'ylzgalNo) - 119w 2w (;)
Mp — Mg 8 My + M L?
E,4 vo1m71-—L?—~—§§-7}—2- + voamy; (“L-Q——E + 1/)%-;2- - ZN902N0>



3.5 Herleitung fiir Momente und Normalkrifte 67

1 L\? o
—g9 e STl — my1,02Np | .

Der Parameter 1 steht fiir den Wert 0,825, der sich im Rahmen der Integralaus-
wertung ergibt.

M+N
s

3.5.2 Analytische Herleitung fiir symm. Momente — ¢

Im Falle symmetrischer Momentenlinien werden nur einparametrige Ansatzfunktio-
nen bendtigt, da sich bei der Losung des Gleichungssystems (3.74) die asymmetri-
schen Teile der Ansatzfunktionen zu Null ergeben.

Aus dem so reduzierten Gleichungssystem 148t sich nach dem gleichen Verfahren wie
in den vorigen Kapiteln diejenige Verbandssteifigkeit B, errechnen, unter der das
System eine Verbandsverschiebung maxv, = L/ erreicht.3® Uber die bekannten
Beziehungen

‘I.s(x) = QU(fD) - qw(:c) mit QU(QZ) = %Bu% <%)4

kann dann die allgemeine Gleichung fiir die Seitenlast angeschrieben werden:

R A% i+ 2Zy+ 23 . (7T .
gs(z) = o (L) X —aN.2 —3M.% sin ( 7 ) mit (3.75)
z = (aXN,+M?) (E+5)
Zy, = Yo {MS(X 2 M) + (M, + aN,z) (aNyi2 = my1az, (%)2)}
Z3 = Yquw ({f)z(M,(zv —zy) + aN,(zf - zwz,,)),

Zur Schreibvereinfachung wurden die Variablen

Mp+ Mgr qL?

M, = s + “97—2'
efMy = My~ 2pznNo
Ms = myefM,
Ns = myNg
X = mT+ m'y;zqq(-ﬁ—)z - aNsiﬁ

eingefiihrt, wobei das effektive einwirkende Biegemoment efM,, welches das infol-
ge einer versetzten Normalkraft entstehende Zusatzmoment beriicksichtigt, als eine
im folgenden stetig wiederkehrende Grofe hervorzuheben ist.>* Diese mit diversen
Hilfswerten versehene Formel ist keineswegs praxisgerecht. Deshalb wird auch hier
eine Zerlegung in Einzelterme nach dem Faktorenprinzip angestrebt. Zusatzlich sol-
len die Terme so weit wie moglich in Momenten— und Normalkraftterme getrennt
werden.

33Dje Rechenschritte bis zu diesem Ergebnis sind komplex. Besonders ist wiederum eine quadra-
tische Gleichung in By, die aus den Normalkrafttermen resultiert, durch vielfaltige Umformungen
in eine lineare Gleichung zu iiberfiithren.

34Ein positives Biegemoment M, wird durch eine Druckkraft, die oberhalb der Schwerachse
angreift, vergréfiert, wie es auch der Vorstellung entspricht (z)y hat oberhalb S ein negatives
Vorzeichen).
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Grundseitenlasten

In Gleichung (3.75) werden die Terme, die aus Wind oder Vorverdrehung resultieren,
eliminiert. Es ergibt sich dann die Seitenlastgleichung

0s(z) = il (1)2 (g + L) mayy NoX + mi} (M — 202w NoMy + "4 NG) (,m;) |

nw\L) \¢7F X — aN, 22 — 2M,z, b

die von den Einwirkungen her additiv in einen Momenten— und einen Normalkraft-
anteil getrennt werden kann:

~~
&8
S
I
S
o
&3
g
+
5y
o~
&8
p——
~~
(%)
-3
<N
A

Die Einzelterme lauten:3%

e = (5) (B4 h) P (5).
20 = () () R e ()

Diese Terme werden jeweils wieder in Produkte aus Grundseitenlast und System-
faktor zerlegt:

2s(z) = ¢35 (2)k) + alo ()R
Fiir den Momententerm ergibt sich dabei als Grundseitenlast:
() = @) =2=0)=

mwzylMy(My - 2QOZNN0) (-1_ + l) s
L(T -— a'nNoif,) € g

T
n (T) NE X €6
Zu beachten ist hier, da die Normalkraftordinate nicht auf Null gesetzt wurde, um

fiir den Systemfaktor eine der Gl. (3.33) dhnlichere Formulierung zu erhalten.

Die Grundseitenlast fiir den Normalkraftanteil folgt aus der Bedingung
¢0(z) = ¥ (2)(z = 2n =0)
zu

mw?aNg
ey = e

T % -+ %) sin (EE) . (3.78)

Diese Gleichung entspricht voll der Gl. (3.55), die fiir die alleinige Wirkung von
Normalkraften hergeleitet wurde.

Systemfaktoren

Um die verschiedenen Hohenordinaten, die auch ungleich Null sein kdnnen, zu er-
fassen, werden wieder Systemfaktoren definiert. Der Systemfaktor fiir den Momen-
tenterm ergibt sich aus der Bedingung

M _ Q?{(x)
¢ gM(2)

3%Eine vollstindige Trennung der Momente und Normalkrifte ist nicht méglich. Die hier vorge-
stellte Lsung stellt eine Optimierung aus mehreren Varianten dar.
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zu
1
M = - ) (3.79)
L= 2z My — 1z (2)” + iz No(az ~ 2p2v)
T— a71Noi§

Er entspricht nahezu dem Faktor (3.33) unter reiner Momentenbelastung, wobei
zweil normalkraftabhingige Korrekturglieder zu beachten sind. Im folgenden Kapitel
werden anhand von Vergleichsrechnungen fiir die Korrekturfaktoren zahlenmiSBige
Abschétzungen vorgenommen, um die Berechnung zu vereinfachen.

Der Normalkraftterm kann unter der Bedingung

N
kiv = g%v—
950
nach einigen Umformungen zu
N 1
k) = (3.80)

¥1No (ezy — pzn)” + 2v1020 M, .
oT + 1 No (¢?2% — &) + anzeq (£)

errechnet werden. Auch dieser Faktor entspricht nahezu dem reinen Normalkraft-
systemfaktor (3.55) mit der Erginzung zweier Korrekturanteile aus Momentenwir-
kung. Fiir die Korrekturanteile werden anschlieend ebenfalls zahlenmiBige Ab-
schétzungen durchgefiihrt. Beide Systemfaktoren sind definitionsgems gleich Fins,
brauchen also nicht beriicksichtigt zu werden, wenn die betreffenden Hohenordina-
ten gleich Null sind.

Windlastfaktoren

Um die Windlastfaktoren berechnen zu kénnen, werden aus der allgemeinen Seiten-
lastgleichung (3.75) alle Anteile bis auf die von der Vorverdrehung ¥y abhingigen
Terme betrachtet:

7‘_)2 (X Ny + M2) (f + %) + 719w (%‘)2 (20 = 20 )(aNs2y + M) (m:)
L

1
9s(z) = — (— 5 sin
v1 \L X —alNgz2 —2M;z,

Diese Gleichung wird wieder in einen Momenten— und einen Normalkraftanteil auf-
gespalten

') = :rlT (%)2 X aJZ\flsz;%?Msz., sin (ELE) ’
2e = 5 (5) rae i ()

mit den Zahlertermen

Z = ({‘ + —,f—)mzvfMy(My = 2¢zxn No),
2
Zy = Yiqwaz(%) mM,,
Zs = (E+%) (moyNoX +miyde?NZ),

(
Zs = mylquaz(£)’No(az, — pzn).
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Der Einfluf der Windlast auf den Momentenanteil folgt aus der Bedingungsglei-
chung

kM —_ qilf
Y (g =0) = g5k

7u36
M,
M =14 — (3.81)
2 1,1
mn2(My — 2¢2znNo) (E + p)
Er entspricht dem reinen Momentenwindlastfaktor, wobei das einwirkende Biege-
moment My durch ein Zusatzmoment aus der versetzten Normalkraft korrigiert
wird.

Der Windlastfaktor fiir den Normalkraftanteil wird aus der Bedingung

N
kul\)f _— q.’
¥ (qu = 0) = ¢JokY

nach einigen Zwischenschritten gewonnen:

BV =14 NnMy (@2 — p2n) (3.82)
w . .
ma? [aT + 31N (9255 — a%F) + amzea (£)7] (2 + §)

Zusitzlich zu dem reinen Normalkraftwindlastfaktor ist wiederum ein von der Gleich-
last abhéngiges Korrekturglied vorhanden, das spiter ebenso wie das Korrektur-
glied beim Momentenwindlastfaktor numerisch anhand von Vergleichsrechnungen
abgeschatzt wird.

Vorverdrehungsfaktoren

SchlieBlich sollen auch hier die Einfliisse einer Vorverdrehung 9 beriicksichtigt wer-
den konnen. Hierzu wird die vollstandige Seitenlastgleichung (3.75) mit allen Ter-
men herangezogen, um dem bausteinartig aufeinanderaufbauenden Faktorenprinzip
gemaB Kap. 3.2.2 zu entsprechen. Die Aufteilung in einen Momenten— und einen
Normalkraftterm ergibt hier:

1 sr7\2 21+ Zo+ 7. . [TT
M _ 1y 1 2 3 e
(@) = — (L) X — aNsz2 — 2Mszg 0 ( 2 ) ’
1 /m\2 Za+Zs+ 2 . [Tz
N _ iy 4+ Zs + Zsg Tz
') = = (3) X = aNsz2 — 2Msz, sin ()
mit den Zihlertermen
Z = (% + %)mz'nyy(My — 2pzn Np),
2
Zy = 'ﬁ?QwAZ(%) mMy,
Zzs = Po1f(My),
Zs = (% + 'Il;') (mayi NoX +m?y2p? 23 NE) ,
Zsy = mequZ(é)zNo(azv - ©zN),
Zs = Yo1f(No).

36 Beziiglich der Vorzeichenwahl fiir g, wird auf Kap. 3.2.1 verwiesen.
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Die Funktionen f(M,) und f(No) stehen fiir langere Einwirkungsterme der jeweili-
gen KraftgroBen.”

Aus den entsprechenden Bedingungsgleichungen

M
M qs

B =
07 M (9, = 0) = ¢MEMEM

und

N
kl\g — ds
DT ¥ (90 = 0) = gk N kY

lassen sich nach vielen Umformungen die Vorverdrehungsfaktoren fiir den Momen-
tenterm und den Normalkraftterm ermitteln:®®

T — 12y (My — 202N No)
RY Ly (M, — 2028 No) (1 + 3)

o, (3.83)

Y120 [No (a?if — ¢?2%) — aqz, (_;;_)2] —pznT
BYL [o = 1iNo (o232 +¢22%) + aaz (£)°] (2 +3)

Jo. (3.84)

Wie bei den iibrigen Faktoren unter kombinierter Beanspruchung finden sich auch
hier in beiden Formeln zwei Korrekturterme aus der jeweils anderen Beanspruchung
wieder, die im folgenden Kapitel zahlenmiBig abgeschitzt werden. Ansonsten sind
die obigen Faktoren mit den entsprechenden Faktoren aus den Kap. 3.2.1 und 3.4.1
identisch.

3.5.3 Numerische Vergleichsrechnungen — Niherungsformeln

Um die Richtigkeit der im Kap. 3.5 hergeleiteten Gleichungen zu beweisen und
anschlieBend durch Vergleichsrechnungen Vereinfachungen durchfithren zu kénnen,
wurde ein Programm in der Programmiersprache C geschrieben.?® Das Programm
kann fiir beliebige symmetrisch momenten— und normalkraftbelastete Trager itera-
tiv nach dem in Kap. 3.4.3 beschriebenen Prinzip die Grundseitenlasten und die
jeweiligen Einfluifaktoren berechnen und mit den im vorigen Kapitel abgeleiteten
Formeln vergleichen. Bei diesen Vergleichen ist die Richtigkeit der Herleitungen des
vorigen Kapitels ausnahmslos bewiesen worden.

In einer Nachlaufrechnung des Programms kdnnen dann Niherungslésungen mit den
wexakten® Formeln verglichen werden. Hierzu werden einige Parameter definiert, die
in der betreffenden Gleichung den Einflul der jeweils anderen Beanspruchungsart
beschreiben. Ziel dieses Vorgehens ist, jene Parameter zahlenmaBig abzuschitzen, so
daB auch bei kombinierter Beanspruchung die Formeln aus einfacher Beanspruchung
mit leichten, hauptsachlich numerischen Korrekturen verwendet werden konnen.

Definiert werden die dimensionslosen Steifigkeitsfaktoren

._Tl
ATl—- T

37Diese Terme kénnen bei Bedarf bei den Verfassern angefragt werden.
38Die Erlauterung der Betragszeichen und der Vorzeichenwahl ist in Kap. 3.2.1 nachzulesen.
3%Das Programm kann bei den Verfassern eingesehen werden.
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mit
T]_ =T — a'leoif,

fiir ¢M und kM und

AT2 = %:2
mit
v ] L\ 2
L=T- -;NO(GZ’;% — @’ 2%) + 11209 (-7;)

P TR e I N LN IN e Ry N s . oy
fiir die Faktoren k;°, &, und k;;. Zur Abschitzung des Differenzmoments im Faktor
kM wird der dimensionslose Momentenfaktor

mit
My = My + J—gg(az,, — 2pzN)
eingefiihrt. An dieser Stelle soll nochmals an die Definition des effektiv einwirkenden
Biegemoments
efM, = My — 2pzn No, (3.85)

das ebenfalls in die Gleichungen eingesetzt wird, erinnert werden. Als weiterer, sehr
hilfreicher Parameter 148t sich eine Bezugssirecke
o= T
"~ efM,

(3.86)

festlegen, die in ¢/ und k¥ eingearbeitet wird. Mit diesen Parametern lauten die
Gleichungen:

2
M _ munMy 1) (72
w(@ = (e + /3) sin ( I ) (3.87)
mn2aN, . [Tx
1
M = < (3.89)
: 1 2y12zy MyaMy — 71zqq(-f;-)
TAT1
N = - ! —— (3.90)
= 1o lazy — pan)” + 210z, My

aTATg

M = 14 M (3.91)
mw2efMy, (% + %)
Y = 14 —Mu 0z = eay) (3.92)
N mm2aaefMyaT, (% + —/]3‘-)
aly — z
M = 14 -;[——11—1 do (3.93)
L (1+1)

(s - 1 —-ATz) - QYZN
BN = 1+ ( — | Yo- (3.94)

¥ LaaTs (2 +4)
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Die Steifigkeitsfaktoren aTi ; und der Momentenfaktor aM, lassen sich zu einer
analytischen Abschitzung in die allgemeineren, dimensionszugeordneten Gleichun-

gen
2
_ ,_on zulop h 1
2Ty = 1 —-4 K,N—————GT 1+ 3 17’

zulop (%)2 [1 + (%)2] -3 [SDCN (%)]2
Gr
4’71

aly = 1-mekn

ke, 2B zulaB (1 _;,’,VM) (%)

6zu1<fnu KN acv - 2<pCN
zulop kpr 1.74 — 0.26vps

aM, =

umformen.*® Werden fiir die einzelnen Variablen Zahlenwerte eingesetzt, die den
iiblichen Ausfithrungen bei Briickentragern (vgl.[30]) entsprechen, lassen sich fol-
gende Schliisse ziehen:

e AT} ~ 0,95
e Der Faktor aTy variiert stark in Abhangigkeit von h/b. Deshalb wird eine
2
Funktion ATy = fr =1—y (%) mit y & 1/150 vorgeschlagen.

e alM, ~1,00.

Mit diesen Werten wurden ca. 200 Beispieltridger berechnet, wobei der Fehler der
N&herungen mit einem steigenden Verhaltnis h/b zunimmt:

e h/b=4 — Fehler < 10%
e h/b=5 -— Fehler <15%
e h/b=6 — Fehler < 20%.
Aus dieser Analyse folgt, daB fiir Briickentrdger die obigen Zahlenwerte in die

Gln. (3.87) bis (3.94) eingesetzt werden konnen, ohne daff das Ergebnis zu ungenau
wird:

‘nM, . (T
) = (11 3)an(3) as
2 N, .
N(z) = 215—“——(3 (% + -/13-) sin (%) (3.96)
1 ,
M = (3.97)
) 1— 2v12y My — ')’1qu(.,%‘)2

0, 95T

40Folgende dimensionslose Parameter wurden hier eingefiihrt:
9D
e Normalkraftspannungsausnutzung Ky =
P gs gAN = sl —

— -3
¢ Momentenspannungsausnutzung ks = Zﬁﬁ;
¢ Hohenparameter {; = ihl

¢ Momentenverhiltnis vps = %ﬁ- = %g.
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1
BV = - (3.98)
1 — 1lNo (a2 — p2n)” + 21020 My
afrT
M,
M= 14 (3.99)
mn2efM, (% + %—)
WY = 14 M (em - eay) (3.100)
m?aafrefM, (1 + 1)
B = 14|y, (3.101)
EML (-1;- + %} |
BY = 140l men ), (3.102)
k¥Lafr(1+1)

In einer zweiten Stufe kann mit der Begriindung aus Kap. 3.4.3 der Parameter ¢
folgendermafien genihert werden:

P~ a.

Hierdurch vereinfachen sich die Gleichungen der Normalkrafteinflufaktoren weiter
in die Richtung einer praxisgerechten Formulierung:

BV = L , (3.103)
1 — 21aNo (7 = 2n)" + 2712, My
T
Y = 14— Me (= 2N) (3.104)
mw2afrefM, (% + %)
S W - 1C b ;) ks 4 (3.105)

YL (1+1)

In Kap. 7 werden diese Gleichungen durch Einsetzen von weiteren Zahlenwerten in
Anwenderformeln iiberfiihrt.

3.5.4 Verfahren bei asymmetrischen Momentenlinien

Im Falle asymmetrischer Momentenlinien mu88 das vollstindige lineare Gleichungs-
system (3.74) aus Kap. 3.5.1 verwendet werden. Aufgrund der Komplexitit des
Systems 148t sich aber keine geschlossene Gleichung fiir die Seitenlast g, wie in den
vorigen Abschnitten herleiten. Deshalb wurde ein Rechnerprogramm geschrieben,
das ~ auf dem Gleichungssystem (3.74) aufbauend — die Seitenlast iterativ ermitteln
kann. Durch Vergleichsrechnungen sollte dann ein Faktor kjs gefunden werden, der
die Ergebnisgleichungen des Kapitels 3.5.3 so ergénzt, daf8 auch asymmetrische Mo-
mentenverldufe beriicksichtigt werden kdnnen. Dieser Faktor ks sollte prinzipiell in
dhnlicher Weise wie der gleichlautende Faktor (3.46) in Kap. 3.3.2 aufgebaut sein.

Programmtechnische Bestimmung von ks

Das Rechnerprogramm, das in Kap. 3.3.2 zur Bestimmung von kjs erstellt worden
war, wurde jetzt um die Normalkraftterme erweitert. An dem prinzipiellen Algorith-
mus wurden keine Anderungen vorgenommen, so daB auch hier iterativ die gréfite
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Verbandsquerkraft max @, und das gréfite Verbandsbiegemoment max M,;, das
aufgrund der Lastasymmetrie nicht mehr bei z = L/2 liegt, berechnet werden. Aus
diesen beiden Schnittgrofien konnen dann durch Vergleich mit den entsprechenden
SchnittgréBen im Fall einer symmetrischen Belastung*' die Faktoren kjs zur Be-
rechnung der veranderten Seitenlast ¢, gewonnen werden.

Ziel der Ableitungen war es auBlerdem, nur die Momententerme in der zusammen-
gesetzten Seitenlastgleichung (3.76) mit dem Momentenfaktor zu gewichten. Dafiir
muBte bei der Bestimmung der gr68ten Verbandsquerkraft aus asymmetrischer Mo-
meniteneinwirkung von der gréfiten Querkraft aus kombinierter Einwirkung der An-
teil aus der symmetrischen Normalkraft abgezogen werden:

asymQY = maxQ,, — QY
mit
L
N N
Qus =g ';

Der Momentenfaktor zur Berechnung der gréBten Querkraft des Verbands lautet
dann:

symmQM — asymQ¥
symmQ@QM

Ic,%’:l-}-

3

mit der groBten Verbandsquerkraft aus symmetrischer Momenteneinwirkung

L
ymmQlt = g L.

Die Seitenlasten ¢V und ¢ lassen sich aus den Gleichungen des Kap. 3.5.2 be-
stimmen. Fiir die Ermittlung des gréBSten Verbandsbiegemoments kann analog ein
Faktor k}7* berechnet werden.

Da der Faktor kps wieder die Formulierung
ky =1+vfa=1+(1-k)*3a (3.106)

aufweisen soll, sind die numerischen Untersuchungen am besten auf das Fehlerglied
a, das sich dann aus der umgestellten Formel
ka —1

errechnen 1aBt, zu konzentrieren.

Die numerischen Vergleichsrechnungen an ca. 50 Tragern mit vielen Lastvariationen
haben zu folgenden Ergebnissen gefiihrt:

e Der Faktor kps unter reiner Momentenbeanspruchung nach Kap. 3.3.2 kann
unverdndert fiir Tréger unter kombinierter Beanspruchung verwendet werden.
Beim einwirkenden Biegemoment My in den Teilgleichungen sind die unglei-
chen Randmomente zu beriicksichtigen. Die Gl. (3.106) pafBit sich auch der
Seitenlastfunktion unter kombinierter Einwirkung sehr gut an.

e Die Verlaufsfunktion vf lag mit einem Exponenten 2/3 bei allen getesten An-
wendungen auf der sicheren Seite.

#1Der symmetrischen Belastungsfunktion wird das per definitionem betragsgréfiere linke Stiitz-
moment M}, zugrunde gelegt.
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¢ Das Fehlerglied a nach Gl. (3.107) kann weiter aus den Diagrammen 3.6
bis 3.13 entnommen werden. Diese gelten zwar streng nur fiir N = 0, lagen
aber fiir N # 0 bei allen gerechneten Beispielen auf der sicheren Seite.

AuBerdem wurden durch die Vergleichsrechnungen die schon im Kap. 3.3.2 getrof-
fenen Feststellungen bestatigt:

e Durch die Multiplikation des Momentenanteils der Seitenlastgleichung mit
dem Faktor kps wird diejenige Seitenlast ermittelt, die die groBte Verbands-
querkraft erzeugt.

e Wird der Faktor ks zu Eins gesetzt, erhdlt man diejenige Seitenlast, die das
grofte Verbandsbiegemoment erzeugt.

Naherungslsung fiir asymmetrische Momentenlinien

Zur Vereinfachung der Berechnung kann — wie durch Vergleichsrechnungen bewiesen
wurde — ohne den Faktor kps auf der sicheren Seite liegend mit einem symmetrischen
Momentenverlauf gerechnet werden, wenn das betragskleinere Stiitzmoment Mg*?
der Berechnung zugrunde gelegt wird. Alle anderen Parameter sind unverandert zu
belassen. Die Abweichungen lagen im Vergleich zur asymmetrischen Berechnung bis
zu 25%, in der Regel aber unter 10% auf der sicheren Seite.

3.6 Kritische Parameter

Das hier eigentlich vorliegende Stabilitdtsproblem wurde in den obigen Betrachtun-
gen durch Einpriagung von Vorverformungen und Aufbringung von Querlasten als
Spannungsproblem behandelt, um die seitlichen Abtriebskréfte explizit berechnen
zu kénnen. Genauso wie beim Stabilitdtsproblem ergeben sich aber auch beim Span-
nungsproblem unter bestimmten geometrischen und dynamischen Konstellationen
Zusténde, unter denen das gesamte System versagt.

Dieses Systemversagen ist von einer Vielzahl Parameter abhéngig. Mechanisch 148t
sich der Grenzzustand im Rahmen des hier enwickelten Formelkomplexes am besten
aus dem Systemfaktor k; unter der Bedingung

ky — o0

herleiten. Geht der Systemfaktor gegen Unendlich, folgt daraus auch eine unendlich
grofBe Seitenlast, also ein Tragsystem im Versagenszustand.

Bei Beanspruchung durch Momente und Normalkrifte existieren zwei Systemfakto-
ren k, fiir die jeweiligen Einwirkungen. Wird zuerst der vollstindige Systemfaktor
kM nach Gl. (3.79) unter der Bedingung

1

5 =
21z My — 71209 (£)” + 1120 No(az — 202n)
T-— (X'hNgizz)

M = 00

1

betrachtet, kann dieses nur durch die Erfiillung der Gleichung

: L\’
T— a'leoz; = 22,11 My + 1120 No(azy — 202N) — 1192, (;)

“2hei negativen Stiitzmomenten!
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verifiziert werden. Aus der Vielzahl der Variablen dieser Gleichung ist eine Varia-
ble festzulegen, die das Eintreten des Versagenszustands charakterisieren soll. Die
Verfasser haben sich fiir die Variable z, entschieden, da iiber die Angriffshéhe des
Aussteifungsverbands die Stabilitdt des Systems am effektivsten gesteuert werden
kann. Die obige Gleichung ist quadratisch in z,. Aufgelost nach z, ergeben sich
dann die beiden kritischen Verbandshdhen

T JAY .
. M, - N, - No\2 =+ 7z¢ (%) — aNpi
kritz,,, = My —PEN Vo == (My PZN 0) 4 1 q (,r) >

a Ny aNy aNy
= —aFb. (3.108)

Wird anschlieBend der vollstindige Systemfaktor kY nach GIl. (3.80) unter der Be-
dingung

EN = 1 =00
s - P —
71.Vo (azv - WZN) + 2710‘va9

aT + 71 No (p22% — 0‘2’}3) + 71249 (%)2

betrachtet, fithrt dieses zu der aus dem Nenner gewonnen Erfiillungsleichung

. L\?
oT — 41 Ng (azzf, - gozzfv) + av1249 (;) = 11 No(azy — g@ozN)2 + 2viaz, My.

Die Auflésung nach z, ergibt die identische Gleichung (3.108) fiir die kritischen
Verbandshhen, was die Richtigkeit der Herleitungen bestitigt.

o
o Versagenszone
X X

| Ubergangsszone
~b Trager
kritz,,
limz 3 .
v 4 stabile Zone
—a
S
limz
E ' | dimees
kritzo, 1.
-1 Ubergangsszone
4 x g
XXXX
":"z Versagenszone
X X

Abbildung 3.17: Verbandsangriffzonen

Die beiden Hohen kritz,, , geben die Versagensrandpunkte des Systems an (s.
Abb. 3.17). Greift der Verband oberhalb oder unterhalb dieser Punkte an, ist das
System instabil (Versagenszone). Innnerhalb dieser Grenzen ist das System stabil
(stabile Zone und Ubergangszone). Von den Verfassern wird allerdings vorgeschla-
gen, von den Versagensrandpunkten kritz,, , einen Sicherheitsabstand zu halten, da
in einem gewissen Bereich (Ubergangszone) die Verformungen grof sind und kleine
Anderungen des Lastzustands grofie Auswirkungen auf die Stabilitit haben kénnen.
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Die obere Grenze kritz,, ist relevanter beziiglich der Normalkrafteinwirkung und
reagiert sehr empfindlich auf eine Vergréferung der Normalkraft. Daher wird hier ein
Sicherheitsabstand von /2 empfohlen. Fiir die gréBte zulissige obere Verbandshshe
folgt dann:*3

. . h h
limz,, = kritz,, + 3 > ) (OK Trager). (3.109)
Die untere Grenze kritz,, ist gleichermaBen relevant fiir Momente und Normal-
kréfte, andert sich aber bei kieinen Lastverinderungen nicht so stark. Daher wird
ein Sicherheitsabstand von h/4 vorgeschlagen. Fiir die kleinste zulissige untere Ver-
bandshohe folgt dann:

limz,, = kritz,, — % < +g (UK Trager) . (3.110)
Die einzuhaltende Bedingung lautet dann:
limz,, <2z, <limz,,. (3.111)

Die kritischen Hohen sollten unbedingt berechnet und die Einhaltung der Grenz-
werte iiberpriift werden, wenn man bei der Seitenlastberechnung Systemfaktoren k,
erhalt, deren Zahlenwerte gréBer als 2,5 sind.

Wirkt nur eine Schnittgréfie im System, vereinfacht sich die Formel erheblich:

e Bei ausschlieBlicher Wirkung von Momenten wird aus der quadratischen Glei-
chung in z, eine lineare Gleichung mit nur einer kritischen Héhe:

2
% + 249 (%)

kritz, = 5
y

(3.112)

Es ist dann nachzuweisen, daB der Verband oberhalb der zuldssigen Verbands-
hohe

h
lim 2, = kritz, — % <+3 (UK Trager) (3.113)

angreift.

e Bei ausschlieBllicher Wirkung von Normalkriften empfiehlt sich die Aufidsung
der Gleichung nach einer kritischen Normalkraft. Das Ergebnis entspricht der
Gl. (3.72) in Kap. 3.4.1:

T

kritN = " [a (Zg + zg) - 2‘PZNZv] ‘

Die berechnete Normalkraft sollte dann kleiner als eine mit einem Sicherheits-
beiwert von 1,5 gewichtete Normalkraft sein (s. GI. (3.73)):

kritN
< .
zulN < 15

43Die Vorzeichen des Koordinatensystems sind zu beachten!



Kapitel 4
Interaktionen

In diesem Kapitel sollen die Beanspruchungen der Teilquerschnitte, die sich aus den
Seitenlasten ergeben, untersucht werden. Da der Trager verdrillt und verschoben
wird, entstehen Torsions— und Querbiegemomente und aus diesen die zugeordne-
ten Spannungen. Die zusitzlichen Spannungsausnutzungen der Triger kénnen, wie
Beispielrechnungen gezeigt haben, infolge Torsion um 60% und infolge Querbiegung
um 15% liegen. Da sie den Querkraftschubspannungen bzw. den Hauptbiegespan-
nungen zu superponieren sind, sollten sie nach Ansicht der Verfasser beriicksichtigt
werden.

4.1 'Torsionsbeanspruchung

Das Torsionsmoment wird aus der Drillungsbeziehung®
Mp(z ™
D(z) = ¥(z) = —l’f(-_) ~  maxMp = TV (}3) (4.1)

gewonnen.? Der Winkel ¥, steht fiir die grofite Tragerverdrehung (bei symme-
trischen Beanspruchungen in Feldmitte). ¥, kann durch Umformungen aus der
Gleichung fiir die Seitenlast g, berechnet werden. Dazu wird zuerst die allgemeine
Seitenlastgleichung (3.29) aus Kap. 3.2.1 nach B, aufgeldst:

8
B, =L2L. (4.2)
(£)
Diese Beziehung wird in die Gl. (3.27)
L M,
By (%) mM, ()
eingesetzt:

7\ 2
1:21_]\_41_(2)__ (19m+190m+——-ql-;-5>-
& mM, (f)

1Um bei mehrteiligen Trigern einer Verwechslung der Indizes vorzubeugen, erhalten alle Ver-
formungsordinatenwerte in diesem Kapitel statt des Index ,1“ den Index ,,m“.

2Es werden im folgenden nur die betragsgroften Schnittgréfen und Spannungen betrachtet.
Fir den Torsionsmomentenverlauf ist festzuhalten, da das gré8te Torsionsmoment infolge der
Cosinus—Funktion (¥/(z)) an den Lagern auftritt.
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Aufgelst nach ¥, folgt dann unter Beachtung von ¢, = ¢s + qu:

qs
Oy = —2 o, (4.3)
mM, (%)2

Damit ist die gesuchte Bestimmungsgleichung fiir den Drillwinkel gefunden und
kann in Gl. (4.1) eingesetzt werden:

- T T
My = ey = domT (L) (4.4)

Mit dieser Formel ist das grofite Torsionsmoment des Trigers am Auflager zu be-
rechnen. Folgende Ergénzungen sind noch wichtig:

¢ bei asymmetrischen Momentenverldufen ist die rechte Seite der Gl. (4.4) durch
den EinfluBfaktor kps zu dividieren, wie eine entsprechende, etwas lingere
Herleitung zeigt,

e bei mehrteiligen Tragern ist zur Berechnung der Torsionsmomente der Fin-
zelquerschnitte in Gl. (4.4) an die Stelle der Gesamttorsionssteifigkeit T' die
Jeweilige Teiltorsionsteifigkeit T; zu setzen. So erhidlt man ndherungsweise das
Teiltorsionsmoment Mp,. Die Begriindung hierfiir ist in Kap. 2.4.2 zu fin-
den, wo festgestellt wurde, dafl die Einzelverdrehungen ¥; in etwa gleich der
Gesamtverdrehung 9, des Querschnitts sind, die Torsionsmomente also pro-
portional zu den Steifigkeiten verteilt werden kénnen. Die Korrekturempfeh-
lungen nach Tab. 2.1 sollten bei dreiteiligen Querschnitten und Stiitzweiten
unter 600 cm beachtet werden.

Die Schubspannung infolge Torsion berechnet sich dann nach der Gleichung
(4.5)

wobei Formeln fiir das Torsionswiderstandsmoment Wy z.B. [38, Seite 4.32] oder
Kap. 1.3 zu entnehmen sind. Die Torsionsschubspannungen miissen mit den Quer-
kraftschubspannungen nach den Regeln aus [1] iiberlagert werden. Das berechnete
Torsionsmoment muf von dem Gabellager aufgenommen werden kdnnen.

4.2 Querbiegebeanspruchung

In ahnlicher Weise werden die Querbiegemomente fiir die Triger ermittelt. Die
Momenten—Kriimmungsbeziehung liefert die Bestimmungsgleichung fiir M, :*

T\2
M,(z) = =B,v"(z) ~ maxM, =uvn, (f) B,. (4.6)
Die maximale Schwerpunktverschiebung des Tragers folgt aus Gl. (3.26) zu

my1 My V14w
—"—';'—'(0171. + 390m) -+ "“"’;‘—
B, (3)* B, (3)°

3Es werden im folgenden wiederum nur die betragsgroften Schnittgréfen und Spannungen
betrachtet. Fiir den Querbiegemomentenverlauf ist festzuhalten, dafl das gréfite Moment infolge
der Sinus~Funktion (v’ (z)) in Feldmitte auftritt.

Vm = Vm2y + (4.7)
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In diese wird wie oben die allgemeine Beziehung (4.2)

— 71%}%

(3)*

eingesetzt. Nach einigen Umformungen erhilt man dann die einfache Formel

B,

L
Uy = —ﬁ— + 2y¥m = vy, + 2¢0m- (4.8)

U, ist hierbei nach Gl. (4.3) zu berechnen. In Kenntnis beider Verformungswerte
kann dann mit Gl. (4.6) das gréBte Querbiegemoment bestimmt werden.

Auch hierfiir sind zwei Anmerkungen notwendig:
e bei asymmetrischen Momentenverlaufen wird durch die Beriicksichtigung des
Faktors kar bei ¥, (s. 0.) auch der Verschiebungsfunktion Geniige getan,

¢ bei mehrteiligen Tragern mu8 die infolge des Hohenversatzes verdnderte Schwer-
punktverschiebung jedes Einzelquerschnitts bestimmt werden:

L

Vi = Um — Om2pg, = 3 + O (20 — 201,)- (4.9)
Dann betrigt das Querbiegemoment fiir den Einzelquerschnitt 7 entsprechend
der Gl. (4.6)
2
max M;, = v; (-L-) B.., (4.10)

wobei wiederum auch die Einzelquerbiegesteifigkeit B;, zu beriicksichtigen ist.

M, ruft im Trager eine Biegespannung hervor, die nach der bekannten Gleichung

op, = s
B =3

(4.11)

bestimmt wird und mit der Hauptbiegespannung op, zu superponieren ist.*

4.3 'Torsionsstreckenlast

In Kap. 2.4.4 wird zur Berechnung des Schubflusses und der Stabdiibelbeanspru-
chung eine Formel hergeleitet, die von der Torsionsstreckenlast g,, abhangt. Diese
Last kann jetzt in Weiterfilhrung der obigen Herleitungen bestimmt werden zu

my
Qyo = s (412)
g

mit mp(z) = Mz (z), also mit dem maximalen Ordinatenwert (s. Gl. (4.4))

_ 1 gsT 7w\ 2
mr = - (mMy — JomT (Z) ) (4.13)

*Es ist zu beachten, daf zumeist beide Spannungen in Feldmitte maximal werden.



Kapitel 5

Verhalten zwischen den
Festhaltepunkten

In Kapitel 3 wurde die Aussteifung des gesamten Trigersystems untersucht und
durch die Herleitung der Seitenlastformeln der Berechnung zuginglich gemacht.
Dabei wurde der Aussteifungsverband als kontinuierliche seitliche Stiitzung (elasti-
sche Bettung) betrachtet. Tatsichlich greift der Verband aber nur an k+1 diskreten
Punkten im Abstand s am Trager an, so dafi der Trager weiterhin in den dazwi-

= T Znorn

chanlicocandan b Boldarn jewaile anf da
Suucuucscuucu £ £e1Ucrn jewcCils aul GOl Lalige

s=7 (5.1)
frei kippen kann. Unter ,,Kippen“ wird dabei das seitliche Ausweichen des Tragers
(bzw. des betrachteten Teilfelds) bei gleichzeitiger Verdrehung infolge einer Momen-
tenbeanspruchung um die Hauptachse verstanden.! Betroffen hiervon sind beson-
ders schlanke Querschnitte (grofies h/b—Verhaltnis) und Trager mit einem grofen
Abstand der Festhaltepunkte. Da die Torsionssteifigkeit eine Hauptwiderstands-
groBe fiir das Kippen ist,? sollten auch ,drillweiche® Trager wie die vorliegenden
Trager aus nachgiebig zusammengesetzten Querschnitten iiberpriift werden.

Nach DIN 1052 Teil 1 [1] wird das Kippen zwischen den Festhaltepunkten durch
einen Stabilitatsnachweis mechanisch erfafit:

0B
1,1kpzulep sl (5.2)

Der Kippbeiwert kp bestimmt in dieser Relation die Kippgefihrdung.® Er wurde
durch einen Ansatz nach Theorie II. Ordnung von Brininghoff hergeleitet [39]. Al-
lerdings ist diese Herleitung fiir monolithische Querschnitte durchgefiihrt und aus-
gewertet worden, so daf in die Ergebnisgleichungen die bei nachgiebigen Tragern
kleinere und somit ungiinstigere effektive Torsionssteifigkeit efT” nicht direkt ein-
gearbeitet werden kann. Weitere Betrachtungen des Kippversagens zwischen den

!Nach Ansicht der Verfasser sind durch die folgenden Beschreibungen und zugehérigen Berech-
nungswege auch Trager erfafit, die nicht nur durch Biegemomente beansprucht werden, sondern
auch durch geringe Normalkrafte, wie sie z.B. aus Verbandslasten entstehen.

2Die Torsionssteifigkeit aktiviert die stabilisierende Wirkung der Biegezugzone auf die auswei-
chende Biegedruckzone.

3Je goBer die Kippgefahr ist, desto kleiner wird kg und damit der Nenner der Relation, der als
zulissige Kippspannung aufgefafit werden kann.
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Abstiitzungen sind u.a. von Lindner [35] und Reyer [40, 41, 42] vorgenommen wor-
den. Reyer beriicksichtigt in den beiden erstgenannten Verdffentlichungen beson-
ders die stabilisierende Wirkung der Nachbarfelder auf das untersuchte Feld. Auch
von den Verfassern dieses Berichts wurde ein Vorschlag zur Berechnung von kg
unterbreitet, der durch eine andere Festlegung von Hilfswerten eine lastabhingige
Betrachtung des Kippproblems und nach der Ermittlung von kp auch eine genaue
Aussage liber die prozentuale Auslastung des Tragers aus Haupt— und Querbiegung
gestattet [43]. Eine direkte Beriicksichtigung der geringeren Torsionssteifigkeit ist
in den Berechnungsformeln aller genannten Arbeiten aber auch nicht méglich.

Im folgenden werden zwei Berechnungsvorschlige fiir die Kippuntersuchung der
Triger erldutert.*

5.1 Abschiatzung mit Hilfe der vorliegenden For-
meln

Die Verfasser erachten es auch fiir nachgiebig zusammengesetzte Biegetrager fiir
praktikabel, den Kippnachweis fiir das am stirksten belastete Feld des Tragers mit
den Nachweisgleichungen der oben zitierten Arbeiten zu filhren, wenn die geringere
Torsionssteifigkeit indirekt berticksichtigt wird. Hierzu sollte ein fiktiver monolithi-
scher Trager betrachtet werden, der die gleiche Hohe wie der reale Trager, aber
eine kleinere fiktive Breite aufweist. Die fiktive Breite soll iiber die Gleichheit der

g 7 NTUR PRI e « 0y HPLY WU RPN SR . PN
AUL blUqubClllsl\Cleu LDCOLLLILLIILY WTLUCIL.

[3efT
b= 3 —f}-— (5.3)

Fiir diesen Trédger mit dem Querschnitt (h/b*) kann dann der Nachweis gefiihrt
werden, wobei das Vorgehen auf der sicheren Seite liegt.

5.2 Abschiatzung nach Theorie II. Ordnung

Das hier vorliegende Kippproblem soll durch das Aufbringen von Vorverformun-
gen als Spannungsproblem nach Theorie II. Ordnung behandelt werden. Aus dem
Gesamttriager wird das am stirksten belastete Teilfeld herausgeschnitten (zumeist
das mittlere Feld). Dieses Teilfeld kann beziiglich des Kippens in guter Naherung
als ein gabelgelagerter Einfeldtridger betrachtet werden (vgl. [42, 44], s. Abb. 5.1
und 5.2). Die Belastung des Teilfelds besteht eigentlich aus Randmomenten und
einer Streckenlast mit beliebiger Lastangriffshche. Mechanisch auf der sicheren Sei-
te kann diese Kraftgruppe durch gegengleiche Randmormente ersetzt werden, wobel
die Grofe dieser Randmomente dem tatsichlichen Gréfitmoment dieses Teilfelds
entspricht (s. [42, 44]). Es gelten die gleichen mechanischen Voraussetzungen wie in
Kap. 3.

Dem betrachteten Teiltrager ist nach [1, Punkt 9.6.3] eine seitliche Vorverformung
in Form einer Sinus-Halbwelle einzuprigen:

vo(z) = vom sin (%) ; 0<z<s. (5.4)

“Der bisher oftmals angewendete Weg der Knickuntersuchung des Druckgurts stellt nach An-
sicht der Verfasser nur eine sehr grobe Nidherung dar und wird nicht weiter verfolgt.
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Abbildung 5.1: Vorverformter Teiltrager unter M,
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Abbildung 5.2: System, Verformungen und SchnittgréBen des Teiltragers

Die Vorverformungsordinate kann wieder iiber das StichmaB e definiert werden:

Yo = =, (5.5)

wobei fiir ¢ hier nach [1] fiir LH der Wert 289 zu setzen ist. Eine Vorverdrehung
hétte hier nur einen geringen EinfluB, so daf sie nicht betrachtet wird (vgl. [39]).

Der in Abb. 5.2 dargestellte, planmiflig auf Biegung um die y-Achse beanspruch-
te Trager wird tatséchlich auf Doppelbiegung beansprucht, da durch die seitliche
Vorverformung eine zusitzliche, nicht planmiB8ige Biegung um die 2—Achse hervor-
gerufen wird. Nach [1, Punkt 8.6.2] ist dann folgender Spannungsnachweis nach
Theorie II. Ordnung zu fithren:

O'H )i

By 7B
z < . ‘
1,1y zulop t 1,1yzuleg = 1 (5.6)

Die zulidssigen Spannungen sind in Gl. (5.6) wegen der nichtplanmaBigen Doppel-
biegung um 10% erhoht worden (Faktor 1,1); der LasterhShungsbeiwert v, betragt
2,0.

Fiir gabelgelagerte Trager unter konstanter Momentenbeanspruchung um die y-



86 5 Verhalten zwischen den Festhaltepunkien

Achse gelten nach Abb. 5.2 folgende Beziehungen:®

I
i y . : I __ I
0B, = ——VE—, mit My =1M, (5.7)
und
’e MH : Ir I
ol = "147_ mit MY = 9 M = Opny M. (5.8)

Hierbei ist ¥ der infolge der Vorverformung nach Theorie II. Ordnung entstehende
Torsionswinkel des Stabes, wobei mit dem gréfiten Torsionswinkel ¥,,, in Feldmitte
gerechnet werden soll. In Anlehnung an [45, S. 284 ff] 148t sich durch Ldsen des
entsprechenden Differentialgleichungssystems dieser Winkel berechnen zu:

MII
g4! "Tz_'UOm
1 (1M
( Ykrit )
Im gleichen Rechengang ergibt sich das hierfiir bendtigte kritische Moment (ideales
Kippmoment) My, ., zu:

i
v X /BT T B, efT (5.10)
Ykrit s { B .
/ B. \ /. efT \ ) ——

Damit sind alle fiir den Spannungsnachweis nach Gl. (5.6) bendtigten Variablen
formelmaBig bestimmt.

AuSBerdem sind der rechnerische Versagensfall und unvertraglich groe Verformun-
gen durch die Bedingung

71MyI < M‘ykriu (5'11)

ausgeschlossen worden. Diese Bedingung folgt aus der Forderung, da8 in Gl. (5.9)
der Nenner nicht gleich oder kleiner Null werden darf.

Bei Briickentrigern aus nachgiebig miteinander verbundenen Querschnittsteilen ist
i.d.R. zu erwarten, dafl sich keine , kipp—kritischen“ Zusténde einstellen, weil
e die Tréager relativ kompakt sind,

e die Trédger in recht engen Abstdnden durch die Aussteifungsverbinde gestiitzt
werden (relativ kleiner Tragerabstand!) und

e die aufnehmbaren Biegemomente wegen der Nachgiebigkeit der Trager zumeist
deutlich unter den kritischen Momenten liegen.

Trotzdem sollte zumindest eine Gegeniiberstellung nach Gl. 5.11 vorgenommen wer-
den.

5Bei Trigern aus nachgiebig zusammengesetzten Querschnitten sind die Biegespannungen in-
folge My” unter Berticksichtigung der Verbundfaktoren «v zu ermitteln.



Kapitel 6

Berechnung der
Verbandssteifigkeit

In den Berechnungen des Kapitels 3 wurde die Steifigkeit B, des Aussteifungsver-
bands implizit durch die Vorgabe einer maximalen Verformung des Verbands mit

L

maxvy, = — (6.1)

vorgegeben. 3 stellt hierbei ein von der Ausbildung des Verbands abhangiges, dimen-
sionsloses Stichmaf von ca. 600 bis 2000 dar. Der vereinfachten Seitenlastgleichung
in Kapitel 7 wird ein 8 von 1000 zugrundegelegt. Die meisten Verbande mit Stahl-
diagonalen weisen aber geringere Durchbiegungen von L/1800 bis L/2000 auf, wie
in der Literatur haufig nachgewiesen wurde (s. z.B. [9]). In diesen Fillen ergéaben
sich dann kleinere Seitenlasten infolge der geringeren Schrigstellung der Trager.

In Einzelfillen, wenn Zweifel an einer ausreichenden Steifigkeit des Verbands be-
stehen oder wenn kleinere Seitenlasten in Ansatz gebracht werden sollen, ist eine
explizite Berechnung von B, erwiinscht. Hierzu werden in der Literatur eine Viel-
zahl von Berechnungsvorschligen unterbreitet (z.B. von Méhler [8, 9, 46], Scheer
[47], Petersen [14], Speich et.al. [48], Gerold [49] und Fontana [50]).

Die Biegesteifigkeit B, des Aussteifungsverbands wird im Holzbau wesentlich durch
die Schubweichheit der Konstruktion und durch die Nachgiebigkeit der Anschliisse
bestimmt. Diese Einfliisse wurden am Fachgebiet Baukonstruktionen, Holz— und
Mauerwerksbau der TU Berlin von Tebarth [51] im Rahmen einer Diplomarbeit un-
tersucht und in anwendergerechten Formeln zusammengefafit. Im folgenden werden
diese Ergebnisse wiedergegeben.

Die Verformungen eines Aussteifungsverbands setzen sich aus

e den Biegeverformungen der Gurte,
e den Schubverformungen der Fiillstébe,
e den Verformungsanteilen der Anschluflkonstruktionen der Stdbe und

o den Verformungsanteilen infolge exzentrischer Anschliisse zwischen Gurt— und
Fillstaben (Nebenspannungen)
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zusammen.’ Besonders zu beachten sind dabei die Verformungsanteile der Diago-
nalstabe und der Anschliisse, welche die gréfiten Durchbiegungsanteile liefern.? Die-
se Einfliisse sollen in die Formel fiir eine wirksame Biegesteifigkeit B, des Verbands
integriert werden, so daB die Verformung des Verbands wieder iiber eine reine Bie-
geberechnung, z.B. fiir einen Einfeldtriger unter Gleichlast nach der Gleichung

_ bgLt
f= 384B,

bestimmt werden kann.

Konstruktiv sollte die Feldanzahl k des Verbands nach der Regel
L
it
bestimmt werden. Dadurch wird ein wirkungstechnisch optimaler Diagonalennei-
gungswinkel von ca. 50° erreicht. Die Bezeichnungen sind Abb. 6.1 zu entnehmen.

optk =1,2..1,3 (6.2)

1 ¥ ¥ ¥ ¥ ] 19=¢st+w

h

ik T
a L ¥

Abbildung 6.1: Fachwerkaussteifungsverband mit Zugdiagonalen aus Stahl

Die wirksame Verbandssteifigkeit ist dann iiber die Gleichung

1
B, =Flg——sr (6.3)
Elg
1+ X—:—L S
zu berechnen, wobei I fiir den Steiner—Anteil des Trigheitsmoments der Gurtstibe
Ig = hz-’%ﬁ (6.4)

und der Beiwert y fiir einen Gewichtungswert fiir das Verhiltnis Schub—/Biege-
verformung stehen. Bei einem Einfeldtriager unter Gleichlast betrigt x = 9,6. Ag
bezeichnet die Holzquerschnittsfliche der Gurtstibe bzw. die hierfiir anrechenbare
Flache der Haupttriger.

In dem Wert S;5 der ideellen Schubweichheit werden die Verformungsanteile der
Fiillstabe (Vertikale und Diagonale) und der Anschliisse beriicksichtigt:®
1 1 1 1 1

= 4 + . 6.5
Sia  Siav  Siap  Side,,  Sidg, (65)

! Die Durchbiegungsverringerung infolge durchlaufender Ober— und Untergurte ist gering (ca.
1...2%, s. auch [36]) und wurde daher vernachlissigt.

2Der prozentuale Anteil, den die Diagonalstibe zur Gesamtverformung beitragen, liegt i.d.R.
zwischen 40 und 50%. Ausgehend von dieser Erkenntnis kénnen die Durchbiegungen von Verbinden
durch die VergréSerung des Diagonalenquerschnitts auf einfache Weise reduziert werden, zumal
die Diagonalen einzig diesem Lastfall gehorchen miissen, also keinen Interaktionen unterliegen.
Der Anteil der Verformungen infolge der Nachgiebigkeit der Anschliisse betrigt ca. 25% der
Gesamtverformung.

3Vorausgesetzt werden hier Diagonalstibe aus Stahl und vertikal angeordnete Pfosten. Vertikale
und Diagonale sind indirekt iber Knotenbleche oder Laschen an die Gurte anzuschliefen.
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Die einzelnen Schubweichheitsanteile konnen iiber folgende Formeln berechnet wer-
den:

e fir die Vertikalstibe:

1 s s? h
= (1 +4 4 4-L—2) poy (6.6)
e fiir die Diagonalstibe:*
1 d®
= 6.7
SidD SthDAD ’ ( )
e fiir den AnschluBl der Vertikalstabe:
1 s 2\ 2
Sras = (1 + 4f + 435) o (6.8)
o und fiir den Anschlufl der Gurtdifferenzkraft:®
3
2s — 425
L L (6.9)

Siac,  h2Ca

Die Federsteifigkeiten Cy und Cjx fiir die Anschliisse kénnen avs den n—fachen Ein-

zelfedersteifigkeiten der Verbindungsmittel nach [27] gewonnen werden.® Die weite-
ren Parameter erkliren sich selbst.

Wie oben erwdhnt, betrigt der Anteil der auf die Diagonalstibe zuriickzufithrenden
Verformung 40 bis 50% der Gesamtverformung. Unter Ausnutzung dieser Tatsache
kann eine Naherungsformel fiir B, gefunden werden, die sich aus der Extrapolation
dieses Verformungsanteils ergibt:

- L2sh?EpAp

B, &~ (6.10)

4Mit d ist hier der Durchmesser der Stahldiagonalen bezeichnet.

5Die Anteile fiir den Anschluf der Diagonalen sind wegen der Ausfithrungin Stahl vernachlissig-
bar gering.

67 bezeichnet hier die Anzahl der Verbindungsmittel im betrachteten Anschluf.



Kapitel 7
Formeln fiir die Anwendung

In diesem Kapitel werden die hergeleiteten Formeln zusammengestellt und fiir die
Anwendung in der Praxis durch Einsetzen von Zahlenwerten fiir Parameter, die sich
in der Regel nicht veréndern, aufbereitet. Die verwendeten Bezeichnungen sind den
Tabellen des Kap. 1.3 auf den Seiten 4 f zu entnehmen.

7.1 Torsionssteifigkeit

In Kap. 2.4 sind anwenderorientierte Formeln fiir die Berechnung der Torsionsstei-
figkeit von Trigern, die aus mehreren, Uibereinanderliegenden und mit Stabdiibeln
verbundenen Rechteckquerschnitten bestehen, hergeleitet worden. Die Abstdnde der
Stabdiibel erwiesen sich dort als Hauptparameter fiir die Quantitét der elastischen
Kopplung. In den numerischen Vergleichsrechnungen wurde hierzu festgestellt, daf§
die Torsionssteifigkeit des Gesamtquerschnitts der Summe der Einzeltorsionsstei-
figkeiten entsprach, sofern die Abstinde, die sich aus der Hauptachsenberechnung
ergaben, nicht {iberschritten wurden:?

efT = iT, :iGT,.ITi. (7.1)

i=1 i=1
Ansonsten ist der Verbundfaktor vy aus Kap. 2.4 zu beriicksichtigen.

Die zur Berechnung des Torsionstragheitsmoments

h
Ip = —
T; 3

erforderlichen Beiwerte 17 knnen der Tabelle 7.1 entnommen werden.

Sollen die Walbanteile (Anteile infolge drehender Biegung) des Querschnittbiindels
in Rechnung gestellt werden,? steht dazu die Gleichung

Ty = (%)ziB,iz?m (7.2)
i=1

zur Verfiigung.

1 Als Richtwert galt: egy < 5...7dgy.
28ie werden auch zur Berechnung der Schubkrifte in den Stabdiibeln benstigt (s.u.).
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h/b | 7

0,42
0,59
0,69
0,79
0,84
0,87
0,89

o

S O W R

Tabelle 7.1: Beiwerte g

7.2 Seitenlast

In Kap. 3 sind die Gleichungen zur Berechnung der Seitenlast fiir Trager, die durch
Biegemomente und Normalkrifte belastet sind, hergeleitet worden. Infolge der tri-
gonometrischen Ansétze fiir die Verformungsfunktionen wurden sinusférmige Sei-
tenlastfunktionen ermittelt. In der Praxis sind aber im Interesse einer einfacheren
Berechnung konstante Seitenlastverliufe erwiinscht. Werden die Sinuslasten unter
der Bedingung gleicher mechanischer Wirkung in Gleichlasten umgerechnet, erge-
ben sich folgende Abminderungsfaktoren:

e fiir gleiche Querkrafte des Verbands:
9Gleichlast = 0, 64¢sinuslast,

e fiir gleiche Biegemomente des Verbands:

gGleichlast = 0, 81¢sinuslast,
o fiir gleiche Durchbiegungen des Verbands:

gGleichlast = 0, 79¢Ssinustast-

MaBgebend wére hier die ungiinstigste Umrechnung mit dem gréften Abminde-
rungsfaktor 0, 81 fiir gleiche Biegemomente, also

4Gleichlast = 0, 81¢sinuslast-

In [15] werden hohere Ansatzfunktionen (bis zum 64. Grad) fiir die Berechnung
der Seitenlasten herangezogen. Dabei zeigt es sich, dafl in den Verbinden gréSere
Querkrifte und Biegemomente als bei Ansétzen 2. Grades entstehen. Die erforder-
lichen Erhohungsfaktoren fiir die beiden betrachteten SchnittgréBen entsprechen
aber recht genau den oben bestimmten Abminderungsfaktoren.® Deshalb wird von
den Verfassern vorgeschlagen, die maximalen Ordinaten der Sinusfunktionen un-
verdndert als maximale Ordinaten der konstanten Seitenlastfunktionen zu iiberneh-
men.

Die allgemeine Seitenlastgleichung lautet:

¢ = ¢f+¢  mit (7.3)

®Die Erhdhungsfaktoren sind nicht konstant, sondern stark systemabhangig. Betrachtet werden
hier unglinstige Konstellationen.
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q¥ = MEMEM My, (7.4)

a2 = ok, ki kiy (7.5)
In den anschlieBenden Unterkapiteln werden die Einzelterme fiir die Grundseiten-
lasten und die Einfluffaktoren in Abhingigkeit von der Beanspruchungsart ange-

geben. Fiir die Parameter ¢, § und 7; wurden dabei in Anlehnung an [9], [12] und
[17] folgende Zahlenwerte eingesetzt:*

e StichmaB der Vorverformung ¢ = 500,
e StichmafB der maximalen elastischen Verbandsdurchbiegung 8 = 1000,

e Lasterhthungsbeiwert y; = 2,0.

Gleichzeitig werden, wie in Kap. 3.1.2 erldutert, die Windlasten mit dem Faktor
4/ multipliziert, um die sinusférmig angesetzte Windlast wieder in eine Gleichlast
umzuformen.

7.2.1 Seitenlast fiir reine Momentenbeanspruchung

Fiir die ausschliefliche Wirkung von Biegemomenten werden die Ergebnisgleichun-
gen der Kap. 3.2.1 und 3.3 herangezogen:

2
M mM;  mM,
= = 7.6
450 17TL ~ 17aL (7:6)
1
M = 7.7
y 1— 4z, M, — 0,2z,9L (7.7)
T
45M,
M — w
ky, = 1+ m, (7.8)
M | 170(T — 2z, M) | . . 170]a — 2z,
ktD = 1+ _“kyMyL do=1+ —k% ——L Jg (79)
ky = 14+(1-x)*3a (7.10)
mit den Eingangswerten
_ Mp+Mgr  qL? 1+ qL?
M, = Tt =M+ 55 (7.11)
Mg
= <k< 12
K i, 0<k<1 (7.12)
T
= — 1
a i, (7.13)
My = qul(zy — 2y) (7.14)

Der Faktor a ist den Diagrammen des Kap. 3.3 zu entnehmen.

4Fiir den LasterhShungsbeiwert «y; im Holzbau finden sich in der Literatur Ansitze zwischen
1,7 und 2, 5. Die Verfasser erachten den Wert 2,0, der auch in [1, Abschnitt 8.6 und 9.6] vorgegeben
wird, fiir vdllig ausreichend.
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7.2.2 Seitenlast fiir reine Normalkraftbeanspruchung

Bei ausschlieBlicher Wirkung von Normalkraften gelten die Formeln des Kap. 3.4.3,
die durch Einsetzen der o.g. Parameter weiter vereinfacht werden:

ma N
&N = 34L° (7.15)
1
Y = - (7.16)
1 2,2aNy (’;,, — ZN)

T5 My (2 — z2N)

N _

Y o= 14 o (7.17)
3700, 120 — 2]

N 5

ktO 14+ —];y'——%——’l?o (718)

Werte fiir « sind der Tab. 3.1 auf Seite 61 zu entnehmen.

7.2.3 Seitenlast fiir kombinierte Beanspruchung

Bei einer Beanspruchung des Tragers durch Momente und Normalkréfte beeinflussen
sich die Einwirkungen gegenseitig. Deshalb sind in den Formeln interaktive Terme
vorhanden, die aber in Kap. 3.5 numerisch abgeschétzt wurden. Mit den Zahlenwer-

ten der o.g. Parameter ergeben sich dann folgende Anwendungsformeln (vgl. auch
Kap. 3.5.3):

M _ mMy
gs0 - 16GL (719)
1
M = 7.20
s i 4z, My — 0,2z,9L° (7.20)
- 0,95T
45M,
Mo ok 7.21
by 1+ mefM, ( )
170 |a — 2z, |
M ]
ktD = 1+ 'E{?——L—"{?o (722)
ky = 1+(1-k)*3a (7.23)
N maNO
= 24
ds0 34L (7 )
B = L (7.25)
1— 2aNo (2, — zn)° + 42, M,
T
0 My 2z, — ZN
N w <y
k, = 1+ mfr oM, @ (7.26)
330 |zo(1— fr) — zn|
N _
A 7 9 (7.27)

mit den zusdtzlichen Eingangswerten
efM, = My —2p2yNo und (7.28)

2
fr - T‘;,_n (-’;:-) >0 (7.29)

I
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und der geanderten Notation
T
T efM,y

a (7.30)

7.2.4 Vereinfachte, aligemeingiiltige Seitenlastformeln

Einige Gleichungen des vorigen Abschnitts kénnen noch auf der sicheren Seite zah-
lenmaBig vereinfacht und so gestaltet werden, daB sie fiir alle Anwendungsfille,
also auch bei Beanspruchung der Trager durch nur eine Schnittgrofle, anwendbar
sind. Die Ergebnisformeln, die auch von den Verfassern zur allgemeinen Anwendung
empfohlen werden, lauten dann:®

o' = kY kg ke (7.31)
M _ 'rm‘\ly
qsO - l5aL (732)
1
M _
ko= L Az My =0, 22,qL° (7.33)
T
45 M,
M _ 30 My
ky, = 1+ m oM, (7.34)
170 |a — 22,
k% = 14 WL—T——lﬁo (735)
kv = 14+(1-x)*/3a (7.36)
@ = ok kg ki (7.37)
N maNy
= 7.38
QSO 30L ( )
N = 1 5 (7.39)
1— 20Ng (2y — 2n)° + 42, M,
T
70 My z, — ZN
N _ w %y
ky, = 1+ mfr M, (7.40)
350 iz (] - fT) - ZNi
N — v
kg = 1 g 7 Jo (7.41)
mit
_ Mp + Mg qL2 _ 1+& qu
M, = ) -+ %) = Mg 3 + 9.2 (7.42)
Mg
= — <k < .
K i, 0<k<1 (7.43)
efM, = My —2pznyNo (7.44)
T
= 4
¢ efM, @ 5)A
M, = QwL(Zv - zw) (746)
1 [(r\?
= —_—l =] >0. 4
fr ST (b) 20 (747)

5Die Zahlenwerte wurden hier ggf. zur sicheren Seite hin auf signifikante Werte gerundet. Es
sei hier auch nochmals vermerkt, dafl bei asymmetrischen Momentenverldufen auf der sicheren
Seite liegend auf eine Berlicksichtigung des Faktors kjs verzichtet werden kann, wenn stattdes-
sen der Berechnung ein symmetrischer Ersatzmomentenverlauf mit einem beidseitig wirkenden
betragskleineren Stiitzmoment Mp zugrundegelegt wird.
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7.3 Schnittgrofien

7.3.1 Torsion

Die groBten Randtorsionsmomente des betrachteten Trigers infolge der Seitenlast
¢ konnen entsprechend der Herleitung in Kap. 4.1 mit der Gleichung

gsT T
My = —ee — Y0, T | = 7.4
T mMy (%) 0 (L) (7.48)
berechnet werden.® Bei mehrteiligen Trigern ergibt sich als Niherung fiir die Ein-
zelquerschnitte

MT‘- P QSJ}
mMy (%)

wobei gegebenenfalls die Korrekturempfehlungen des o.g. Kapitels zu beachten

sind.” Die Torsionsschubspannungen folgen dann aus der bekannten Formel

My

Wr'

~domT: (T) (7.49)

T =

(7.50)

7.3.2 Querbiegung

Die grofiten Querbiegemomente im mittleren Feldbereich des Trigers sind nach
Kap. 4.2 aus der Gleichung

2
M, = v, (%) B,. (7.51)
mit _
L
Un = — + zv"gm (752)
g
und
qs
I = ———— — Fom (7.53)
72
mM, (f)

zu berechnen.® Bei mehrteiligen Tragern sind fiir jeden Teiltriger anstelle der Schwer-
punktsverschiebung v, die Teilschwerpunktsverschiebungen v; zu setzen:

L
v; = I—é + 19m(zv - ZM;)- (754)
Dann ergibt sich fiir die Querbiegemomente der Teilquerschnitte:
2
max M, = v; (f> B,,. (7.55)
Schliefllich lassen sich die Biegespannungen infolge M, aus der Formel
M,
oB, = W, (7.56)

bestimmen.

8Bei gewdhnlichen Paralleltrigern kann ohne Beriicksichtigung von Vorverdrehungen und Wind-
lasten das gréfite Torsionssmoment n3herungsweise mit der Gleichung My = %’-ks bestimmt
werden.

"Bei asymmetrischen Momentenverldufen sind die rechten Seiten der Gleichungen durch den
Faktor kps zu dividieren.

8 Auch hier sind die Korrekturempfehlungen des Kap. 4.2 fiir asymmetrische Momentenverliufe
zu beachten.




7.4 Kippuniersuchung zwischen den Abstitzungen 97

7.3.3 Stabdiibelschubkrifte

Wie in Kap. 2.4.4 dargelegt, sind die Schubkrafte in den Stabdiibeln aus Torsions-
wirkung sehr gering. Zur Uberpriifung oder zum Nachweis sollte gegebenenfalls die
dort hergeleitete Formel

€
Q; — B (1.57)
14 -
> T
i=1

verwendet werden. Als Last g, ist nach Kap. 4.3 einzusetzen:

mr

(7.58)
Sg

9y =

1 (qT 2
mr = (mMy — SomT (L) ) (7.59)

7.4 Kippuntersuchung zwischen den Abstiitzun-
gen

Die Trager sollten auf Kippen zwischen den Festhaltepunkten des Aussteifungsver-
bands untersucht werden, wenn ihre Querschnittsschlankheit /b > 4 ist oder die
Abstiitzungspunkte nicht nahe beieinander liegen. Drillweiche Trager erreichen, wie
in Kap. 5.2 ausgefiithrt wurde, i.a. keine , kipp—kritischen“ Zustande. Trotzdem sollte
eine Abschitzung des Kippverhaltens vorgenommen werden.

FormelméaBig kann das Kippen mit Hilfe der in Kap. 5 verzeichneten Literaturen,
besonders auch mit dem kp-Wert der DIN 1052 Teil 1 nachgewiesen werden. We-
gen der Drillweichheit der Briickentriger aus nachgiebig miteinander verbundenen
Querschnittsteilen empfehlen die Verfasser allerdings eine Kippuntersuchung mit ei-
nem monolithischen, aber fiktiv verkleinerten Querschnitt (h/b*), der die geringere
Torsionssteifigkeit anndhert. Fiir die reduzierte Breite sollte gesetzt werden:

o
AUKGO VOIS ACIy AiliidiiClu, £ QUuZiCo! TivT 1L 5T5T

3efT
* __ 3
b = ‘/_nh . (7.60)

Alternativ kann eine Spannungsberechnung nach Theorie II. Ordnung vorgenom-
men werden, die das Kippen durch Einpragung einer Vorverformung simuliert. Die
Berechnungsformeln hierfiir sind Kap. 5.2 zu entnehmen. Zumeist geniigt hier al-
lerdings schon die Berechnung des kritischen Kippmoments und ein Vergleich mit
dem rechnerischen Moment nach Theorie II. Ordnung.

7.5 Verbandssteifigkeit

Soll iiberpriift werden, ob die Durchbiegung des Aussteifungsverbands unter Seiten—
und Windlast hochstens L/1000 betrdgt, wie es bei der Formulierung der Seiten-
lastgleichungen vorausgesetzt wurde, muf die wirksame Biegesteifigkeit B, des Ver-
bands explizit bestimmt werden. Wichtig ist hierbei die Beriicksichtigung der Schub-
verformungen und der Nachgiebigkeit der Anschliisse. Naherungsweise kann dafiir
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die Formel

- L?sh?EpAp

B, ~ = (7.61)

herangezogen werden.® Genauere Gleichungen sind in Kap. 6 angegeben. Konstruk-
tiv sollte die Anzahl der Verbandsfelder nach der Regel

optk = 1,2...1,3%, (7.62)

zur Erzielung eines optimierten Diagonalenneigungswinkels bestimmt werden. Es
sei auBerdem auf die vielfdltige Literatur des Kapitels verwiesen.

9d bezeichnet den Durchmesser der Stahldiagonalen, Ep und Ap die betr. Eigenschaftswerte
der Diagonalen.



Kapitel 8
Berechnungsbeispiel

In diesem Kapitel wird zur Erlduterung der hergeleiteten Gleichungen ein Briicken-
trager aus 4 nachgiebig miteinander verbundenen Querschnittsteilen aus LH C unter
Verwendung der in Kap. 7 zusammengestellten Formeln berechnet. Hinter einigen
Ergebniswerten sind in Klammern die entsprechenden Werte aus der Computerbe-
rechnung angegeben.

Gegeben sind:

gz
L = 1350 cm, 1
m = 2 Triger, 9w |1
ds; = 2,4 cm,
es: = 15 cm, Zw 2 B Ze
g: = 11 kN/m = 0,11 kN/cm, pp—0
My = Mg =0, S=M| |
¢w = 2 kN/m = 0,02 kN/cm, 3 y
zy = -10 cm,
zg = -39 cm, n
zy = -40 cm,
Ey = 1700 kN/cm? und
Gr = 6TkN/em?. 'z

Die Grofe der Einzelquerschnitte betragt:!

i| h b A; Iy, Zs;

—lem|cem | em? | em®* | em

18 | 20 | 360 | 9.720 | -30
22 | 20 | 440 | 17.747 | -10
22 | 20 | 440 | 17.747 | 12
16 | 20 | 320 | 6.827 | 31

B O B

1Zusstzlich sind einige Querschnittswerte angegeben, wobei die Lage des Gesamtschwerpunkts
in halber Trigerhshe schon vorausgesetzt ist.
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8.1 Hauptachsenberechnung?’

Eine Berechnung nach Schelling [24] ergibt nach Aufbau und Losung des entspre-
chenden linearen Gleichungssystems folgende Nachgiebigkeitsfaktoren « fiir die ein-
zelnen Querschnitte (einschlieBlich der abgeminderten Steineranteile):

i % | A
- - em?

0,7189 | 232.924
0,6737 | 29.643
0,6768 | 42.882
0,7213 | 221.814

[N S

Hieraus 148t sich dann das effektive Flachentragheitsmoment efl, berechnen:

L n
ofl, = Y I+ ndiz

i=1 i=1

= 52.041+ 527.263 = 579.304 cm*.

Das gréfite Biegemoment in Trigermitte betragt:

g.L?
maxM = 5 = 25.060 kN em.
Fiir die Randspannungen in Feldmitte folgt dann:®

- _maxM c

TRT T, M T
25.060 18 kN kN

= T579304 (0, 7189-30 + 7) =-1, 32;;-71—2 <2, 52‘1;'7,

op = _maxMi o _hs

R = ef, \**¢ 773
25'060 0 ~n1n‘n1~__l;'_§\\__1 nakN <2rkN
579.304 \ U T Y ) T S A0

Zur Berechnung des Schubflusses im Auflagerbereich wird das effektive statische
Moment in der Fuge j bendtigt:*

i-1
efSyJ. = Z7kAkzsk
k=1
~ efSy,, = 0,7189-360-30+0,6737-440-10 = 10.729 cm?>.
Der Schubflufl in der Fuge ergibt sich dann zu:

Q
tj = ngnyy,-
74,2 EN
~ oty o= o 10729= 1,37,

?In diesem Abschnitt gilt eine andere Richtungsdefinition der z—Achse (positiv nach oben)!

3Exemplarisch werden die Extremalspannungen angeschrieben.

“Hier wird nur das mafigebende statische Moment in der Fuge 2 zwischen den Teilquerschnitten
2 und 3 berechnet. In der Summenformel sind alle oberhalb der betrachteten Fuge liegenden
Querschnitte zu beriicksichtigen.
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mit der groBten Querkraft am Lager:
gL

max (@ = = 74,2 kN.
Die Schubkraft pro Stabdiibel betragt dann:®

Ty = tpe5¢ = 1,37-15= 20,6 &N < 20,7 kN = zulN (maBgebender Nachweis!).

8.2 Berechnung der Torsionssteifigkeit

Zur Bestimmung der effektiven Torsionssteifigkeit und des Wélbanteils sind vielfalti-
ge Summen iiber die Einzelquerschnitte auszuwerten. Die Summenglieder werden
in den folgenden Tabellen aufbereitet:®

i| h b i T; B, ZM;
- | em | em - kN em? kNem? | em
1] 18 ] 20 | 0,464 | 1,208 10° | 20,410° | -30
2 2§ 20 | 0,460 | 1,80610° | 24,910 | -10
3122120 | 0,460 | 1,80610° | 24,910% | 12
4116 | 20 | 0,513 | 0,939 10° | 18,110° | 31

In den Fugen ergeben sich folgende Federkennwerte (die Fuge j liegt zwischen den
Querschnitten ¢ und i+ 1):7

b
S

] Cy; Co;
— | em | kN/em? | kN
20 10,4 114
22 10,4 104
19 10,4 120

CO N =

Die Summe der Einzeltorsionssteifigkeiten ergibt:

> T =5,759 10°kN em?.
i=1
Der Wolbanteil berechnet sich zu:

_(T\? - L2 6 2 6 |
T, = <Z) ;BHZM‘, = 0,227 10°%Nem? (0,227 10°).
Der Torsionsverbundfaktor wird sowohl fiir den Fall unendlicher als auch fiir den
Fall endlicher Dehnsteifigkeit berechnet. Fiir ¢y = co ergibt sich:

7
w23 T;
by = ———= = 0,0024,
L2 __El(cyi,i+xsz?,i+1)

5Die zuldssigen Stabdiibelkrifte wurden nach DIN 1052 Teil 2 in der tiblichen Weise berechnet.

8Eingearbeitet sind hier schon die Elastizititswerte Ey und Gr.

"Bei der Berechnung der Drehfedersteifigkeiten wurde ein Korrekturfaktor = 3 angesetzt, um
eine mdglichst weiche Verbindung auf der sicheren Seite zu simulieren.
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und somit
1
yp = Tk = 0,998 (0,9976).
Fiir ¢y # oo folgt dann:
22 n n-1 1 n-—1 N
(f) Z T +4 Z €Y i + 2 z_: Cys,ip1 5% i41
kp = —= = =1 = 0,007
n—1 5
n—1 n=-1 > Cyiiv157i41

cyi,g+15?,i+1 +4 Z COiip1 =1 D
1 i=1 (f)zz T;

i=1

iz

und somit

1

=g = 0,996 (0,9963).

Offenkundig ist, daff zum einen die Unterschiede zwischen den Torsionsverbundfak-
toren vernachléssigbar klein sind, wie es ja auch in Kap. 2.4 beschrieben wurde.
Zum anderen sind die Torsionsverbundfaktoren a2 1, so daf§ sich eine Berechnung
kaum lohnt.

Die effektive Torsionssteifigkeit wird hier fiir den Fall unendlicher Drehfedersteifig-
keit unter Beriicksichtigung des Walbanteils berechnet:®

n
efT =T, +47 ZTi = 0,227 10° + 0,998 - 5,759 10° = 5,97 10°kNem? (5,972 10°).
i=1

Dieser Wert wird fiir die Seitenlastberechnung herangezogen.

8.3 Seitenlastberechnung

Die Berechnung von g, erfolgt hier fiir reine Momentenbeanspruchung. Im Anschlufl

wird dieses Vorgehen dann bewertet.

Zuerst werden die fiir die Grundseitenlast und die Einflufaktoren benétigten Vor-
werte zusammengestellt:

qL? _0,11-1350?

My, = 932 = 32 = 21.790 kN em,
efT  5.970.000
= m—— T ew—— T 4
¢ M, = Taimg0 T Ahem

My = gul(zy —2y)=0,02-1350 (—10 — (—40)) = 810 kNcm.

Die Seitenlasteinzelfaktoren lauten dann:®

mM, _ 2-21.790

7 = 15 5ra T35 = 0079 kN/em = 0,79 kN/m. (0,70),

M _
950 =

n
8Ebenso hitte mit efT = Z T; weitergerechnet werden kdnnen, wie in Kapitel 7 angemerkt.
i1
Hier wurde der Vollstindigkeit halber die komplette Formel gewshlt.
9Fs wurden die vereinfachten Formeln nach Kap. 7.2.4 verwendet, die von den Verfassern zur
allgemeinen Benutzung empfohlen werden. Beriicksichtigt ist hier auch der erh8hte Seitenlastver-
lauf nach [15].
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M = 1
* 1 4zy My — 0, 22,9 L?
€
= 1 1,13 (1,13)
- 1 — 4(=10)21.790 — 02(39)011 1350° o
5.970.000
45M,, 45 - 810
M = =14+ ——=1 .
w mi, ~ T 7aiags - b8 (1L8O)
Als resultierende Seitenlast ergibt sich dann:'®
g = ¢MEMEM =0,79-1,13-1,84 = 1,64 kN/m  (1,44). (8.1)

Nach DIN 1052 Teil 1 ergibe sich nach der dortigen Formel eine Seitenlast von'!
mmaxM _ 2-250,6

%= 735006 ~ 350-13,5.0,2

= 0,53 kN/m, (8.2)

wobei der Einflufl der Windlastexzentrizitat nicht beriicksichtigt ist und auch nicht
beriicksichtigt werden kann!'? Zieht man bei Gl. (8.1) den Windeinflu8 ab, verbleibt
eine Seitenlast der Gré8e

g: =0,79-1,13= 0,89 kN/m (0, 80), (8.3)

die um 68% (51%) groBer ist als die Seitenlast nach DIN 1052 (s. Gl. (8.2)). Der Un-
terschied ist, wie in diesem Bericht hergeleitet, zum einen aus der kleineren Torsions-
steifigkeit des zusammengesetzten Trigers und zum anderen aus der ,ungiinstig“
oberhalb des Verbands angreifenden Gleichlast g, zu erkliren. Unter Beriicksich-
tigung des Windlasteinflusses ist die Seitenlast nach Gl. (8.1) sogar 209% (172%)
groBer als die DIN—Seitenlast.

Alternativ kénnte die Seitenlast nach DIN 1052 so berechnet werden, dafl der ober-
ste Teilquerschnitt als normalkraftbeanspruchter Druckgurt eines Fachwerktrigers
betrachtet wird. Die Schwerpunktspannung in Querschnitt 1 betragt:

max M 25.060 kN

og, = — efIy ('nzsl) 579 304 (0 7189 - 30) —0,93-0?}:2-

Daraus folgt dann die grofte Normalkraft in Feldmitte:
maxN = 05, A; = 0,93-18-20 = 336 kN.

Die fiir die Seitenlastberechnung benétigte mittlere Normalkraft betrigt bei dem
hier vorliegenden parabelférmigen Verlauf:

Ngurt = %ma.xN = %336 = 224 kN.

Die Gréfie der Seitenlast berechnet sich dann schlieBlich zu:
_ mNgure _ 2-224

=730 ~30.13,50

=1,11 kN/m.

10Der Unterschied zu den Programmwerten ist primir auf die erhshte Grundseitenlast qu
zurlickzufithren. Fiir diese wurde in Kap. 7.2.4 der Divisor von 17 auf 15 (signifikanter Wert!)
vermindert, was die hier vorliegende Zahlenwertdifferenz begriindet (17/15 = 1,13 = 0,79/0,70).

1 Das hierfiir benstigte max. Biegemoment des Trigers betrigt maxM = %2 = 250,6 kNm.

12Fs zeigt sich aber hier, wie wesentlich die Maglichkeit zur Beriicksichtigung der Windlastex-

zentrizitat ist. Der Ansatz von zy ist in diesem Beispiel noch konservativ gewahlt. Infolge eines
Briickenaufbaus kann die resultierende Windlast durchaus auch hdher angreifen.
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Im Vergleich mit der Seitenlast nach Gl. (8.3) ist die DIN-Seitenlast jetzt zwar 24%
grofer; ein Windlasteinflu8 kann aber auch hier nicht beriicksichtigt werden, so daf
die vollstiandige ¢;~Last nach Gl. (8.1) immer noch 48% grofer ist.!3

Abschlieflend zu diesem Thema soll die Frage des Normalkrafteinflusses diskutiert
werden. Die Normalkréfte in den Briickentrigern entstehen aus der Wirkung der
Tréger als Gurte des Aussteifungsverbands. Bei einem Abstand der Haupttrager
von 3m wiirde sich eine Untergliederung des Fachwerkaussteifungstrigers in

13,5

=1,3-3-=59 ~ 6Felder

optk = 1,3%

anbieten. Unter der Seitenlast g, = 1,64 kN/m betrigt dann die gréBte Normalkraft
im Obergurt!*

No = 12,5 kN.
Als zusétzliche Seitenlast nach Kap. 7.2.4 ergibe sich daraus
gy = 0,05 kN'm,

also eine gegeniiber der Momentenseitenlast kleine Zusatzlast (3%).1%

8.4 Zusatzschnittgrofien

In diesem Abschnitt sollen die infolge der Seitenlast entstehenden Torsions— und
Querbiegemomente in den Teilquerschnitten und die Schubkrifte in den Stabdiibeln
verfolgt werden. Im Interesse eines besseren Uberblicks werden die Ergebnisdarstel-
lungen tabellarisch vorgenommen.

Die Torsionsmomente in den Teilquerschnitten lassen sich durch die Formel
qsT;
Mr; % ———,
mMy (%)

die daraus folgenden Spannungen nach der Gleichung

berechnen.!®

Zu beachten sind hier die hohen Auslastungen der Einzelquerschnitte infolge der
Torsionsmomente, die mit den Schubauslastungen aus Querkraft zu superponieren
sind.

13Dije Verfasser raten von diesem Berechnungsverfahren i.d.R. ab, weil bei der Herleitung der
DIN-Seitenlastgleichung fiir Fachwerktriger von einer Stabilisierung des gedriickten Querschnitts
in der Schwerachse ausgegangen wird. Dieses ist aber oftmals, wie auch im vorliegenden Beispiel,
nicht der Fall. Auf der anderen Seite wird der versteifende EinfluB der Torsionssteifigkeit nicht
beriicksichtigt. Wie weit sich diese gegenliufigen Tendenzen aufheben, kann fiir den Einzelfall
nicht vorausgesagt werden.

14 Fachwerk mit Zugdiagonalen, Stabkraftberechnung nach [36].

15Hier erscheint es gerechtfertigt, auf den Normalkraftanteil zu verzichten. Vermindernd wirkt
sich hier aus, daf die Normalkraft in Verbandsebene wirkt und der Verband nahe der Schwerachse
angreift, das Zusatzbiegemoment also klein ist (1%). Hiervon kann bei Briickentrigern allerdings
nicht generell ausgegangen werden.

16Dje zulassige Torsionsschubspannung betrigt 0,2 kN/cm?2.
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il Mp, | Wy . T
i . : zul 7p,

— | kNem | em® | kN/cm? -

195 1.364 0,143 0,71
292 1.849 0,158 . 0,79
1.849 0,158 0,79
152 1.113 0,137 0,68

QO B
[
el
(3

Die Querbiegemomente werden nach der Gleichung

T2 .
M, = v (-I—) B,, mit
v = 7 + Om(2y — 2p;) und
Oy = __qﬁ =0,0695rad (0, 0696),
mMy ()
die Biegespannungen aus der bekannten Gleichung
op. = M.,
B, = W,

ermittelt.”

- UEB..
2 Vi Mzi Wz,- 0B, Eﬂ;“B—
- | em | kNem | em® | kN/cm? -

112,74 303 | 1.200 0,25 0,10
21 1,35 182 | 1.467 0,12 0,05
31 -0,18 24 1.467 0,02 0,01
41 -1,50 | 147 | 1.067 0,14 0,06

Die Superposition mit den Biegespannungen aus der Hauptachsenberechnung fiir
den am stirksten ausgelasteten Querschnitt 1 ergibt eine ausreichende Sicherheit:

0B, =0Rr, +0p,, =1,32+0,25= 1,57 kN/cm? < 2,5 kN/cm?.

Zur Berechnung der Stabdiibelkrifte infolge der Torsionslasten werden die Strecken-
lasten gy, die sich aus dem Torsionsmoment ergeben, benétigt. Die Herleitungen
hierzu sind in Kap. 4.3 zu finden:

_gsefT" _ 0,0164-5.970.000

=M, T T 2.aiq90 - ¥ EVm/m,
_mr 2,25 _
gy = 5 =51 = 0,037 kN/cm.

Mit diesen Vorwerten kénnen jetzt die angeniherten Schubkréfte pro Stabdiibel mit
der Wirkungsrichtung senkrecht zur Holzfaser bestimmt werden:

dy€st 0,037-15
Q; = = =0,53kN (0,53...0,54).
’ 1+ ,:f“ 1+ ?27.900
> T
i=1

17Die zulissige Biegespannung betrigt 2, 5 kN/cm?2.
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Bei einer zuldssigen Stabdiibelkraft von 15,5 kN ergibt sich eine Auslastung von:

Q; _ 0,53

N =155 - 0 03=3%

Die Zusatzbelastungen der Stabdiibel aufgrund der Torsionslasten sind also ver-
nachlissigbar gering.'®

8.5 Kippverhalten zwischen den Verbandsknoten

Bei einer Unterteilung des Aussteifungsverbands in sechs Felder betragt die Einzel-
feldlange

= 2,25m.

Das kritische Moment fiir die Teilfelder berechnet sich dann zu:!®

_ 7 | 88,310°5,9710
) 2254(1_ 88,3 10° )

Das maximale Biegemoment nach Theorie I. Ordnung betrégt, wie oben berechnet,
95.060 kN ¢m und erreicht somit bei weitem nicht das kritische Moment:2°

= 336.000 kN em.

yiml = 2-25.060 = 50.120 kNcm < 336.000 kNem = My, ... q.e.d.

Eine Weiterrechnung eriibrigt sich aus diesern Grund.

18Djeses ist, wie schon oben erwihnt, primir auf die ,,Weichheit” des Stabbiindels zuriick-
zufithren.
19Die hier bendtigte Querbiegesteifigkeit ergibt sich aus der Summe der oben ermittelten Ein-
n

zelquerbiegesteifigkeiten: B, = E B.; = 88,3 10% kNem?2.

=1
207Zu begriinden ist dieses durch den recht kompaktenund in engen Abstinden gestiitzten Haupt-
trager. AuBerdem kdnnen sich bei den Trigern aus nachgiebig zusammengesetzten Querschnitten
bei tiblichen Ausfithrungen kaum , kipp-kritische* Zusténde einstellen, da infolge der Nachgiebig-
keit die aufnehmbaren Biegemomente hierfiir zu klein sind (vgl. Kap. 5.2).
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